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RESUMO

A geometria tem sido extensamente estudada nos dltimos anos, devido principal-
mente as suas diversas possibilidades de aplicagtes. O seu papel em gravitacao é bem
conhecido dos Fisicos temos como exemplo uma particula movendo-se livremente so-
mente sob influéncia do campo gravitacional. Bastante destaque tem sido dado aos
estudos dos fenémenos quanticos induzidos por geometria como, por exemplo, calcu-
lar os potenciais quanticos. Seguimos este caminho nessa dissertacao. Do ponto de
vista fundamental, apresentamos alguns conceitos bésicos de geometria riemanniana,
tais como derivada covariante, transporte paraleo e tensor de curvatura. A partir
dai, mostramos como escrever a equagao de Schrodinger em uma superficie curva a
partir da equagao de Dirac no espago curvo 2+1. Os nossos resultados sdo compara-
dos com aqueles vindos da equagido de Schrodinger obtida a partir de um formalismo
que confina as particulas quanticas em uma interface curva. Investigammos particulas
quanticas em algumas superficies, como as superficies paraboloides hiperbdlicas, ob-
tendo informacoes a respeito da regiao de maior probabilidade de localizacio dessas
particulas, ou seja, regido especificas da superficie onde pode ocorrer o confinamento
destas de forma qualitativa.

Palavra-chave: Geometria, Derivada Covariante, transporte Paralelo, Superficie

Curva, Confinamento.




ABSTRACT

The geometry has been extensively studied in recent years, mainly due to its many
potential applications. Its role in gravity is well known by physicists as an example
have a particle freely moving only under the influence of the gravitational field. Enough
emphasis has been given to studies of quantum phenomena induced by geometry, for
example, calculate the quantum potential. We follow this path in this dissertation.
From the fundamental point of view, we introduce some basic concepts of Rieman-
nian geometry, such as covariant derivative, parallel transport and curvature tensor.
Thereafter, we show how to write the Schrodinger equation on a curved surface from
the Dirac equation in curved space 2 +1. Our results are compared to those from the
Schrodinger equation obtained from a formalism that abuts quantum particles in an
interface curve. Investigammos quantum particles on some surfaces, such as surfaces
hyperbolic paraboloids, obtaining information about the region of greatest probabi-
lity for the location of these particles, or specific surface area may occur where the
containment of these qualitatively.

Keyword: Geometry, Covariant Derivative, transportation Parallel, Curved Sur-

face, Confinement.
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Capitulo 1

Introducao

A experiéncia e investigagao dos fenomenos da natureza e seus elementos tem re-
percutido no grande avango da sociedade e para desenvolvimento de novas tecnologias.
Através detes avangos a humanidade tem melhorado suas condigdes de vida manipu-
lando o meio em seu beneficio. A ciéncia, de um modo geral, impulsiona os projetos
a novas descobertas e aperfeicoamento de novas técnicas para a obtencao de novos
resultados que possibilitem descrever a naturezza nos seus detallhes mais sutis.

O estudo da natureza atoémica através da mecéanica quéntica se enquadra no grande
avango ocorrido no século passado. Com o surgimento do laser e o desenvolvimento
das teorias da interagdo da radiagio com a matéria [42], surgiu a possibilidade de
controlar o movimento do dtomo, o que gerou um grande avango e uma intensificacdo
de estudo detalhados de estrutura atomica e molecular.

Na tentativa de desenvolver técnicas de aprisionamento e resfriamento de amostras
gasosas alcalinas na década de 80 Raab e colaboradores consegue a primeira realizagao
experimental de uma armadilha magneti-ptica, usualmente chamada de MOT (abre-
viagao de "Magneto Optical Trap”)[43].

Em armadilha magneto-6ptica os atomos sido confinados por 3 pares de feixes
contrapropagantes, sintonizados préximo a ressonancia do atomo, e um gradiente de
campo magnético na configuragao anti-Helmholtz. Com esta técnica é possivel o apri-

sionamento e o resfriamento de dtomos a regimes de temperatura da ordem de 100uK.
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Existem também, outros tipos de armadilhas, armadilhs magnéticas e armadilhas de
dipolo épticas [44]. Em armadilhas magnéticas, é aplicado um campo magnético B,
dtomos com um dipolo magnético permanente (u) serdo confinados na regiao de menor
potencial, isto é, onde o campo magnético for minimo. Com esta técnica de aprisiona-
mento obtiveram-se em 1995 oss primeiros condensados de Bose-Einstein [45,46,47,48].
Por outro lado, em armadilhas de dipolo épticas (”Optical Dipole Traps”), os
dtomos sao confinados pela forca de dipolo que o campo magnético induz na amosttra.
Uma armadilha dptica é o resultado de um tnico feixe gaussiano e focalizado. Se o
feixe é ajustado abaixo da frequéncia de ressonancia atémica, os dtomos sdo atraidos
para a regiao de maior intensidade. As armadilhas de dipolo classificam-se em duas
FORT ( "Farr off ressonace traps”) e QUEST (”Quase eletrotatical traps”), nomes
cunhados devido as suas caracteristicas basicas,como poténcia e frequéncia do laser.
O desenvolvimento destas técnicas de aprisionamento e resfriamento também co-
nhecidas como laser cooling propiciou o avango considerdvel no estudo das interacdes
atomicas nos regimes frio e ultra frio, onde se encontra um fascinante objeto de estudo,
tanto experimental quanto teérico. Dentro deste cendrio, podemos ressaltar o estudo
de colisoes atdomicas e de estados moleculares formados durante a colisdo de dtomos
frios aprisionados que teve seu inicio nos anos 90 e estende-se até os dias atuais. Mas
durante muito séculos a fisica esteve limitada ao uso da geometria euclidiana para
poder descrever matematicamente suas leis. Estas leis, baseadas em experimentos e
intuigdo, eram capazes de descrever grande parte dos fenémenos do mundo que nos
cerca. Todavia, a medida que os experimentos foram se tornando mais precisos e indo
bem mais alem da nossa intui¢ao, surgiu a necessidade de generalizarmos a geometria
euclidiana. Como é bem conhecido dos fisicos, as duas teorias mais bem sucedidas da
fisica sao formuladas em geometrias nao-euclidianas. A mecanica quéntica relativistica
é formulada na geometria de Minkowski, geometria pseudo-riemanniana e plana. en-

quanto que a relatividade geral é formulada em uma geometria pseudo-riemanniana



com curvatura. Essas duas teorias estdo de acordo com todos os experimentos que as
teorias anteriores explicavam, alem de estd de acordo com conjunto significativos de
outros experimentos que nao tinham explicagdo. Entretanto, como essas duas teorias
tém um regime de validade limitado, elas ndo explicam tudo. Ainda nao hé uma te-
oria quantica da gravitagao, além de haver vdrias questdes em aberto, como energia
escura, matéria escura etc. Nao sabemos, por exemplo, como fica o spin da gravitacio.
Muitas dessas questdes levam os fisicos a buscar uma generalizacdo da geometria que
¢ usada na mecénica quéntica e na relatividade. Daf surge necessidades como escre-
ver a equagao de Dirac, que é o alicerce da mecanica quéntica relativistica, em um
espago curvo. Escrever as equacoes de campo da gravitagdo em termo do spin é outra
necessidade. Neste 1ltimo caso, uma generalizagao da geometria riemanniana que per-
mite uma inser¢ao natural do spin na gravitagao é a geometria de Riemann-Cartan.
Como exemplo mais simples dessa insergao temos a teoria de Einstein-Cartan. Outro
exemplo de generalizagao da geometria que despertou muito interesse dos fisicos, foi a
tentativa de Weyl de unificar gravitagao e eletromagnetismo em uma teoria puramente
geomeétrica. Ele criou a geometria hoje conhecida como geometria de Weyl. Se con-
tinuarmos mencionando exemplos, chegaremos a geometrias de métricas assimétricas,
geometria de Finsler, geometrias com dimensoes extras etc. Sdo tantas as oportunida-
des que nao temos a pretensao de abordar todas nesta dissertagdo. Buscaremos nesta
dissertagao o papel que a geometria pode exercer na realizagdo do confinamento de
particulas quanticas em superficies curvas e analisarmos os petnecial quéantico induzi-
dos pela geométria [12,35].

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, introduzimos os
conceitos basicos sobre a teoria riemanniana e a mecanica quantica em superficie curva.
No Capitulo 3, apresentamos alguns modelos de superficies acrescentando algumas
informacoes & mesmas. No Capitulo 4, inserimos varias supeficies idénticas umas

sobre a outra a uma mesma distancia . Construimos graficos para cada superficie para



analisarmos a existéncia de pariculas aprisionadas, o tipo e sua densidade. Por fim,

no Capitulo 5 apresentamos os nossos comentdrios finais.



Capitulo 2

Fundamentacao Teodrica

2.1 Geometria Riemanniana

Neste capitulo apresentamos a geometria pseudo-riemanniana e alguns conceitos de
geometria que sao fundamentais para a compreensio desta dissertacao. Por questdo de
simplicidade, cometeremos o mesmo abuso de linguagem que é comum na literatura,
usaremos a expressao riemanniana para nos referirmos tanto a geometria riemanniana
propriamente dita como para a pseudo-riemanniana. Estas duas geometrias diferem
uma da outra pela defini¢do de um objeto matemdtico chamado métrica. Todavia, para
o que faremos nesta dissertagao, este abuso nao trard nenhum problema. Durante
o capitulo serao utilizados termos como variedades, vetores, 1-formas etc.Também

utilizaremos um formalismo independente de base.

2.1.1 Meétrica

O objeto que chamaremos de métrica estd relacionado com a generalizacio do nosso
conceito intuitivo de distancia. A distdncia como um conceito intuitivo é algo invari-
ante para nés. Por exemplo, se alguem diz que uma barra de ferro mede um metro,

niguém questionara que qualquer pessoa capaz de medir o comprimento desta barra




nas mesmas condig¢oes térmicas medird exatamente um metro, salvo margens de erros
introduzidas pelas limitagoes técnicas ( aparato utilizado para fazer a medida, para ga-
rantir a estabilidade térmica do experimento etc). Em outras palavras, em nossa visao
intuitiva, o tamanho da barra nao dependerd de fatores cinéticos, como por exemplo
a velocidade do individuo que faz a medida com relagédo a barra. Entretanto, a reali-
dade fisica mostrou-se muito mais complicada, pois de fato o comprimento da barra
dependerd de fatores cinéticos. Como nossa mente, talvez por razoes fisiologicas ou
puramente filoséficas, estd sempre a procura de ”verdades absolutas”, seja na religiao,
no senso comum ou na ciéncia, é natural pensar que estejamos sempre a procura de
”objetos” invariantes frente a mudancas de referencias, observadores etc. Assim, nada
mais natural do que procurarmos por ”objetos”’ matematicos que sejam invariantes
frente a mudanga de observadores.Como uma consequéncia dessa busca, o matematico
Hermann Minkowski descobriu que o intervalo entre dois eventos era um invariante
por mudancas de referencial. Segue-se assim da invarianca da velocidade da luz que se
o intervalo de dois eventos é nulo num sistema de referéncias, ele serd também nulo
em todo outro sistema. Se dois eventos sdo infinitamente vizinhos, seu intervalo ds
se escreve: ds? = 2dt? — dz? — dy? — dz®. Dai surgiu o conceito de espago-tempo.
Entretanto, a distancia entre pontos desse espago ndo é um comprimento no sentido
usual, mas sim uma generalizagio da nossa concepgao intuitiva de comprimento. Na
linguagem matemética, faz-se a generalizagio de vérios conceitos que adquirimos ini-
cialmente com nossa intuicdo, o conceito de superficie, curvatura e distédncia sao sé
alguns exemplos desses.Para entendermos um pouco esse processo de generalizagéo,
vejamos o caso da barra citado anteriormente. Se a barra é descrita em referencial
qualquer com o sistema de coordenadas cartesianas, o elemento de comprimento da

barra pode ser descrito infinitesimalmente pelo teorema de Pitdgoras

ds? = d2* + dy* + dz* (2.1.1)



Assim, para obter o comprimento da barra, basta integrar ds de uma extremidade
da barra a outra.Todavia, a expressao acima ainda nao estd numa forma satisfatéria,
pois, estamos limitados a transcrever a barra por coordenadas cartesianas. Disto surge
a necessidade de generalizar a expressao de ds para qualquer sistema de coordenadas.
E fécil ver que, como diante da transformagdao de coordenada z* — Z*, dz’ se

A .
transforma na forma dz* = g—;;d:f", ds passa a ter a seguinte forma

oz Ox dy Oy 0z 0z
.2 _— 2o dTtdz" SV
ds —35“ :gdidz +3_5m“ 9:5” :; T +_—3x“ iw”df T
_ x Oz y Jy 8 B8 o
= oo Twmoar e T © (21.2)
ds® = g, dz*dz" | (2.1.3)

onde g,, é conhecido como métrica. A expressao acima nos dd ds expresso em um
sistema de coordenadas mais geral pois, a tnica hipétese feita sobre * foi a de ser
possivel escrever x,v,z em termos de T%. Esta hipotese, a priori, ndo impoe nenhuma
restrigao para a nossa nogao intuitiva de distancia, uma vez que, nela, sempre é possivel
encontrar uma transformacao que leve (2.1.1) em (2.1.3) e vice versa. Este fato é uma
consequéncia da aparéncia plana do espago, ja que isto permite o uso do teorema de
Pitdgoras sempre que conviniente. O problema surgiu a partir do momento que des-
cobrimos que ds definido como (2.1.1) nao é um invariante(experimentos provam que
a distancia entre dois pontos do espago fisico ndo é um invariante) e que o espago
nao é plano. Cada um destes dois fatos exigem por si s6, uma versao generalizada do
conceito de distdncia. A primeira ideia que vem em mente quando falamos em gene-
ralizar o conceito de distancia é abstrair este conceito, ou seja, esquecer, mesmo que
temporariamente, o fato deste conceito estar interligado com algo real, e simplesmente
desenvolver um formalismo matemdtico que permita a associa¢ao deste novo conceito
de forma conveniente a qualquer ideia na qual o uso do termo distancia parega razoavel.
A palavra razoavel, aqui, significa nao ferir muito nossa nogao intuitiva de distancia
fisica. De fato, a visao mais geral sobre métrica que se tem hoje pode perfeitamente

ir contra nossa intuigao. Todavia estas métricas estao fadadas a serem apenas objetos



matematicos sem qualquer conexao com algo real, exceto casos onde as caracteristicas
"exoticas” estejam associadas a propriedades fisicas de dificil deteccio. Como exem-
plo de tais métricas exdticas, temos as assimétricas [1]. De qualquer forma, faz-se
necessario definirmos a métrica de forma mais geral. Antes, porém, permita-nos for-
necer uma visao mais clara do significado de g,,. Considere as coordenadas polares
como indicado na figura 2.1a. Existem duas maneiras de obtermos os valores de g,,
no sistema de coordenadas polares z = pcos¢d e y = psing. Uma delas é usar (2.1.2),
j& a outra é analisar como os versores p, 8 associados com as coordenadas p, 0 variam
infinitesimalmente. Como este 1ltimo método nos fornece uma visido do significado
geométrico , faremos uso g,, para obter ds. Para medir o comprimento de uma curva
neste sistema de coordenadas, temos que saber como o comprimento varia segundo
as variagdes de p, a . Como estes versores sao ortogonais, ja sabemos, também, que
podemos calcular a varia¢ao do comprimento devido a varidvel ¢ mantendo p cons-
tante e vice versa, como indicado nas figuras 2.1b e 2.1c. Da figura 2.1b, vemos que
a variagao infinitesimal no comprimento quando variamos ¢ é pd¢. Fazendo o mesmo
para p, chegamos a dp. Do teorema de pitagoras, teremos que a variacdo infinitesimal

no comprimento sera ds? = dp? + (pd$)?. Comparando esta tltima

P
]

Figura 2.1: Para obter as componentes da métrica em coordenadas polares, basta
vaviar ¢ com p constante [figura b], peceber que ds = pd¢, e variar p com ¢ constante
[figura c|, todavia, que neste caso ds = dp.

expressdo com ds® = g,,dp® + geedd, vemos que g, = 1 e gyo = p°. Este

procedimento é mais simples do que usar (2.1.2), pelo menos os versores associa-




dos com as varidveis adotadas s@o ortogonais. Desse exemplo, vemos que a métrica
fornece a informagdo de como os comprimentos variam em cada dire¢ao associada
com varidveis na qual a métrica estd escrita. Se fizéssemos o mesmo para coor-
denadas esféricas, obteriamos a variagdo do comprimento 1 para dr, r para df e
rsinf para d¢, sendo ¢ o dngulo azimutal. A métrica para coordenadas esférica fica,

do? = e*dr? + r2d6? + r’sin*0de?.

2.1.2 Transporte Paralelo

Um fato muito importante durante generalizagiao do espago euclidiano para o rie-
manniano ¢ nao admitir a priori que dois vetores definidos em pontos diferentes possam
ser comparados. Uma ideia fundamental durante o processo de generalizagao de uma
geometria é o de definir todas as propriedades localmente. Para resolver esse problema,
criou-se o conceito de transporte paralelo. Imagine, por exemplo, que nés temos um
campo vetorial A definido no plano (x,y), dois pontos p e g, onde p = g+¢, e queremos
comparar dois vetores deste campo, como indicado na figura 2.2. Para comparar A}
com A, transportamos A} até o ponto p. Como num espago plano e em coodenadas
cartesianas impor que os vetores nao mudem implica que as compponentes nao mu-
dem, entdo,A} transportados paralelamente até p, que denotaremos por zf;(q +¢), é
o préprio A%, ou seja,zg(q+ ¢) = A%. Disto, podemos ver que a defini¢do da derivada

oA*  lim  AMq+¢”) = Ag(g+e)

(

oz e —0 e

) (2.1.4)

é equivalente a
DA lim A*(q+ ¢*) — (A¥(q)

oz e =0 e’

) (2.1.5)

onde, na notagdo que usamos, A¥ = Ak(q) = A¥(g); todavia Eﬁ(q + d) seriam as
componentes do campo vetorial A avaliadas no ponto d e depois transportadas parale-
lamente até g+ . A expressao (2.1.5) deixa bem claro que, em um espago plano e em

coordenadas cartesianas, podemos comparar os vetores em pontos diferentes. Entre-
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| _

Figura 2.2: Analisando o transporte paralelo em coordenadas cartesianas.

Figura 2.4: Fazendo um transporte paralelo de (¢,,p,) para (¢,,p,), vemos
que as componentes de A,(g) transpotadas para p na base d,,0, mudam, pois

AP = /g(A(q), A(g))coso e A} = g(A(q),A(q))ii;’;ﬁ; enquanto que Ay(p) =

9(A(q), A(q))cosa e Eﬁ = v/9(A(q), A(q))“—;’i@-‘ Temos também o determinante que
é g(A(f), A(¢)) = detg,,. Da figura, estd claro que o = o.
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tanto, o conceito de transporte paralelo ndo é tao 6bvio assim. Para exemplificar isto,
considere o caso acima sendo que em coordenadas polares figura 2.3. Da figura 2.4,
vemos que o vetor transportado paralelamente de ¢ para p muda os valores de suas
componentes na base d,,ds. Por esta razdo, precisamos de uma versdo generalizada
do transporte paralelo. Por coviniéncia, definiremos o transporte paralelo a partir
do conceito de derivada covariante. Isto contudo, nao representa nenhuma restricao,
pois, o conceito de transporte paralelo pode sempre ser obtido a partir do de derivada

covariante e vice-versa[2].

2.1.3 Derivada Covariante

Dada uma variedade M,( variedaes sao generalizacoes da concepgdo intuitiva que
temos sobre curvas e superficies) uma curva a(t), o plano tangente T,(;) M e o campo
vetorial V tangente a curva a(t), o vetor definido por % nao necessariamente estd
contido no plano T, M. Como fazemos os cdlcuos no plano tangente a variedade,
precisamos definir um outro tipo de derivada que garante que, uma vez aplicada em
V, o vetor resultante esteja contido em T,,;) M. Esta derivada sera representada pelo
simbolo V. Vamos definir a derivada covariante de forma a ser independente da base
que escolhemos. Para alcangar este objetivo, vamos derivar vetores e ndo componen-
tes. Além disso, a derivada também serd feita com respeito a vetores (na direcao de
vetores) e nao suas componentes. Sendo Assim, é natural representarmmos esta deri-
vada na forma V,V, onde V,W sao campos vetoriais. Nesta defini¢ido, o Vrepresenta
o vetor derivado, enquanto W indica a dire¢ao na qual estda sendo feita a derivagao.
Obviamente, esta defini¢ao ainda é puramente simbdlica, uma vez que nao sabemos o
que significa a derivada de um vetor com relagao a outro. Mais adiante, veremos que
este conceito é similar ao de derivada direcional. Para motivar a defini¢io de V'V,
vamos adotar uma andlise passo a passo das generalizagoes que temos que fazer. Pri-

meiro, considere a derivada usual do vetor V = V#9,. Usando a regra de Leibniz para
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a derivada, teremos

Ve, oV .00,
T~ e etV

(2.1.6)

89 = " .
Embora o termo 3 pareca estranho, ele ndo é. Na verdade, ele estd bem definido.

Podemos dar como exemplo a derivada do vetor 9, em coordenadas polares com relacao

a ¢. Sabemos que 9, = cos¢d, + singd,. Portanto, E:,Z = —8ing0d, + cospdy = p0y.

; : 89,
Este célculo sugere algo simples: podemos expressar 7t em termos dos vetores d,. De
fato, como 0, constitui uma base, podemos realmente expandir g—zfs em termos desta

base, ou seja,

a0
5;% = Fiua,\ 3 (217)

A

onde os coeficientes da expansao, I';,

sao conhecidos como conexdo afim. Com isto,

a expansao (2.1.6) fica
ovro, ovH
drv  Ox¥

8, + VET2,05. (2.1.8)

2.1.4 Tensor de Riemann, Ricci e escalar de curvatura

Nesta secdo, vamos definir objetos que sdo fundamentais para a caracterizacao de
uma variedade. Destes, se destaca o tensor de Riemann. Ele mede a curvatura do
espaco. Por esta razdo ele também é conhecido como tensor de curvatura. O conceito
de curvatura é sem diivida alguma um dos mais importantes tanto para a matematica
quanto para a fisica. Por essa razao, comegaremos apresentando uma visao intuitiva do
que seja uma curvatura para, entao, definirmos o tensor de Riemann. Os outros objetos

que defiremos aqui serdo apenas uma consequencia natural do tensor de Riemann.

Curvatura

Antes de introduzirmos o tensor de Riemann, permita-nos apresentar uma visao
intuitiva do que seja curvatura. Todos sabemos ou temos alguma ideia do que seja
uma superficie curva. Todavia, nunca nos perguntamos o que realmente caracteriza

estas superficies de maneira formal. A resposta para esta pergunta talvez nao seja tao

| URCG/BIBLIOTES
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simples quanto possa parecer. O conceito de curvatura para curvas é simples. Qual-
quer pessoa leiga ou nao, é capaz de distinguir uma curva de curvatura nula de outra
cuja curvatura ndo se anula ou, até mesmo, saber se uma curva é mais curva que outra.
Entretanto, no caso de superficies, a ideia de curvatura ja nao é tao simples assim. Por
exemplo, um leigo nao seria capaz, em principio, de dizer se um cinlidro tem ou néao
curvatura. E obvio que neste caso teriamos que especificar de que tipo de curvatura
estamos falando, uma vez que uma superficie é composta por vdrias curvas e, portanto,
podemos definir mais de um tipo de curvatura por meio das curvaturas das curvas.
Ingenuamente, poderiamos dizer que o cilindro tem curvatura, pois, hé véarias dire¢des
nas quais a curvatura das curvas geodésicas nao sao nulas, em especial, o circulo da
secao transversal do cilindro (geodésica com maior curvatura no cilindro). Porém, as
geodésicas ao longo do comprimento do cilindro tem curvatura nula. Um conceito
eficaz de curvatura de uma superficie (capaz de distinguir propriedades fundamentais
das superficies) foi desenvolvido por Gauss e, posteriormente, generalizado para uma
variedade de dimensao qualquer por Riemann. (dai o nome geometria riemanniana).

Abaixo segue uma descrigao qualitativa da curvatura gaussiana. A curvatura de gauss

M

Figura 2.5: Na abordagem de Gauss, a superficie é caracterizada pelas curvaturas

kmazima © Kminima- Nesta abordagem, uas-se 0 produto Kkmazimakminima € @ soma

kmazima+kminima
: :

é obtida a partir do produto das curvaturas maximas e minimas, também conhecidas
por curvaturas principais. Mas o que significa curvaturas méximas e minimas? O

conceito é simples, dado um ponto p em uma variedade M, existem vérias geodésicas
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que passam por este ponto e que tem tangentes com diregoes diferentes, como indicado
na figura (2.6). De todas estas curvas, existe uma que possui a maior curvatura na-
quele ponto e outra que possui a menor. As tangentes destas curvas, dd-se o nome de
diregoes principais (daf o nome curvaturas principais). O que Gauss fez foi perceber
que o produto e a soma das curvaturas destas duas curvas permitia a caracterizagao
das superficies de forma a distingui-las por propriedades fundamentais. Uma pro-
priedade muito importante sobre superficies com curvatura gaussiana nao nula, é o
transporte paralelo de um vetor ao longo de um caminho geodésico fechado néao levar
o vetor nele mesmo, mas sim o rotacionar. A partir desta propriedade, generaliza-se o
conceito de curvatura de uma bisuperficie para uma variedade de dimensao qualquer.
Em outras palavras, a curvatura serd a medida de quanto um vetor transportado para-
lelamente rotaciona. Considerando uma esfera, o vetor é transportado paralelamente
ao longo das geodésicas. O adngulo do vetor transportado com relagdo a tangente das
curvas é diferente para cada geodésica. O vetor muda sua dire¢cao quando transpor-
tado paralelamente. Esta propriedade distingui a esfera de vérias outras superficie tais
como plano, cilindro etc. Obteremos agora, o tensor de curvatura a partir da variacao
das componentes de um vetor V transportado paralelamente. Note que, quando nos
refirimos a variacao, queremos dizer a diferenca entre V# e v ( transportado paralela-
mente). Podemos construir um campo vetorial ao longo de uma curva a partir de um
vetor definido em um certo ponto da curva transportando-o paralelamente deste ponto
aos outros. Chamaremos esse campo de campo paralelo. Imagine, agora, que tenha-
mos um campo vetorial V e que o valor de suas componetes no ponto A é denotado por
VY. Se denoteremos as componentes do vetor V} transportado paralelamente até um
certo ponto B por V ", entdo V, Ig igual ao valor das compenentes do campo paralelo
construido a partir do transporte paralelo de V¥ avaliado em B, ou seja, V h= V(B),
onde V" sdo as componentes do campo paralelo. Em outras palavras, V" no ponto

C coincide com V} transportado paralelamente a C, V" no ponto D conicide com V¥
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transportado paralelamente até D etc. Esclarecido este fato, considere agora o ponto
A como sendo identificado pelas coodenadas z* e ponto B por =% + dz®, onde dz® é
é um deslocamento infinitesimal. Desta forma, V} pode ser denotado por V¥(z®) ou,
equivalentemente V" (z%) (o campo paralelo no ponto A coincide com o vetor que o
originou). Por sua vez, as componentes do vetor V4 transportadas paralelamente até
B ficam V2! = V*(B) = V'(2* + dz*). Da defini¢io de campo paralelo 2.3.1, temos

que V' (z*) satisfaz
U*(2*)d, V" (2) + T, () V" (2*) U (2*) = 0 (2.1.9)

Como U ¢é arbritério, podemos escolher suas componentes como sendo infinitesimais

Uv = dx". Neste caso, a expressdo acima fica
dz*8,V" (z%) + T2, (z%)V" (2*)dz” = 0 (2.1.10)

Como dz é um infinitésimo, podemos expandir as componentes do campo paralelo
em torno de z2, ou seja, V*(z® + dz®) ~ V*(2®) + dz®8,V* ou, equivalentemente,
dz®8, V" ~ V' (2%+dz*)—V*(2%). Portanto, a expressdo (2,30) fica V" (z%) = V#(z2).

VA 4 da®) — VA(a®) = —T},(a*)V*(2%)dz”, 6V* = —T} (z*)V"dz", onde §V*
é a diferenga infinitesimal entre o vetor transportado paralelamente e o préprio vetor.
Para obtermos a diferenca entre o vetor transportado paralelamente dentro de um
circuito fechado, que denotaremos por AV?, integramos a expressiao acima sobre este
circuito

AV? = — jf ), (z*)V" (z*)dz". (2.1.11)

Usando o teorema de Stokes, a integral acima pode ser convertida em uma integral

sobre a drea interna ao circuito AA*?. Desta forma, temos

1 arA (z*)V*(z®)  ar} (z*)V"(2%)
AN o eE By v Y Bu
AV? = 2fdA ( 5P e )
1 _,or>  _ or) ov*t ov*
I .1: a7 el 4 G ¢ il -/ YA o W A
= 2dA (V 5oF 1% pye +F”“6:rﬁ Fﬁ"az") (2.1.12)
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Usando o fato de que 8,V = -T},V", veja (2.29), teremos AV* = —1dA%(V* a&? -
—u 6T} = o 5

Vi — eV + I’gpPﬁaVa) Evidenciando V" na expressio acima, podemos re-
escrevé-lo na forma

AV = —%dAﬁ"V“R" (2.1.13)

uBvv
, onde usamos o fato ébvio de V*(z*) = V#(2*), e definimos

ar),  ari
Rl = 22 — —BL 2 19, + 3.8, (2.1.14)

Ba™ vu

. Entao chegamos ao tensor de curvatur de Riemann

2.1.5 Tensor de Ricci

Defini-se o tensor de Ricci pela contracao do primeiro com o segundo indice,
R, = R),,. No caso da geometria riemanniana, também pode-se definir o tensor
de Ricci a partir da contracao do segundo com o tiltimo indice, pois, neste caso, ambas
as definigoes sao equivalentes. A razao do porqué o tensor de Ricci é definido pela
contragao destes indices ficard clara mais adiante, quando falarmos das propriedades
do tensor de Riemann na geometria riemanniana. Por sua vez, o escalar de curvatura
¢ definido como R = Rf. O leitor deve estar atento ao fato de que na literatura hd

uma variacao de sinal na definicdo tanto do tensor de Riemann quanto no de Ricci.

2.2 Mecanica Quantica em Superficies Curvas

2.2.1 Equacgao de Dirac

No inicio do século XX sugiram duas teorias que revolucionaram a nossa manei-
rade ver o mundo, a relatividade especial e a mecanica quéantica. Elas foram muito
bem sucedidas na explicacdao de vérios fenomenos fisicos: o espectro de energia dos
atomos, a dilatacdo do tempo etc. Entretanto, estas duas teorias foram inicialmente
fundamentadas em perspectivas totalmente distintas. enquanto a relatividade espe-

cial foi construida em uma perspectiva geométrica que partia do postulado de que a
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energia e 0 momento deveriam ser substituidos por operadores com o intuito de obter
uma equagao de onda para descrever o movimento de uma particula. Surgiu, entao, a
necessidade de unir estas duas teorias em uma s6(Apénice A).

Considerando a Teoria intriseca de Dirac de segunda ordem em superficie, temos a
equacgao de Dirac no espago tempo curvo dimensional. Devido a estrutura espinorial,
a equagao de Dirac é mais facilmente formulada relativa a um campo de Vier-Bein. A

equagio maciga relativa a um dado campo Vier-bein é dada por [3];

(v“(hO, — Ty + mc))¥ = 0. (2.2.15)
Onde 9, — ', = D, é derivada covariande
Assim, temos,
(hy" D, +me)¥ = 0. (2.2.16)
Onde: ¥ é o campo espinor de Dirac; m é massa da particula em repouso; v” é a
matriz de Dirac
O campo de Dirac é normalizado com respeito a medida interacao. Noés estamos
interessados na forma da segunda ordem da equagao de Dirac para fazer a comparagao

direta com a Teoria de Schriodinger na Superficie S. Deduzimos a forma da segunda

ordem da equacao de Dirac pelo quadrado da equagao de Dirac de primeira ordem.

(k" Dy — mc)(hy” D, + me)¥ = 0 = (A2y*y* DD, — m*c*)¥ = 0 (2.2.17)

Utilizando a identidade algébrica

1 1 v VK
{,yn,,ylf} _— _(»Y"fy + Yy ) (2218)
1 1 KV vV_K

e somando estas duas equagoes temos

1 v 1 v V. K K.V K K.V
ST IAD) = 505+ A =) =y (2.2.20)



18
Logo;
K 1 K v K v
TT =50 D (2.2.21)
Utilizando a algebra fundamental de Clifford {y,7y*} = 21"*, podemos escrever a
equacao de segunda ordem de Dirac como:
1|
(K2 (™ + 5[f;f",ny"])D"JD" —m2)¥ =0 (2.2.22)

Note que se nao é possivel extrair o termo correspondente para com a parte antis-
simétrica acima em uma teoria escalar puramente bosonica como a Teoria de Schrodin-

ger. A parte antissimétrica pode ser escrita como:

-;—[DK, D)= %(DEDI, - D,D,) (2.2.23)
Utilizando a propriedade de comutagao D,D., = —D.D,, temos
5Ds D] = DD, (2.2.24)
Assim,
1 N v 1 { o
5077 1DsDy = 277 ][Dw, D] (2.2.25)

O comutador entre a componente de ligagéo é por defini¢do proporcional a componente

de curvatura de Riemann R, ), na Superficie S.
[Dis DV, = DD,V — DDV, (2.2.26)

Utilizando a definigao da derivada covariante, temos,

DoV, = %z—jj -V (2.2.27)
V,
DV, = gz—‘; -V (2.2.28)

Aplicando novamente a derivada covariante encontramos os dois termos expressos

no comutador

o 0V,

( oV,
Oxr v

oz

v,

D.D,V, = 326°

- F:J\'uv:\) =T (

VK

— T3 Va) = T ( -T3, V) (2:2.29)
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a v, oV, av,
D s — e B TA _TA (29 1A _ro (ZVr A
vD VI—‘ Az ( ik F,u.-cV)\) Fav( Bk ramV)\) Fnu( 9o Fmv,\) (2230)
%V, ar), vy V. av,
DK. v = E_ " — T2 g A2 _T@ M o A 9.
DV, = g - —H2 D) 2 IO, — To 2 + T2, T8, V3 (2231)
OV BFQKVA x Vo A A o WV o A
D.DVu= 5o =5 ~Tovg tTaloVa - T g0 T Tl Vi (22.32)

Resolvendo a subtragao da equagao destas duas ultimas equagcoes, como cada uma
da expressdes tem seis termos em seu lado direito, temos que o primeiro termo das
expressoes comutam. Entao cancelam-se. O mesmo ocorre com a quarto e o quinto
termo, supomos uma métrica na qual I'], = I')_. Calculando a derivada do segundo

termo repectivamente,obtemos:

) or: v, v,
g Tk = = 24k = (2.2.33)
. de Vo . 8V
AP ==+ Bl (2.2.34)

Fizemos a troca (u por o)no segundo termo destas, possivel pelo fato do indice estar

contraido, o que possibilita sua anulagao com o terceiro termo das eqs anteriores.

Obtemos;
arf;,,v)\ 5 BFQEV,\ o ok
[Die, D)V, = — Bon c o et gl T B > | e (2.2.35)
Arrumando a equacgéo, chegamos a
or2 or’
[Dm DU]V# = (_' a;:’ _aﬁ + anrﬁa - F:urﬁ.m)v)i (2236)
Sabemos que V), = n**V,,. Assim,
arL. o . "
[D.m DV]V.U = (_ aﬂ:g + 3-'1::} + FVEI‘?LO' - qur;},m)nA‘uVH (2237)
ary, arx - ”
[Dg, D) = (= 8;1:‘ a;v +Ig. I, — T, D™ (2.2.38)

e podemos finalmente definir o tensor de curvatura de Riemann

A 311)«
R = _ O 1o I, —To, T (2.2.39)

[ oz~ oxv st
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Substituindo (2.1.39) em (2.1.38) temos,

(B L] = B o™ (2.2.40)

Este tensor é o tinico que pode ser construido a partir do tensor métrico e de
suas derivadas primeiras e segundas. Ele mede a ndao comutatividade da derivada
covariante. Pode-se demonstrar que a nulidade do tensor de Riemann implica na
nulidade do comutador de qualquer tensor. Em relagédo a interpretacao fisica do tensor
de Riemann, podemos notar que, durante o transporte paralelo de um vetor, suas
componentes ao longo de uma geodésica (o caminho de menor agao) tém que ser as
mesmas em todos os pontos da trajetéria (angulo entre o vetor e a tangente & geodésica
mantén-se inalterado) para o caso de um espago-tempo plano. J4 no caso geral que
envolva um espago-tempo curvo, a variagao A A, sofrida po um vetor A, transportado
paralelamente ao redor de um contorno fechado infinitesimal envolvido pela darea A f¥©
é dada por:

AA, = Lpa Az (2.2.41)

= ot
E possivel abaixar o indice contravariante do tensor de curvatura de definir o tensor
de Riemann covariante:
R =0 B (2.2.42)
Assim ficamos
[Dx, D) = g™ Raua™ s (2.2.43)
, onde: g™ = [y} ], ™ = ;{7 v*} e (¥} = —h%yl e utilizando a proprie-
dade do tensor de Riemann covariante R),., = — Ry, Entao temos que, o comutador
entre as componentes de conecgao é por defini¢cao proporcional as coponentes de Cur-

vatura Riemanniana R,., em S
1
[Dn:; Du] = 'éRnuA,u.[’YA, 'T‘u] (2244)

Relativo ao local o operador de cinético D? = **D, D, decomponhe-se em uma com-

ponente tangencial da superficie Dﬁ ,uma componente normal D? e a componete do
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tempo D}. Desde que

1 K v 1 V. K
5[7 2 ]Rmv)m['yl\ﬁ/'u] = ERNUA,U.'Y Y 'YA'Y'U (2245)
o quadrado da equagao de Dirac pode ser escrita como

1
(=Df + Djf + D2 + 2 Ruasy7*7**)¥ = 0 (2.2.46)

Esta expressao é nosso ponto de partida para comparar a diferenca entr os dois modelos

abordados para construir uma teoria efetiva na superficie.

2.2.2 Reducao Dimensional

vAntes de proseguir vamos iniciar abordando umaoutra teoria para superficies cur-
vas, fazendo uma redugao dimensional[4].0 campo normal com a superficie é sempre
paralela a tangente do vetor campo de uma das coudenaudaus;.Dl2 atingirar nesta direcao.
Se adimitirmos que a equagao dinamica em questao é separavel em partes dependendo
da coordenada na superficie e da coordenada perpendicular respectivamente, deduz-se
uma teoria que existe unicamente na superficie. Isso foi a grande intui¢ao em [4] que
o problema corresponde na teoria de Schrodinger exibird um potencial escalar que
depende da curvatura gaussiana e curvatura média ( K e M , repectivamente) da

superficie (restabelecendo h)
. h? o

Vs = —%(M -K)= —%(kl — ks) (2.2.47)
k1 e k2 sdo as duas principais curvaturas e M = (k1 +k2), K = k1k2. Note que este, ou
um potencial semelhante,ndao emergira na teoria de Schrodinger definida unicamente
na superficie. Vs é claramente nao positivo em qualquer superficie. Como fazer essa
mudanga se considerarmos a equagao de Dirac de segunda ordem correspondente? Pois
nds estamos considerando a teoria que existente no espa¢o com a curvatura intrinseca
desaparecendo segue-se que a equagao (2.2.46) reduz-se a teoria de Schrodinger por

trivialidade se modificarmos quaisquer interagoes spin-6rbita resultantes da presenga
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da posigao dependente da conexio spin.Isso segue que a teoria da superficie de Dirac
contera um potencial escalar Vs. Esta conclusdo dura se seguirmos intrinsicamente
a abordagem dimensional(2+1)? Na abordagem intrisicamente em (2+1) dimensdes
¢ formulado em um espago tri-dimensional de Minkowski com a equacio dinimica
igual o modelo tri-dimensional da equagdo de Dirac. Escolhemos a representagio
4X4 da matriz y* porque a alternativa 2X2, que é disponivel em (2+1) quebra a
invariancia da paridade[5]. A fim de adaptar esta formulagdo para o espaco curvo
nos adotamos simplesmente a teoria covariante no modo usual. Entdo, a formulacgao
de segunda ordem é novamente a equagdo (2.2.46) mas sem o termo D?. A teoria
resultante serd valida em baixas energias. E bem sabido que o campo de gauge U(1)
que junta-se ao espinor de Dirac é induzido na superficie curva devido a curvatura
intrinseca (see [6] e.g.). Nao alteramos esse campo em seguida, no entanto nao podemos
descartar a contribui¢do do tensor de curvatura intrinseca que pudemos abordar a
redugao dimensional. Trabalhando em 2 + 1 dimensoes e tendo as simetrias do tensor

de curvatura em conta, decorre de algumas manipulagoes algébricas que
Rum\ﬂ"’}’”’}(*’?"‘ = -2R (2248)

,onde R é o escalar de curvatura de Ricci na superficie estdtica. Em superficies bidi-
mensionais o escalar de Ricci é igual a duas vezes a curvatura Gaussiana extrinseca,
R = 2K . Esta contribuigdo de Ricci adicionara um potencial efetivo geometricamente
induzido. No trabalho seminal[4], estruturas estdticas lineares também foram conside-
radas dentro das limitacoes da teoria de Schrodinger. Um potencial efetivo é induzido
devido & geometria também neste caso. Como é essa figura alterada quando se consi-
dera os Férmions? Claramente, a teoria extrinsecamente definida reproduzird a teoria
de Schrodinger com o caso das superficies. Considerando a teoria intrinsecamente de-
finida, a formulagao de segunda ordem na equagao (2.2.46) é novamente vélida. No
entanto, o novo tensor de curvatura de Riemann é trivialmente nulo quando conside-

ramos as curvaturas estdticas linear. Entdo, a geometria serd independente do tempo.
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Este modo que definiu férmions intrinsicamente nas estéticas das estruturas lineares,
' néao provara o potencial geométrico induzido. No entanto, note que se a estrutura exibe
uma geometria dependente do tempo isso ndo é constante por muito tempo. Isso é
facilmente percebido ja no nivel algébrico, a partir do lado direito da equagao (2.2.48)

que é diferente de zero com a mudaca total do sinal.
Rooni? 77" = 2R (2:2.49)

Esta inversao de sinal é induzida pela algebra de Clifford.Mas nao iremos abordar esta

mudanca de sinal no momento.

2.2.3 Limite de Baixa Energia

Vamos fazer uma comparacio direta com a teoria de Schrodinger pelo limite de
baixa energia da teoria de Dirac massiva. Nés também abadonamos todos os termos

de conexao-spin. Sem estes termos, a equacao de Dirac reduz-se a

62 2 1 2

Onde v é um estado-spin e V| é a derivada covariante usual atuando na fungao escalar.

Assumimos autoestados de energia, denotamos a energia total da particula por E. Apés

uma expansdo de L (reestabelecendo h), a equagdo (2.2.50) torna-se

h2

2m

ﬁz

2m

Eap=(E—-m)y = ( Vi+ —K)y (2.2.51)

Esta é a equagéo de Schrodinger correspondente & equagao de segunda ordem de Dirac
e E. é a energia nao relativistica. Surgiu um potencial efetivo Vp dado por

2
L g

Vb = 2m

(2.2.52)

Devido & variacao de K este potencial pode ser negativo ou positivo que o torna

diferente do potencial V.
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2.3 Algumas Propriedades Geométricas de Supreficies

na Representacao de Monge

Neste trabalho investigamos particulas em superficies curvas. Consideramos estas

superficies dadas geralmente pelo mapa,

X = (z,y,h(z,9), (2.3.53)

onde z,y € Re e h(x,y) é a fungdo altura. Queremos analisar o potencial geométrico
(2.3.47) acima. A fim de atingir este objetivo, devemos calcular a curvatura média e
a curvatura Gaussiana da superficie dada por (2.4.53) [9]. Assim, comegamos pelos
coeficientes da primeira forma fundamental, que é, a métrica induzida de (2.4.43), bem
como os coeficientes da sequnda forma fundamental. Os coeficientes da primeira forma

fundamental sao dados por

_0X0X

_ = T 2
E=g: = 0z Oz (1+hz),
0X X
F= Goy = Gyz = _8—;_55 = hmhy:
0X 0.X

onde h, = d;h e hy = d,h. Deste modo, a métrica iduzida é dada por
ds® = (1 + h2)da? + 2hghydzdy + (1 + h)dy? (2.3.55)

O vetor unitario normal da superficie (2.4.49) é dado por

X, xX, _ (=hg,—hy, 1)

= = : 2.3.56
= KXy VIt + R ( )
Entao, os coeficientes da segunda forma fundamental sao
X " s
e == J = )
dz? VI+R+R
f== g% 15 == hay
T Ozdy T RZERE
92
e == 0 x.n = iy (2.3.57)

dy? VI+R+R
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onde hyy = 82 h,her = B2, h € hyy, = 82, h. A curvatura média ¢ dada por

M eG —2fG + gE
2(EG — F?
1(1+ h2)hyy — 2hehyhyy + (14 h2)hey
_ U oy — 3( ) (2.3.58)
2 (14 h2 + h2)3
e a curvatura Gaussiana é
_ 2 By Py — h2
O L (2.3.59)

T EG-F?  (1+h2+R2)
Com estes resultados, o potencial geométrico(2.3.47) induzido pelo mapa(2.4.55) pode
ser investigado. Nds nao vamos resolver a equagao de Schrodinger para uma particula

restrita a estas superficies. N6s abordaremos a implicagoes fisicas de Vs e Vp, compa-

rando as duas teorias abordadas aqui.
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Capitulo 3

Potenciais Quanticos Induzidos por

Curvatura em Algumas Superficies

3.1 Superficie Paraboloide Hiperbélico h = c(z?—y?)

Figura 3.1: Paraboloide hiperbélico h = ¢(2? — y?) superficie a ser analisada através
da curvatura gaussiana, curvatura média e o potencial geométrico.

A figura 3.1 mostra a superficie paraboloide a ser analisada. Para chegarmos as

figuras (3.2,3.3 e 3.4) realizamos os calculos através da equagoes,

_eg—f* _ hahy —hg,
K=fe-p~ (1+ A2 + h2)? 311
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_ L+ hD)hyy — 2hahyhey + (1 + b)) hay

M
2 (1+ h2+h2)3

(3.1.2)

B,
Vs = —5—(M* - K) (3.1.3)

que sao as equagoes para calcular , a curvatura gaussiana, a curvatura média, e o
potencial geométrico respectivamente. Assim encontramos,

Curvatura Gaussiana

4
K= — sl
(1+ 4x? + 4y2)? il
Curvatura Média
1 —8a% 4 8y
Lo = i ... i (3.1.5)
2(1 4422 + 42)2
Potencial Geométrico
1 —8z%+8y? 2
V= XL (3.1.6)

T8(1+422 + 4y2)3 (1 + 422 + 4y2)?

Na figuras (3.2;3.3;3.4) mostramos como se comporta a curvatura gaussiana, a
curvatura média e o potencial geométrico respectivamente de uma superficie parabo-
loide hiperbélica. Conforme a figura (3.2) podemos observar que ela possui um pogo
negativo. Nesta regiao de deformacéo ocorre um estreitamento muito agudo, e conse-
quentemente ocorre uma queda da energia potencial que também é negativa. Assim
podemos notar que a regido atrativa coincide com a regido da curvatura gaussiana
negativa que é o potencial Vp, ou seja o potencial de Dirac. Essa curvatura ocorre
no intervalo de -2 a 2 aproximadamente nas dire¢oes x e y para demais variagoes ela
permance constante com o valor igual a 0.

Para ajudar na visualzagdo fizemos a projecao destes graficos no plano xy. De
acordo com a figura (3.4) mostramos que o potencial gemétrico é semelhante a cuvatura
gaussiana que pode ser melhor visualizada através da figuras (3.5 e 3.7), como estados

ligados ocorrem apenas para certas energias negativas, F/ < 0. Neste caso existe um
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Figura 3.2: Curvatura gaussiana em

uma superficie paraboloide de funcao Figura 3.3: Curvatura média em uma
h = c(z® — y?).Este é o potencial superficie paraboloide de funcio h =
geométrico Vp c(z? — v*).

Figura 3.4: Potencial quéntico

geométrico em uma superficie para-

boide de fungao h = c¢(z* — y?).

espectro discreto de niveis ou estados de energia, entao temos que, conforme mostra
esta figura, a regiao onde as energias sao negativas o movimento é ligado o qual temos
uma maior probabilidade de encontrar particulas. Assim, podemos observar que &
medida que a energia total negativa diminui, também diminui a area, determinada
pelos pontos de retorno, da regido onde as particulas pode se mover. Isto provoca um
aumento da quantidade de movimento e, por conseguinte, aumenta a energia cinética.

Este processo ocorre até que as particulas atinjam um estado estavel, provocando assim
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Figura 3.5: Proje¢do mostrando a curva- Figura 3.6: Projecdo mostrando a curva-
tura gaussiana para a superficie parabo- tura média para a superficie paraboloide
loide hiperbélica de fun¢do h = ¢(z? —3?)  hiperbdlica de funcio h = c(z? — 3

Figura 3.7: Projegao mostrando o potencial

geométrico para a superficie paraboloide hi-

perbélica de fungdo h = c(z* — y?)

se confinamento de particulas, onde este ponto escuro apresentado na figura (3.7) é a
projecio do potencial que é chamado de ponto quantico ou pogo quantico. Podemos

observar também que este ponto é o unico local que existe a curvatura gaussiana e

potencial geométrico significativos, nos demais pontos a maioria é nulo. Entdo, para
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os valores acima de 0 nao exitem a curvatura gaussiana nem o potencial geométrico,
mas conforme podemos observar na figura (3.3) existe uma pequena probabilidade de
encontrarmos particulas dispersas em dois pontos, conforme podemos melhor visualizar
na figura (3.6)que chamamos de estados nio-ligados. Para E > 0, h4 um espectro
continuo de niveis de estados ou energia. A razdo disto é que, quando E > 0,
0 movimento estd limitado apenas a um ponto, de modo que sé é necessaria uma
condic@o de fronteira. Desta forma o estado nao ligado parece com a particula livre,
mas o comprimento de onda néo é constante porque a quantidade de movimento da
particula depende da distancia a 0. Podemos notar que, apesar das duas teorias
fornecerem resutados quantitativos diferentes e qualitativos, temos a mesma coisa, um
pogo quantico estreito induzido pela geometria do parabolide hiperbédlico. Mais ainda,
percebemos que a fisica do problema é determinada pela curvatura gaussiana nos dois

modelos.

3.2 Superficie h = c(sin(2z) sin(2y))

Figura 3.8: Superficie de fungao h = ¢(sin(2z)sin(2y)) a ser analisada através das
curvaturas gaussiana e média e o potencial geométrico.

A figura 3.8 mostra uma superficie a ser analisada. Para chegarmos as figuras

(3.9,3.10 e 3.11) realizamos os calculos através da equagoes
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__ eg— f? _ haahyy — hﬁy
s EG-F?  (1+h2+h2)> P

M 1(1+ h3)hyy — 2hahyhe, -|; (1+ h2)he,
2 (1+ h2+ h2)2

(3.2.8)

oo,
Vs = —5—(M* - K) (3.2.9)

que sao as equagoes para calcular , a curvatura gaussiana, a curvatura média, e o
potencial geométrico respectivamente. Assim encontramos,

Curvatura Gaussiana

_ 16sin(2z)?)sin(2y)* — 16cos(2z)?cos(2y)? 3.2.10
T (1 4+ 4cos(2z)%sin(2y)? + 4sin(2z)%cos(2y)?)? A2.10)

Curvatura Média

1, (=dil4 4cos(2x)*sin(2y)?sin(2z) sin(2y)

21 + 4cos(2z)2sin(2y)? + 4sin(2z)2cos(2y)?)2
32(((cos(2z)sin(2y))sin(2zx)cos(2y)))(cos(2x)cos(2y)))
1 + 4cos(2x)?sin(2y)? + 4sin(2z)2cos(2y)?)?

4((1 + 4sin(2x)%cos(2y)?)(sin(2z)sin(2y)))
1 + 4cos(2z)2sin(2y)? + 4sin(2z)2cos(2y)?)?

M =

(3.2.11)

Potencial Geométrico

1, (—4(1 + 4cos(2z)?*sin(2y)*sin(2z)sin(2y)

21 + dcos(2z)2sin(2y)? + 4sin(2z)2cos(2y)?)?
32(((cos(2x)sin(2y))sin(2zx)cos(2y)))(cos(2x)cos(2y)))
1 + 4cos(2z)?sin(2y)? + 4sin(2z)2cos(2y)?)?

4((1 + 4sin(2z)%cos(2y)?)(sin(2z) sin(2y)))

1 + 4cos(27)2sin(2y)? + 4sin(27)2cos(2y)?)2

1 16sin(2z)?)sin(2y)? — 16cos(2z)cos(2y)?
2 (1 + 4cos(2z)2sin(2y)? + 4sin(2z)%cos(2y)?)?

V =

-

(3.2.12)

Na figuras (3.9;3.10;3.11) mostramos como se comprota a curvatura gaussiana, a
curvatura média e o potencial geométrico respectivamente de uma superficie. Con-

forme a figura (3.9) podemos observar que ela possui vérios pogos negativos. Nestas

| URCG/BIBLIOTRCA/BC |
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Figura 3.9: curvatura gaussiana Figura 3.10: Curvatura média em
em uma superficie de fungao h = uma superficie de funcio h =
c(sin(2zx)sin(2y)). c(sin(2z)sin(2y)).

Figura 3.11: Potencial quantico
geométrico em uma superficie de
funcao h = ¢(sin(2z)sin(2y)).
regioes de deformagao ocorrem um estreitamento muito agudo, e consequentemente
ocorre uma queda da energia potencial que também é negativa. Assim podemos notar
que a regiao atrativa coincide com a regido da curvatura gaussiana negativa que é
o potencial Vp, ou seja o potencial de Dirac. Essa curvatura ocorre no intervalo de
1,5u de distdncia uma da outra aproximadamente nas diregoes x e y entre estes pogos
exitem quatro que sao mais profundos.

Para ajudar na visualizagao fizemos a projecao destes graficos no plano xy. De

acordo com a figura (3.11) mostramos que o potencial gemétrico é semelhante a cu-
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Figura 3.12: Proje¢ao mos- Figura 3.13: Projecao mos-
trando a curvatura gaussiana trando a  curvatura média
para a superficie de funcgéo para a superficie de funcdo
h = c(sin(2zx)sin(2y)) h = e(sin(2x)sin(2y))

N
i i

Figura 3.14: Projecao mos-
trando o potencial geométrico
para a superficie de funcao

h = c(sin(2x)sin(2y))

vatura gaussiana que pode ser melhor visualizada através da figuras (3.12 e 3.14),
como estados ligados ocorrem apenas para certas energias negativas, F/ < (. Neste
caso existe um espectro discreto de niveis ou estados de energia, entao temos que,
conforme mostra esta figura, a regiao onde as energias sao negativas o movimento é
ligado o qual temos uma maior probabilidade de encontrar particulas. Assim, pode-
mos observar que a medida que a energia total negativa diminui, também diminui a

area, determinada pelos pontos de retorno, da regiao onde as particulas pode se mover.
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Isto provoca um aumento da quantidade de movimento e, por conseguinte, aumenta a
energia cinética. Este processo ocorre até que as particulas atinjam um estado estdvel,
provocando assim se confinamento de particulas, onde os pontos escuros apresentados
na figura (3.14) é a proje¢ao do pontencial que sdo chamados de pontos quanticso
ou pogo quanticos. Podemos observar também que apesar de existirem virios pogos,
quatro sao mais profundo que sdo facilmente identificados por serem mais escuros.
Para os valores acima de 0 exitem a curvatura gaussiana e curvatura média conforme
podemos observar nas figura (3.9 e 3.10) existe uma pequena probabilidade de encon-
trarmos particulas dispersas em pontos claros, conforme podemos melhor visualizar
na figura (3.12 e 3.13)que chamamos de estados nao-ligados. Para E > 0, hd um
espectro continuo de niveis de estados ou energia. A razao disto é que, quando
E > 0, o movimento estd limitado apenas a um ponto, de modo que s6 é necessaria
uma condicao de fronteira. Desta forma o estado nao ligado parece com a particula
livre, mas o comprimento de onda néo é constante porque a quantidade de movimento
da particula depende da distdncia a 0. Podemos notar que, neste caso a curvatura
gaussiana induz os resultados fisicos nas duas teorias, mas a curvatura média agora
parece ter um efeito significativo. Mudando os pardmetros da equagao desta superficie

ficamos com a equacao que sera apresentada na subsegao seguinte

3.2.1 Superficie h = c(sin(z)sin(y))

A figura 3.15 mostra a superficie a ser analisada.Para chegarmos as figuras (3.16,3.17
e 3.18) realizamos os calculos através da equagdes (3.2.7, 3.2.8 e 3.2.) que sdo as
equacoes para calcular o potencial geométrico, a curvatura média e a curvatura gaus-
siana. Assim encontramos,

Curvatura Gaussiana

- sin(z)?)sin(y)? — cos(x)?cos(y)?
K= - (1 + cos(z)2sin(y)? + sin(z)2cos(y)?)? (3.2.13)
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Figura 3.15: Superficie de fungao h = e(sin(z)sin(y)).

Curvatura Média

M o= 1((—-(1 + cos(z)?sin(y)?sin(z)sin(y) — 2(((cos(z)sin(y))sin(z)cos(y)))(cos(z)cos(y)))
2 1 + cos(z)2sin(y)? + sin(z)2cos(y)?)?

((1 + sin(x)?cos(y)?)(sin(z)sin(y)))

1 + cos(z)2sin(y)? + sin(z)2cos(y)?)?

(3.2.14)

Potencial Geométrico

vV = 1((~—(1 + cos(x)*sin(y)?sin(z)sin(y) — 2(((cos(z)sin(y))sin(z)cos(y)))(cos(z)cos(y)))
2 1 + cos(x)?sin(y)? + sin(zx)2cos(y)?)?
_ (( + sin(z)*cos(y)*)(sin(z) sin(y))) )
1 + cos(z)?sin(y)? + sin(x)?cos(y)?)?
1 sin(z)?)sin(y)? — cos(z)%cos(y)?
2 (1 + cos(z)?sin(y)? + sin(z)%cos(y)?)?

_|,_

(3.2.15)

Na figuras (3.16;3.17;3.18) mostramos como se comprota a curvatura gaussiana, a
curvatura média e o potencial geométrico respectivamente de uma superficie. Con-
forme a figura (3.16 e 3.18) podemos observar que a curvatura gaussiana e o potencial
geomeétrico se assemelham e que eles possui varios pogos negativos. Nestas regioes de
deformacao ocorrem pogos mais alargados, e consequentemente ocorre uma queda da
energia potencial que também é negativa. Assim podemos notar também que a regiao
atrativa coincide com a regiao da curvatura gaussiana negativa que é o potencial Vp,

ou seja o potencial de Dirac. Essa curvatura ocorre no intervalo de 4u de distancia
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Figura 3.16: Curvatura gaussiana em uma superficie ~ Figura 3.17: Curvatura média em uma superficie
de fungao h = c(sin(z)sin(y)). fungao h = c(sin(x)sin(y)).

Figura 3.18: Potencial quantico geométrico em uma
superficie de fungao h = ¢(sin(z)sin(y)).

uma da outra aproximadamente nas dire¢oes x e y entre estes pogos exitem quatro

que s@o mais profundos.
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Figura 3.19: Proje¢do mostrando a curva- Figura 3.20: Proje¢do mostrando a cur-
tura gaussiana para a superficie de fun¢ao  vatura média para a superficie de fungao
h = ¢(sin(z)sin(y)) h = ¢(sin(z)sin(y))

Figura 3.21: Projec¢ao mostrando o poten-
cial geométrico para a superficie de funcao
h = c(sin(z)sin(y))
Para ajudar na visualzagdo fizemos a projecao destes graficos no plano xy. De
acordo com a figura (3.18) mostramos que o potencial gemétrico é semelhante a cuva-

tura gaussiana na parte negativa que pode ser melhor visualizada através da figuras

(3.19 e 3.21), como estados ligados ocorrem apenas para certas energias negativas,
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E < 0. Neste caso existe um espectro discreto de niveis ou estados de energia, entdao
temos que, conforme mostra estas figuras, a regiao onde as energias sdo negativas o
movimento é ligado o qual temos uma maior probabilidade de encontrar particulas.
Assim, podemos observar que a medida que a energia total negativa diminui, também
diminui a area, determinada pelos pontos de retorno, da regiao onde as particulas pode
se mover. Isto provoca um aumento da quantidade de movimento e, por conseguinte,
aumenta a energia cinética. Este processo ocorre até que as particulas atinjam um es-
tado estdvel, provocando assim se confinamento de particulas, onde os pontos escuros
apresentados na figura (3.21) é a projecao do pontencial que sao chamados de pontos
quanticso ou pogo quanticos. Podemos observar que existem nove pogos profundos
e alargados que sao facilmente identificados por serem bem escuros. Para os valores
acima de 0 exitem a curvatura gaussiana e curvatura média conforme podemos obser-
var nas figura (3.16 e 3.17) existe probabilidade de encontrarmos particulas dispersas
em pontos claros, conforme podemos melhor visualizar na figura (3.19 e 3.20)que cha-
mamos de estados ndo-ligados. Para E > 0, ha um espectro continuo de niveis de
estados ou energia. A razao disto é que, quando E > 0, o movimento estd limitado
apenas a um ponto, de modo que sé é necessaria uma condi¢ao de fronteira. Desta
forma o estado nao ligado parece com a particula livre, mas o comprimento de onda
nao é constante porque a quantidade de movimento da particula depende da distancia
a 0. Podemos notar que, neste caso a curvatura gaussiana induz os resultados fisicos

nas duas teorias, mas a curvatura média também apresenta um efeito significativo.

3.3 Superficie Paraboloide Circular h = c(z? + y?)

A figura 3.22 mostra a superficie a ser analisada. Para chegarmos as figuras

(3.23,3.24 e 3.25) realizamos os calculos através da equagoes

K= 39—f2 _ hmhyy—hiy
EG - F? (1+h§+h§)2

(3.3.16)
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Figura 3.22: Superficie paraboloide circular de fungdo h = ¢(z? + y?)

1(1+ A2 — 2h hyhay + (1 4+ h2)hy,
A/Iz 5( )hyy 211 y2 g( y) (3317)
(1-+582+h3)%
R a
Vsz—-ﬁ(M - K) (3.3.18)

que sao as equagoes para calcular , a curvatura gaussiana, a curvatura média, e o
potencial geométrico respectivamente. Assim encontramos,

Curvatura Gaussiana

K= a +4Ij+ I (3.3.19)
Curvatura Média
M= % (14 :411;2 :z{‘)% (3.3.20)
Potencial Geométrico
e (4 + 8z + 8y?) i 2 (3.321)

T8 (1+42? + 428 | (1+4a? + 4?)?
Na figuras (3.23;3.24;3.25) mostramos como se comprota a curvatura gaussiana,
a curvatura média e o potencial geométrico respectivamente de uma superficie para-

boloide circular. Conforme a figura (3.23) podemos observar que ela possui apenas
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Figura 3.23: curvatura gaussiana em uma superficie Figura 3.24: Curvatura média em uma superfi
paraboloide circular de fungao h = c(z? + y?). paraboloide circular de fun¢ao h = c(z? + y?).

Figura 3.25: Potencial quantico geométrico em uma

superficie paraboide circular de funcio h = c(z? +

v?).

espalhamento. Nesta regiao de deformagao ocorre um estreitamento muito agudo, que

coincide com a curvatura média. Essa curvatura ocorre no intervalo de -2 a 2 apro-

/BIBLIOTECA/BC |
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ximadamente nas diregoes x e y para demais variagoes ela permance constante com o

valor igual a 0.

Figura 3.26: Projecao mostrando a curva- Figura 3.27: Projecao mostrando a curva-
tura gaussiana para a superficie parabo- tura média para a superficie paraboloide
loide circular de funcao h = ¢(z? + 4?) circular de funcgdo h = c(2? + y?)

Y D

J

N

Figura 3.28: Projegao mostrando do po-
tencial geométrico para a superficie para-
boloide de funcio h = c(2? + y?)

Para ajudar na visualzacao fizemos a projecao destes gréificos no plano xy. De

acordo com a figura (3.25) mostramos que o potencial gemétrico nao é semelhante a
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cuvatura gaussiana que pode ser melhor visualizada através da figuras (3.26 e 3.28),
como estados ligados ocorrem apenas para certas energias negativas, F < (. Neste
caso existe um espectro discreto de niveis ou estados de energia, entdo temos que,
conforme mostra a figura (3.25), a regiao onde as energias sao negativas o movimento é
ligado o qual temos uma maior probabilidade de encontrar particulas. Assim, podemos
observar que & medida que a energia total negativa diminui, também diminui a area,
determinada pelos pontos de retorno, da regidgo onde as particulas pode se mover.
Isto provoca um aumento da quantidade de movimento e, por conseguinte, aumenta
a energia cinética. Este processo ocorre até que as particulas atinjam um estado
estavel, provocando assim se confinamento de particulas. Neste caso o confinamento
é em forma de anel escuro conforme apresentado na figura (3.28). A proje¢do do
pontencial que é chamado de anel quantico quantico. Podemos observar também que
este anel é o tinico local que exite potencial geométrico significativos. Para os valores
acima de 0 a curvatura gaussiana a curvatura gaussiana e a curvatura média sao
semelhantes conforme podemos observar nas figuras (3.23 e 3.24) existe uma grande
probabilidade de encontrarmos particulas dispersas nas curvaturas gaussiana e média,
conforme podemos melhor visualizar nass figura (3.26 e 3.27)que chamamos de estados
nao-ligados. Para E > 0, hd um espectro continuo de niveis de estados ou energia.
A razao disto é que, quando E > 0, o movimento esta limitado apenas a um ponto, de
modo que s6 é necessédria uma condigdo de fronteira. Desta forma o estado nao ligado
parece com a particula livre, mas o comprimento de onda nao é constante porque
a quantidade de movimento da particula depende da distancia a 0. Podemos notar
que as duas teorias prevéem resutados quantitativos e qualitativos diferentes, Pois,
a curvatura gaussiana apresenta probabilidade de encontramos particulas quando a

energia potencial é nula, enquanto o potencial quando sua energia for negativa.
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3.4 Geometria de uma casca cilindrica com deslo-

camento do parafuso

Como é bem conhecido da teoria de defeitos em meio eldstico, a geometria efetiva
induzida por um deslocamento do parafuso numa amostra cilindrica é determinado
pelo elemento linha,

di?2 = dp? + p*dy® + (dz + kdyp)? (3.4.22)

onde o paridmetro k é a medida da magnitude do defeito e as coordenadas cilindricas
obedece a identificacdo habitual, (p,p, z)~(p, ¢ + 27,2). Quando k = 0 (auséncia
de defeito).Eq.(3.4.22) simplesmente produz a geometria do espaco euclidiano. O
procedimento para criar um deslocamento do parafuso na massa da amostra ciindrica
¢ composta por um processo de ”corte e cola” aproximadamente descrito como se segue.
Um corte no cilindro ao longo de um semiplano limitado pelo seu eixo, através de um
deslocamento proporcional a k,e finalmente colados um ao outro. A figura (3.29)

ilustra o processo para uma divisao da casca cilindrica.

3.4.1 Equivaléncia das Geometrias

Ao observar a eq.(3.4.22) segue-se que a geometria bidimensional de uma casca

cilindrica com deslocamento do parafuso é dada por

dI? = R%dy® + (dz + kdyp?) (3.4.23)

, onde o parametro R é o raio da casca e
(p,2) ~ (¢ + 2, 2) (3.4.24)

Definindo um novo raio e uma coordenada longitudinal como

r=vVRE+K, 2= §¢r2 y) (3.4.25)
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Figura 3.29: Corte e cola, processo para uma divisdo de uma casca cilindrica.

Eq.(3.4.23) torna-se

Al I Y 3.4.2
Ry LY~ e ki .

Para completar, um novo angulo variavel é definido

di? = r?dp?® +

k2
0=p+ —— 3.4.27
A~ (3.4.27)
levando a
di* = r*d6* + dz" (3.4.28)
Notamos que as egs. (3.4.24 e 3.4.27) produz
(,2) ~ (¢ +2m,2) (3.4.29)

Assim, a geometria nas eqs.(3.4.23 e 3.4.24) é equivalente aquela na egs. (3.4.28 e
3.4.29)- uma casca cilindrica de raio R e desocamento parafuso do parametro k é
geometricamente equivalente para uma casca cilindrica ordindria de raio r = (R? +
k2)a.

Para visualizarmos melhor essa geometria, vejamos a figura (3.30) que representa
um aclopamento entre dois cilindros, onde estes apresentam uma diferenca de ponten-

cial de um cilindro para outro. Que sdao dados por:

1 R
= —— .4.30
Vs 8mR? (Seke)
e
h2

Vé (3.4.31)

" 8m(R+ k)?
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Para este tipo de superficie a curvatura gaussiana (K) é nula porque o raio desta
tende ao infinito(R — o0).Podemos observar conforme grafico montado acima da

figura (3.30) o potencial apresenta-se em forma de um degrau, é chamado de degrau

de potencial de diodo.

Figura 3.30: Cilindro.
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Capitulo 4

Potencial Quantico Induzido em

superficies Paralelas

4.1 O modelo de superficie com varias camadas pa-

ralelas a uma determinada distancias uma da

outra

Figura 4.1: Superficie paraboloide hiperbélica paralelas de fungaoh = c(z* — y?).

A funagdo da figura (4.2) é dada por

¥=X+aN (4.1.1)
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Figura 4.2: Esbogo para a base de calculo das superficies paraboloides hiperbdlicas
paralelas de fun¢ioh = c(z? — y?).

A partir da figura (4.2) montamos a equagdo (4.1.1) que nos serve de base para
montarmos as equagoes para calcularmos as curvaturas gaussiana e média e o poten-
cial geométrico para superficies paralelas. Entao apds alguns calculos, as equagoes

mencionadas anteriormente ficam,

K

K= 1% + a?K (15
M - Ka
My = Tl + a2k (4.1.3)
.5
Vy=—5~-(H, - K,) (4.1.4)

A figura 4.1 mostra a superficie paraboloide hiperbélica a ser analisada. Para
chegarmos as figuras (4.3; 4.4 e 4.5) realizamos os calculos através da equagoes (4.1.2,
4.1.3 e 4.1.4) a uma distancia, a= 0,5y, entre as superficies.

Na figuras (4.3;4.4;4.5) mostramos como se comporta a curvatura gaussiana, a cur-
vatura média e o potencial geométrico respectivamente de uma superficie paraboloide
hiperbdlica com vérias camadas. Conforme a figura (4.3) podemos observar que ela

possui um pogo negativo duplo. Nesta regido de deformacao ocorre um estreitamento
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Figura 4.3: Curvatura gaussiana em Figura 4.4: Curvatura média em uma su-
uma superficie paraboloide hiperbélica com  perficie paraboloide hiperbdlica com varias
vérias camadas de fungao h = c(z? — y?). camadas de fungao h = c(z* — y?).

Figura 4.5: Potencial quantico geométrico
em uma superficie paraboide hiperbdlica
com vérias camadas de fungao h = ¢(z* —

2

yo).

muito agudo, e consequentemente ocorre uma queda da energia potencial que também
é negativa. Assim podemos notar que a regiao atrativa coincide com a regiao da cur-
vatura gaussiana negativa que é o potencial Vp, ou seja o potencial de Dirac. Essa
curvatura ocorre no intervalo de -2 a 2 aproximadamente nas dire¢oes X e y para de-

mais variagoes ela permance constante com o valor igual a 0. Percebemos que quando
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colocamos vérias superficies paralelas houve variagdo nas curvaturas gaussian e média

no potencial conforme as figuras (4.2; 4.3 e 4.5)

Figura 4.6: Proje¢do mostrando a curva- Figura 4.7: Proje¢do mostrando a curva-
tura gaussiana para a superficie parabo- tura média para a superficie paraboloide
loide hiperbélica de funcio h = c(z? — y?);  hiperbélica de fungio h = c(z? — y?)

_‘[

Figura 4.8: Projecao mostrando o potencial
geométrico para a superficie paraboloide hi-
perbélica de fungdo h = c(z® — y?)

Para ajudar na visualzagio fizemos a projecio destes graficos no plano xy. De

acordo com a figura (4.5) mostramos que o potencial gemérico e a cuvatura gaussiana

[ UFCGIBIBLIOTECA/BC
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mesmo ambos apresentando pogos quanticos duplos, possuem uma diferenca que pode
ser melhor visualizada através da figuras (4.6 e 4.8), como estados ligados ocorrem
apenas para certas energias negativas, £/ < (. Neste caso existe um espectro discreto
de niveis ou estados de energia, entdo temos que, conforme mostra esta figura, a regido
onde as energias sao negativas o movimento é ligado o qual temos uma maior proba-
bilidade de encontrar particulas em ambos os casos. Assim, podemos observar que
a medida que a energia total negativa diminui, também diminui a area, determinada
pelos pontos de retorno, da regiao onde as particulas pode se mover. Isto provoca um
aumento da quantidade de movimento e, por conseguinte, aumenta. a energia cinética.
Este processo ocorre até que as particulas atinjam um estado estdvel, provocando as-
sim se confinamento de particulas, onde este ponto escuro apresentado na figura (4.8)
é a projecao do pontencial que é chamado de ponto quantico ou pogo quantico. Pode-
mos observar também que este ponto é o tinico local que exite a curvatura gaussiana
e potencial geométrico significativos, nos demais pontos a maioria é nulo. Entéao, para
os valores acima de 0 nao exitem a curvatura gaussiana nem o potencial geométrico,
mas conforme podemos observar na figura (4.4) existe uma pequena probabilidade
de encontrarmos particulas dispersas em dois pontos, conforme podemos melhor vi-
sualizar na figura (4.7)que chamamos de estados nao-ligados. Para £ > 0, hd um
espectro continuo de niveis de estados ou energia. A razdo disto é que, quando
E > 0, o movimento estd limitado apenas a um ponto, de modo que s6 é necessédria
uma condi¢do de fronteira. Desta forma o estado nao ligado parece com a particula
livre, mas o comprimento de onda nao é constante porque a quantidade de movimento
da particula depende da distancia a 0. Podemos notar que, apesar das duas teorias
fornecerem resutados quantitativos diferentes e qualitativos, temos a mesma coisa, um
pogo quantico estreito induzido pela geometria do parabolide hiperbdlico. Mais ainda,
percebemos que a fisica do problema é determinada pela curvatura gaussiana nos dois

modelos.
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Analisando esta superficie para vérias distincias entre as camadas observamos que
a curvatura gaussiana varia de direcao de acordo com a distancia. Observamos também
que existe um valor limite da distancia para que o valor da curvatura gaussiana passe
do negativo para o positivo e vice versa. Para este tipo de superficie encontramos
como valor limite 0,5u onde acima deste valor a curvatura gaussiana passa a possuir
espalhamento de particulas, ou seja, existe propaibilidade de se encontrar particulas na
area positiva como podemos obsevar nas figuras (4.9; 4.10; 4.11; e 4.12) que tem como
medidas das distancias (0,53u; 1u; 1,5u; e 214) respectivamente onde podemos observar
também que ocorre variagdes na curvatura gaussiana de acordo com a variagao do
valor da distancia, ja para os valores abaixo do volor limite, os pogos quanticos sofrem
apenas uma variacao volta a possuir um pogo quantico simples,ou seja, idéntico ao da
superficie simples conforme podemos observar na figuras (4.13; 4.14; 4.15; e 4.16).

Podemos observar esta diferenga com a mudancga de diregao através das figuras das
projecoes da curvatura gaussiana onde as que estdo com a parte central em branco
é porque a curvatura estd voltada para cima, ou seja existe a probabilidade de espa-
lhamento de particulas, conforme podemos observar nas figuras (4.18 ;4.19 ;4.20), e
com a parte central escura é porque a curvatura estd voltada para baixo como temos
nas figuras (4.21; 4.22; 4.23; e 4.24), mas temos um detalhe a ser observado é que
a figura (4.17) nao apresenta sua parte central branca porque ela ainda possui uma
probabilidade de existir particula nesta parte, isto é, ainda possue curvatura gaussiana
negativa.

Agora analisando a curvatura média podemos observar que ela também sofreu
varia¢oes quando mudamos os valores da distancia entre as camadas acima do valor
limite como mostra as figuras (4.25; 4.26; 4.27; e 4.28) e para os valores abaixo deste
valor limmite ela permanece praticamente estdvel conforme podemos observar nas
figuras (4.29; 4.30; 4.31; e 4.32)

Mas mesmo com todas estas mudangas podemos observar que o potencial geométrico



Figura 4.9:  Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paralelas a uma
distancia de a = 0,53333... para
fungao h = c(z? — y?).

Figura 4.11: Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paaralelas a uma
distancia de a = 1,5 para fungao
h = e(z? — 7).
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Figura 4.10: Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paralelas a uma
distancia de a = 1 para funcéo
h=c(z? —*).

Figura 4.12:  Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paralelas a uma
distancia de a = 2 para fungio
h = c(z? — 3?).

permanece o mesmo para todas as distancias seja abaixo ou acima do valor limite onde

ocorre a variagao nas curvaturas gaussiana e média. A diferenca que existe é em relacao

a superficie simples e a superficie com o valor limite da distdncia que possuem um pogo

quantico simples enquanto que nesta superficie ela possue um pogo quéntico duplo.



Figura 4.13: Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paraleas a uma
distancia de a = 0, 25 para funcao
h = c(z? — ?).

Figura 4.15: Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paralelas a uma
distancia de a = 0,12 para fungao
h = c(z? — ?).
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Figura 4.14: Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paralelas a uma
distancia de a = 0, 16 para funcao
h = c(z? — ).

Figura 4.16: Curvatura gaus-
siana em superficies paraboloi-
des hiperbdlicas paralelas a uma
distancia de a = 0,1 para funcao
h = c(z® — 9?).



Figura 4.17: Proje¢do mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbélica
paralela a uma distancia de a =

0,5333... de funcio h = c(z? — 3?)

Figura 4.19: Projegao mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbélica
paralela a uma distancia de a =
1,5 de fungdo h = c(2® — ?) .
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Figura 4.18: Proje¢ao mostrando
a curvatura gaussiana para a su-
perficie paraboloide hipebélica pa-
ralela a uma distancia de a = 1 de
funcéo h = c(z? — 3?) .

Figura 4.20: Projecao mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbdlica
paralela a uma distancia de a = 2
de fungdo h = c(2® — y?) .



Figura 4.21: Proje¢do mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbdlica
paralela a uma distancia de a =
0,25 de fungao h = c(z? — %) .

Figura 4.23: Proje¢do mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbdlica
paralela a uma distancia de a =
0,12 de funcgdo h = c(x? — 3?) .
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Figura 4.22: Projecdo mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbdlica
paralela a uma distancia de a =
0,16 de funcao h = c(x? — 1?) .

Figura 4.24: Projecdo mostrando
a curvatura gaussiana para a
superficie paraboloide hiperbdlica
paralela a uma distancia de a =
0,1 de funcio h = c(z* — 3*) .



Figura 4.25: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a = 0,5333... de funcdao h =

c(z? - ).

Figura 4.27: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a = 1,5 de funcio h = c(z? —

y?).
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Figura 4.26: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a =1 de fungdo h = c(2® — y?).

ry

Figura 4.28: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a = 2 de fungdo h = c(2® — y?).



Figura 4.29: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a = 0,25 de funcao h = ¢(z? —

Figura 4.31: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a = 0,12 de fungdo h = c(z? —
y°).
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Figura 4.30: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbolica paralela a uma dosténcia
de a = 0,16 de fungio h = c(2? —
y).

Figura 4.32: Curvatura média
em uma superficie paraboloide hi-
perbdlica paralela a uma dosténcia
de a = 0,1 de fungao h = c(z? —
y?).



Figura 4.33: Potencial quantico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 0,5333... de funcao
h = c(z? — ?).

Figura 4.35: Potencial quéantico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 1,5 de fungao h =
c(z? — y?).
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Figura 4.34: Potencial quéntico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia @ = 1 de fungdo h =
c(z? — y?).

Figura 4.36: Potencial quéntico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 2 de funcdo h =
c(z? — y?).



Figura 4.37: Potencial quantico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 0,25 de fungao h =
c(z? — y?).

Figura 4.39: Potencial quantico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 0,12 de fungao h =
c(z? — y?).
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Figura 4.38: Potencial quantico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 0,16 de funcao h =
c(z® — y?).

Figura 4.40: Potencial quantico
geométrico em uma superficie pa-
raboide hiperbdlica paralela a uma
distancia a = 0,1 de funcao h =
c(z? — y?).



60

Capitulo 5

Conclusoes

A riqueza que as geometrias trazem para a fisica é indiscutivelmente benéfica. Es-
tudamos a geometria riemanniana que apesar de ser mais utilizada em outro tipo de
analise, precisamos enfatiza-la uma vez que partimos da equagao de Dirac em quatro
dimensdes para chegamos a equagoes de Schrodinger. Neste contetdo utilizamos os co-
nhecimento em derivadas covariantes, transporte paralelo e tensores. No entanto para
este trabalho nos prendemos apenas ao conhecimento voltando para duas dimensoes.
Aplicamos a geometria para encontramos as equagdes que nos ajudou a identificar
como se comporta as curvatura pincipais, isto é, as curvatura gaussiana e média e o
potencial geométrico.

Ao analizarmos a curvatura gaussiana de cada superficie podemos identificar que,
para umas superficies apesar das duas teorias fornecerem resutados quantitativos di-
ferentes e qualitativos, temos a mesma coisa, um pogo quéantico estreito induzido pela
geometria do parabolide hiperbdlico. Mais ainda, percebemos que a fisica do problema,
¢ determinada pela curvatura gaussiana nos dois modelos. Para outras superficies
mesmo a curvatura gaussiana induzindo os resultados fisico a curvatura média apre-
senta uma influéncia significativa . em alguma percebemo que é necessario a com-
binagdo entre as curvaturas gaussian e média.

Ao analizarmos superficies paralelas percebemos que tanto a curvatura gaussi-

ana como a curvatura média sofrem variagoes e que o fator determinante destas é a
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distancia entre as supeficies. J4 o potencial apenas aumente sua area de probabilidade
de confinamento de particulas.

No geral podemos dizer que o modelo geométrico pode ou néo levar a diferencas
significativas.

Estes metédos podem ser aplicados em aprisionamento de particulas quanticas. No
caso de elétrons confinados por geometria em semicondutores e bicamadas de grafeno.

umas possuem uma inclinac@o voltada completamente para baixo, outras possuem
voltadas para baixo e para cima e outras voltada completamente para cima. Omesmo
ocorre com a curvatura média. J& o potencia gemétrico sé posue sua inclinagao voltada
para baixo e que semelhante as inclinagdes da curvatura gaussina. E nessa regiao que
podemos encontrar uma maior quantidade de particulas préximas uma das outras e
entdo realizarmos o aprisionamento destas particulas.

Analizamos também uma destas superficies com varias camadas a uma determi-
nada distdncia e percebemos que niao hoouve variagoes em relagao a suas curvaturas
gaussiana e média e o potencial geométrico,mas ao variarmos esta distancia identifica-
mos que ao atingir um determinado valor da distancia entre a superficies as cuvaturas
gaussina e média mudam de valor, ou seja de diregao, ji o potencial geométrico apenas

aumentou uma inclinacao.

URCG/BIBLIOTRCA/RC]
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Apéndice A
Equacao de Dirac

A energia relativistica é diferente da energia da mecanica newtoniana. Enquanto
a energia de uma particula livre na mecanica newtoniana tem a forma F = %, onpe
m sao o modulo do momento da particula e sua massa, respectivamente, na mecanica
relativistica 9%5 = m2c?. Neste 1iltimo caso, m é a massa de repouso da particula e
c a velocidade da luz. Como a mecanica quantica parte das identificagoes E — iho;
ep — —ihe, onde ? = ?83 - an - EBZ, a diferenca entrenanenergia da relativi-

dade e a newtoniana leva naturalmente a teorias quanticas completamente diferentes.

Inicialmente usou-se a energia newtoniana e obteve-se:

9 Yy

B ot 2m

(A1)
onde ¢ foi interpretado como sendo uma fungao associada com probabilidade de
encontramos a particula. Pois bem, para obtermos uma versao relativistica usamos

di d d id ia £y = m2c®
0 mesmo procedimento, sendo que desta vez consideramos a energia g = mc.

Procedendo desta forma temos,

d m2c?

By oo il
(Gag ~VIe=0e=-T

6 (A2)

onde ¢, em principio, estaria associada a probabilidae de encontrarmos a particula.
Posteriormente, descobriu-se que a associacao de ¢ com a probabilidade de encontrar-

mos a particula era problemadtica, pois permitia probabilidades negativas. Durante a

e

| TIPCC RIRTINTRCA/RC |

o
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resolucao deste problema, Dirac percebeu a necessidade de se tirar a raiz quadrada da
energia, ou seja, de expressa-la na forma F = \/m . Todavia, a substituicao
direta de E — ihd; e p — —ihe nesta expressao torna-se totalmente invidvel, pois
o que seria ihd;¢ = (vVm2ct — he2V2)¢? Podemos até pensar em expandir a raiz, mas
obterfamos uma série infinita. Este problema foi resolvido adotando-se o procedimento
inverso. Ao invés de tirar a raiz e depois aplicar a substitui¢do indicada acima, po-
demos escrever a energia na seguinte forma bem genérica E = ¢@ 7 + mc?3, onde a
natureza de @ e B sao, em principio, desconhecidas; _;? € o momento tridimensional
da particula. Sabemos apenas que d tem pelo menos um carater vetorial, embora

possa ser mais do que isso. Quadrando esta energia, temos
E? = (ca'p; + me*B) = (ca?p; + mc*f)
= o' xodpip; + o’ x (pid)p; + mcPal * Bp; + meat = (p;B) + me®Ba’p; + miA B
onde a natureza do prodduto ”*”é desconhecida, a priori. Comparando esta expressao
com E? = m2c* + ¢?p?, vemos de imediato que

pg% = B x B = I = identidade, (A.4)

mc* (o * B+ B * o)p; + 2o’ x (pia?)p; + me*a’ * (p;) = 0 (A.5)
of xopip; = P = %(ai o) +of xa) = 69.(8Y = diag(1,1,1))  (A.6)

Admite-se que, um referencial e em coordenadas cartesianas, /3 e a sdo constantes,

logo p;3 =0 e p;o? = 0. Desta forma, a condigao se simplifica para
o xB+Bxad =0 (A.7)

Se tomarmos ”*” como uma simples multiplicagao, as condi¢oes acima levarao a a =0.
Isto sugere que [ e a sejam matrizes e que o produto em quastao seja um produto entre
matrizes. Perceba que @ tem uma natureza matricial e vetorial ao mesmo tempo, ou

seja, @ = a'i + a®j + o3k, onde o é um conjunto de matrizes.



64

Agora que ji sabemos qual é a natureza de & e 3, facamos a identificacao E — 1hd,
ep— —ikV na energia E = cad. 7 + mc?B (note que E = EI ). Estas identificacoes
levam a expressdo da energia ao seguinte operador ih(88, + Sa'd;) — me. Denotando

as fungoes sobre as quais este operaor atua por 1, teremmos
ih(BOu + Ba’6;) — mey =0 (A.8)

Perceba que, em principio, 1) é uma matriz. Com intuito de expressar esta equacio
em uma forma mais compacta, faz-se as seguintes definigoes 7° e 7* = Ba’ (i=1,2,3),
onde as matrizes v* sdo conhecidas como matrizes de Dirac. Desta forma, escrevemos

(thy*8,1) — mey) = 0 que é conhecida como a equagio de Dirac.
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Apéndice B

Escala de Curvatura e Tensor de

Ricci

Sabemos que o tensor de curvatura de Riemann A@,

o, o,
R ol DL PP (B.1)

mij: 51" 661' mj* ai mi* aj

Contraindo ( asumindo de 0 a 3) o primeiro e o terceiro Andice do tensor de

curvatura de Riemann, obtemos

ory,; ori.
my __ a T a T
5t — 5+ TimgTas —Tre.r (B.2)

Rm R:mj

Este tensor A©) o chamado tensor de Ricci. Como o este A© simetrico Ri; = Ry

podemos utilizar a seguinte propriedade

Rij = Ry = 9"" Ruimj = §"" Rmjni = §"" Rmjni = R, = Ry (B.3)
Contraindo o tensor, temos
9'Ri;=R;=R (B.4)

Este (R) A@ chamado de escalar de curvatura.
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