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Resumo 

Neste trabalho sao determinados os Estados Coerentes do Oscilador Isotonico, a partir da al
gebra de Wigner-Heisenberg e da aplicacao da Supersimetria em Mecanica Quantica (SUSY). 
A intera?ao entre a algebra de Wigner-Heisenberg e a algebra SUSY permitiu a identificagao 
das coordenadas bosonicas e fermionicas e seus respectivos espectros de energia. A partir desta 
setoriza§ao, foram construfdos os Estados Coerentes para o Oscilador Isotonico para o setor 
bosonico. Foram analisadas, tambem, as principals propriedades desses estados, como nao-
ortogonalidade, relacao de super-completude e rela9ao de minima incerteza, das quais, as duas 
primeiras condizem com as propriedades dos Estados Coerentes do Oscilador Harmonico. Ao 
analisar a rela9ao de minima incerteza para esses estados, verificou-se que para valores deter-
minadas intensidades da barreira centrifuga I atinge-se autoestados da posi9ao ou do momento. 

Palavras-chave: Estados Coerentes, Algebra de Wigner-Heisenberg, Setor Bosonico, SUSY, 
Oscilador Isotonico. 



Abstract 

In this work it is determined the Isotonic Oscillator's Coherent States. This was achieved using 
the Wigner-Heisenberg algebra and the application of Supersymmetry in Quantum Mechanics 
(SUSY). The interaction between the Wigner-Heisenberg algebra and supersymmetry algebra 
allowed identification the bosonic and fermionic sectors and their energy spectra. From this 
sectorization, were built for the Isotonic Oscillator Coherent States for the bosonic sector. Also, 
it were analyzed the main properties of these states, like non-orthogonality, relation of super-
completeness and the relation of minimum uncertainty, of which the first two are consistent 
with the properties of Coherent States of the Harmonic Oscillator. By analyzing the relation 
of minimum uncertainty for these states, it was found that for some parameters the intensity of 
centripetal barrier / eigenstates of position or momentum are obtained. 

Keywords: Coherent states, the Wigner-Heisenberg algebra, bosonic sector, SUSY, Isotonic 
Oscillator. 
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Introducao 

A Fisica sofreu varias mudangas de paradigma no decorrer de sua historia, uma das mais 
significativas ocorreu na segunda metade do seculo XX, com a criagao da teoria quantica. Mas 
essa guinada comecou na verdade no seculo XIX, com o trabalho de Young e Fresnel Augustin, 
com a descoberta da natureza ondulatoria da luz e dos fenomenos de interferencia, os quais 
nao foram de todo compreendidos. A teoria de Clerk Maxwell estabelecida por volta de 1860, 
definiu que as ondas de luz sao oscilagoes dos campos eletrico e magnetico e assim, descreveu 
a dinamica da eletricidade e do magnetismo. 

E em 1900, com Max Planck, que a mecanica quantica ganha forga nos meios acade-
micos, a partir de medicoes do espectro de distribuicao da radiagao teYmica e a sua famosa 
teoria da radiagao de corpo negro que o levou a perceber que os osciladores harmonicos pos-
suiam energias que estavam distribuidas por valores discretos e regularmente espacados [1]. A 
frequencia v desses osciladores seria limitada a valores de energia que eram multiplos inteiros 
(n = 0,1,2,...) do denominado quantum de energia, hv, em que h e a conhecida constante de 
Planck. Esta descoberta o levou a perceber que a distribuigao de radiagao termica cai rapida-
mente com o aumento da frequencia, explicando a conhecida catastrofe do ultravioleta [2]. 

A quantizagao de energia de oscilagao dos eletrons conflita com o seu carater continuo, 
conforme sempre se aceitou. Este fato causou perturbagao no meio fisico, porem, em 1905, 
Albert Eistein propos em seu segundo artigo [3], que a quantizagao deveria ser estendida a 
energia eletromagnetica livre e nao s6 ao oscilador harmonico. Esta ideia surgiu do efeito 
fotoeletrico descoberto por Hertz em 1887. Einsten assumiu, teoricamente, que a propria luz 
consiste em pacotes de energia localizada e cada um possui um quantum de energia, mas s6 em 
1914 um experimento realizado por Robert Millikan confirmou as previsoes de Einstein para o 
efeito fotoeletrico. 

Em 1923, o fisico Arthur Compton, realizou um experimento que consistia em bom-
bardear um alvo de grafite com raios-X de uma determinada frequencia, ao medir a frequencia 
de da radiagao espalhada pelo alvo, verificou que surgia uma radiagao com frequencia menor, 
desse modo, essa estranha radiagao detectada deu margem para que Millikan assumisse que 
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os raios-X tambem sao quantizados, ou seja, sao partfculas, e essa perda de energia pode ser 
calculada em termos da diminuigao de frequencia atraves formula de Planck. Esse efeito ficou 
conhecido como "Efeito Compton", o qual lhe garantiu o premio Nobel de 1927. 

Entre 1924 e 1926 De Broglie, Heisenberg, Schrodinger e outros realizaram o grande 
feito de estruturar o atomo, que deu margem para a criagao uma nova teoria mais geral da 
estrutura da materia, como tambem atribuiram a partfculas materials , tal qual o eletron, muito 
do comportamento ondulatorio. 

A dificuldade enfrentada nesses tempos estava na ideia de que a Fisica chegou em um 
ponto que nao se podia mais negar a teoria ondulatoria da luz para retomar a concepgao corpus
cular. De fato, isso solucionaria os novos problemas, como espectro do corpo negro e o efeito 
Compton, mas as custas de varias outras questoes dantes resolvidas por Maxwell, como a in-
terferencia da luz. Nao se podia abandonar uma teoria em detrimento da outra, mas ao mesmo 
tempo essas teorias nao estavam associadas. Surge ai uma divisao de ideias entre uma teoria 
classica que explica a natureza ondulatdria da luz (antes de Planck) e uma "semiclassica"que 
explica a natureza corpuscular (p6s Planck). E a introdugao da constante de Planck que marca 
a transigao da era cl&ssica para a era moderna [1]. 

A chamada era "semiclassica"durou ate 1927 quando Paul Dirac [4] descobriu o vacuo, 
um espago vazio, tal como um sistema dinamico. Planck mostrou, em 1900, que as energias 
dos osciladores harmonicos restringiam-se a n vezes a energia quantizada, hv. Dirac verificou 
que na verdade essas energias nao sao nhv e sim, (n -I-1) hv, ou seja, esse \hv e a energia do 
estado fundamental, ou seja do estado de vacuo. Isso significa que o quantum de energia nunca 
sera encontrado em repouso, ele sempre apresentara um estado fundamental, o chamado ponto 
zero. Portanto, pode-se afirmar que o vacuo e um sistema dinamico ativo [1]. 

Como consequencia da descoberta de Dirac, foi encontrada uma particula material que 
exibe o comportamento ondulatorio do quanta de luz, desse modo, G. N. Lewis em 1926, su-
geriu que o quanta de luz poderia ser uma particula elementar e chamou-a de foton [1]. Essas 
partfculas eram discretas, de existencia transitoria e que poderiam ser criadas ou aniquiladas . 

Surge af uma nova linguagem, que ficou conhecida por mecanica quantica, a qual acar-
retou aquilo que Popper [5] , chamou de "cisma na Ffsica", ja que, segundo Chibeni [6], os 
proprios pais da teoria estabeleceram uma divisao de ideias, de um lado estava Eistein, Schro
dinger e De Broglie, defendendo a ideia de que a mecanica quantica nao pode construir uma 
descrigao completa da realidade, do outro, estavam Bohr, Heisenberg, Dirac, Born e Jordan, 
que acreditavam que ela trazia para o homem a necessidade de fazer revisoes profundas nas 
mais variadas concepgoes fundamentals da Fisica e da Filosofia. Essa divisao provocou muitas 
discussoes a respeito da validade dessa nova teoria em que os primeiros buscavam uma teo
ria completa em que um elemento do modelo corresponde a cada elemento da realidade e na 
quantica a ideia e um pouco mais rebuscada, ja que ela nao se comporta como a classica. Na 
teoria quantica, as variaveis, como a contribuigao do campo eletrico por exemplo, estao asso
ciadas com operadores no espago vetorial de Hilbert, que representa o estado do sistema. Os 
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operadores podem ser, por exemplo, de abaixamento, o qual reduz a um numero os quanta pre-
sentes no campo, dentre outros que agem de formas proprias em cada estado do sistema. As 
medigoes quanticas dependem geralmente da forma pela qual as medigoes sao realizadas. En-
tao, por volta de 1926 muitos fisicos dedicaram suas atividades a desenvolver meios de detectar 
experimentalmente os fotons e descrever seu comportamento quantico. Tecnicas de medigao 
foram desenvolvidas e o avango da tecnologia nesta epoca permitiu aos fisicos experimentais 
verificarem as mais diversas abordagens em optica quantica. 

Em 1926, logo apos o surgimento da mecanica quantica, Schrodinger [7] ao postular a 
equagao diferencial que governa a evolugao temporal da onda de materia de De Broglie sugeriu 
que poderia existir um estado quantico que estivesse em consonancia com os estados classi-
cos do oscilador harmonico. Esses estados possuiriam autofungoes quanticas para o oscilador 
harmonico com as seguintes caracteristicas: Estados quanticos descritos por fungao de onda 
gaussiana geral, portanto possuiriam relagao de incerteza minima, a largura da gaussiana, neste 
caso, descreveria o estado fundamental, possuiria momento linear e energia que seguissem a tra-
jetoria de uma particula classica no potencial e nao mudassem sua forma no decorrer do tempo. 
Por possuir caracteristicas classicas, esses estados foram denominados "quasi-classicos" [8]. 

Ja na decada de 1950 surgiram propostas para a utilizagao de emissao estimulada a par
tir de um sistema de populagao invertida para a amplificagao de microondas, as quais foram 
realizadas, de forma independente por Weber [9], Gordon, Zeiger e Townes [10,11], Basov e 
Prokhorov [12,13]. O grupo de Townes, instalado na Universidade de Columbia foi o primeiro 
a denominar as amplificagoes de microondas por emissao estimulada de radiagao de "maser". O 
primeiro maser desenvolvido ocorreu numa transigao de microondas numa molecula de amonia, 
sua viabilidade em sistemas opticos foi verificada por Schawlow e Townes [14] em 1958. Em 
1960, Maiman [15]conseguiu operar um laser de rubi pulsado (acronimo para "light amplifi
cation by stimulation emission of radiation- LASER) [16]. O primeiro laser de onda continua 
foi feito de gas He-Ne em 1961. Em 1962 os pesquisadores conseguiram produzir laser em 
circuitos semicondutores. 

Logo apos o surgimento do laser, se iniciou uma serie de pesquisas sobre a interagao 
da materia com o campo eletromagnetico. Klauder [17] em 1960 utilizou os estados quasi-
clasicos propostos por Schrodinger para mostrar a equivalencia entre as descrigoes da mecanica 
semiclassica e da mecanica quantica de feixes de luz com estatica arbitraria, sem considerar 
os efeitos nao-lineares [8]. Em 1963, Glauber [18,19] mostrou que autoestados quanticos de 
um campo de radiagao sao autoestados do operador de abaixamento dos fotons. Ele percebeu 
que essas autofungoes sao obtidas a partir da agao de um operador deslocamento sobre o vacuo 
do campo eletromagnetico livre e que possuem relagao de incerteza minima, como proposto 
por Schrodinger. Glauber denominou esses estados de Estados Coerentes, os quais possuem as 
propriedades de super-completude e de nao-ortogonalidade. 

Verificou-se mais adiante que esses Estados Coerentes e o laser possuem a mesma esta-
tistica, como distribuigao gaussiana e comportamento quasi-classico. Estes fatos permitiram o 
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surgimento de uma nova area de estudos, denominada 6ptica Quantica e os Estados Coerente 
ganharam notoriedade no meio academico. Diversos trabalhos foram publicados desde entao 
sobre tais estados e cada vez mais surgem novos questionamentos e novas a expectativas com 
respeito as suas limitagoes teoricas e experimentais. 

Dentre tantos importantes fisicos que enveredaram suas pesquisas pelo caminho da me
canica quantica, pode-se destacar a contribuicao de Wigner [20], o qual questionou se equa-
coes do movimento determinam unicamente a relagao de comutagao dos operadores, para isso 
Wigner propos modificar a relagao de comutagao entre a posigao e o momento e verificar se 
mesmo alterando o resultado desta relagao, as equagoes de movimento de Heisenberg (oscila
dor harmonico) continuavam a ser obedecidas. A partir dai originou-se uma nova algebra, que 
ficou conhecida como algebra de Wigner - Heisenberg. 

Diante desta colocagao surgiu a necessidade de aprofundar os estudos sobre os Estados 
Coerentes para o oscilador Isotonico, que e um oscilador harmonico unidimensional com bar-
reira centrifuga [21-23] utilizando a algebra de Wigner-Heisenberg. Para tal, considera-se uma 
aproximagao analoga feita por Barut - Girardello [24] para construir Estados Coerentes como 
autoestado do operador de abaixamento. A primeira vez que se determinou Estados Coerentes 
para um oscilador Isotonico foi em 1971, por Dodonov-Malkin e Man'ko [25]. 

Os Estados Coerentes generalizados para o oscilador Isotonico na representagao de 
Schrodinger foram construidos por Sharma, Mehta e Sudarshan em 1978 [26] e as represen-
tagoes e propriedades do oscilador para-bose foram investigadas tambem por estes autores em 
1980 e 1982 [27,28] 

Neste trabalho serao investigados Estados Coerentes para o oscilador Isotonico [29] 
utilizando-se da algebra de Wigner-Heisenberg com a aplicagao da Supersimetria em Mecanica 
Quantica (SUSYQM), a qual e considerada uma das areas da Mecanica Quantica que tern re-
cebido muita atengao ultimamente. Isto e evidenciado pelas frequentes aparigoes de trabalhos 
de pesquisa, enfatizando diferentes aspectos de SUSYQM [30-36]. Na verdade, a manifesta-
gao do modelo Higgs-soluvel em fermions enriqueceu consideravelmente nossa compreensao 
de degenerescencias e propriedades de simetria de sistemas fisicos. O conceito de supersime
tria (SUSY) surgiu pela primeira vez em 1971, quando Ramond [37] propos uma equagao de 
onda para fermions livres com base na estrutura do modelo dual de bosons. Suas propriedades 
formais foram encontradas para preservar a estrutura da algebra Virasoro. Pouco depois, Ne-
veu e Schwarz [38] construia uma teoria dupla empregando regras de anticomutagao de alguns 
operadores, bem como aqueles que correspondem aos tipos de Oscilador Harmonico do modelo 
dual convencional para bosons. Por ser uma area abrangente pode-se dier em linhas gerais que 
a SUSYQM permite, dentre outras propriedades, setorizar a Hamiltoniana de um sistema em 
duas coordenadas, Bosonicas e Fermionicas. Deste modo e possivel obter Estados Coerentes 
para o setor bosonico da Hamiltoniana do oscilador Isotonico, objetivo principal desta pesquisa. 

Nestas condigoes, este trabalho organiza-se da seguinte forma: No capitulo 2 faz-se uma 
breve revisao sobre o Oscilador Harmonico Quantico (OHQ), verificando desde a Hamiltoniana 
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do sistema ate a obtencao dos autosestados de energia e da relagao de minima incerteza do OHQ, 
como tambem busca-se introduzir o estudo sobre os principios basicos SUSYQM aplicada ao 
OHQ, afim, faz-se a setorizacao bosonica e fermionica da Hamiltoniana do sistema em questao 
e obtem-se os espectros de energia e as funcoes de onda de cada componente. O capitulo 3 
trabalha-se, em detalhes, toda a algebra de Wigner-Heisenberg, a partir da Hamiltoniana do 
OHQ, neste mesmo processo utiliza-se a algebra SUSY para estabelecer a divisao entre os 
setores bosonico e fermionico da Hamiltoniana [39,40], de modo a conhecer a contribuicao de 
cada setor nesta nova algebra. Desta forma, pode-se obter todo o espectro de energia para estes 
setores e conhecer seus novos operadores de abaixamento e de levantamento, como tambem 
a relagao de comutagao entre eles; o capitulo 4 faz uma revisao sobre Estados Coerentes do 
oscilador harmonico, para que se conhega as principais propriedades desses estados, afim de 
fazer uma comparagao com Estados Coerentes do oscilador Isotonico a serem definidos; no 
capitulo 5 esses novos Estados Coerentes para o setor bosonico serao construidos [29] e ai sera 
feita a analise das propriedades de nao-ortogonalidade, super-completude e relagao de incerteza 
minima. As conclusoes serao apresentadas no capitulo 6, incluindo a analise dos resultados 
obtidos e propostas para trabalhos futuros. 
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Oscilador Harmonico Quantico e 
Supersimetria em Mecanica Quantica 

2.1 Oscilador Harmonico Quantico - OHQ 

O problema do Oscilador Harmonico Quantico tornou-se importante para o desenvolvi-
mento da teoria quantica, dado que, nas vizinhangas de um ponto de equilibrio estavel, qualquer 
sistema pode ser aproximado pelo Oscilador Harmonico. Segundo Sakurai [41], do ponto de 
vista pedagogioco, serve para ilustrar os conceitos e metodos basicos da Mecanica Quantica. 

Nao obstante, para que se possa verificar o comportamento do Oscilador de Wigner 
Heisenberg, faz-se necessario partir do OHQ, o qual sera\ tambem, parametro de comparagao 
para verificar a validade do novo oscilador. 

Desse modo, considerando um OH composto por uma particula de massa m, presa a 
uma mola de constante elastica k, em movimento unidimensional sob a agao de uma forga 
elastica de valor — kx, ou seja, obedecendo a Lei de Hook. A sua energia potencial e dada 
por: V(x) = \m UJ2X2, em que w e a frequencia angular do Oscilador Harmonico Classico, 

dada por y^- Nestas condicoes, pode calcular os autokets e autovalores de energia a partir da 
Hamiltoniana basica do sistema, dado por: 

H = f + ^ (2.1) 
2m 2 

Os operadores x ep sao hermitianos, mas, convem definir dois operadores nao hermiti-
anos, aqui definidos por operadores de levantamento (a+) e abaixamento (a~), por razoes que 
serao explicadas mais adiante, dados por: 
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A relagao de comutagao entre esses operadores, tambem chamados de operadores es-
cada, e dada por: 

[ a 'fl ]- = ~2h x + \Ax 
mu) \ mu J 

2hf 

= 1 (2.3) 

A partir dos operadores escada, pode-se construir o operador de niimero (TV), hermiti-
ano, o qual e definido por 

N = a+a~ (2.4) 

Fazendo uso da definigao de tais operadores, obtem-se 

2h \ mu J \ mu J 

5 ( ' + & ) + ( h ) m 
meu p2 \ 1 
~2h \ X + m2u2)~2 
H_ _ 1 
faj ~ 2 

(2.5) 

Este resultado pode ser reescrito como, 

H = hw + ^ (2.6) 

Segundo [41], uma vez que H e uma fungao linear de N, este pode ser diagonalizado 
simultaneamente com H, para que este procedimento seja possivel, representa-se um autoket 
N por seu autovalor n, ou seja, N\n) = n\n). Mas, da equagao de Schrodinger tem-se que 
H\n) = En\n), entao, desse modo (2.6) e dada por 

^ (N + \ ) | n ) = ( n + \ ) M n > ( 2 J ) 

De (2.7) pode-se verificar que os autovalores de energia sao dados por 

E „ = (n + ^)nw (2.8) 
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Do mesmo modo que o operador de numero N foi importante para definir os autoestados 
de energia do OH, ele tambem pode ser utilizado para dar significado fisico aos operadores de 
levantamento e de abaixamento, os quais lhe deram origem. Desse modo, vale observar as 
seguintes relagoes de comutagao. 

[N, a~] _ = [a+o - ,a~]_ = - a " (2.9) 

Da mesma forma, 
[N,a+]- = [ a + a - , ^ - ] ^ (2.10) 

Assim, pode verificar que, 

Na+\n) = (Nfr -cPN + a+N)]*) 

= ( [ A T ^ l . + a+NJIn) 

= (7V + l)a+|n) 

= (n + l)a+|n) (2.11) 

Seguindo a mesma algebra, tem-se, 

NaT\n) = (NaT - a~N + a~N)\n) 

= ([/V,a-]_ + a-AT)|n) 

= ( -a" +a~AT)|n) 

= (N-l)aT\n) 

= (n-l)a-\n) (2.12) 

Segundo [41], estes resultados estabelecem que a^\n) (a~\n)) sao autokets de N com 
autovalores aumentado (diminuido) de um quantum de energia HLU. Dai surge os termos opera
dores de levantamento para a+ e abaixamento para a~. Partindo desta analise, pode-se reescre-
ver 2.11e2.12da seguinte forma, respectivamente: 

W | n + l ) = ( n + l ) | n + l ) (2.13) 

N\n-l) = (n-l)\n-l) (2.14) 

Ou seja, a+\n) eleva os autovalores de energia em um quantum, dai obtem-se \n + 1), 
do mesmo modo, a~\n), abaixa os autovalores de energia em um quantum, por isso o novo 
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autoestado e dado por: \n — 1). Isto implica que a*~\n) e \n + 1) (a~\n) e |n - 1)) serem o 
mesmos a menos de uma constante multipliativa, a qual pode ser exemplificada como, 

ar\n) = c\n-\) (2.15) 

em que c e uma constante numerica. Para a obtengao desta constante e necessarios que os 
autoestados \n) e \n — 1) sejam normalizados. Multiplicando-se ambos os membros de (2.15) 
por (n — l|c*, obt6m-se: 

(n - l\c*a~\n) = \c\2(n - l|ra - 1) (2.16) 

Como, (n — l\c* = (n\a+, tem-se, que: 

(n — l|c*a~|n) = (nla^a'ln) = (n\N\n) = n = \c\2 (2.17) 

Ou seja, 
C=y/7l (2.18) 

Assim, 
a~\n) = c\n - 1) = y/ri\n - 1) (2.19) 

Do mesmo modo, 
a*\n) = c\n + 1) = y/n+l\n + 1) (2.20) 

Fazendo sucessivas aplicacoes do operador a~ em ambos os membros de (2.19) percebe-
se que os autestados vao diminuindo obtendo-se n cada vez menores ate que chegue o final da 
sequencia, desse modo temos que n > 0. Calculando-se a norma de a~\n), verifica-se, por 
definicao, que esta e sempre positiva ou nula, ou seja, 

((n\a+)(ar\n)) > 0 

((n\a*-a-\n)) > 0 

(n|A^|n) = n > 0 

(2.21) 

Logo, n so assume valores inteiros e positivos, portanto o operador de abaixamento (a~) s6 
devera ser aplicado ate que n = 0. 

De (2.8), pode-se verificar que, para n = 0, a energia do estado fundamental do OHQ e 
dada por: 

E0 = ±hu (2.22) 

Ou seja, e a menor energia possivel de ser medida no Oscilador. 
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Analogamente, pode-se analisar aplicagoes sucessivas de a+ ao estado fundamental |0), 
entao, a partir de (2.20), obtem-se: 

entao, para n = 0, tem-se: 

W = { 7 i ) | 0 > = ^ | 0 > 

Para n = 1, tem-se: 

| 2 > = m id 
V2J 

entao, para o enesimo autoestado de energia obtem-se: 

f a + ) n l 
|0) (2.24) 

Assim sendo, pode-se estabelecer os valores de n, entao a equacao (2.8) pode ser revista 
como sendo: 

En= (n+^Jfiw (2.25) 

dado que n = 0 ,1 ,2 ,d iz - se que foram construidos os autoestados simultaneos de N e H com 
autovalores de energia. 

2.1.1 Elementos de Matriz 

Encontrado o espectro de energia do OHQ (2.25), pode-se definir a relagao de incerteza 
entre a posigao (x) e o momento (p) da particula de massa m que compoe o sistema massa-mola. 
Desse modo, faz-se necessario definir os elementos de matriz dos operadores de abaixamento e 
levantamento, afim de determinar os valores esperados de x e p. Entao, os elementos de matriz 
de a~ e a + , sao dados, respectivamente por: 

(n'\a~\n) = (n'\y/n\n — 1) 

= y/n6n'jn-i (2.26) 

(n'\a^\n) = (n'\y/n + l | n + 1) 

= Vn + l<5„/,„+i (2.27) 
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Manipulando (2.2) para que se obtenha o termo (a + a+) e (—o~ + a + ) , tem-se, res-
pectivamente, 

? = y ^ ( - a - + 3 - ) . ( 2 .29) 

Deste modo, e possivel determinar os elementos de matriz de x e de p, 

( n # p | B > = vS ( n ' l p r + ^ ) | n > 

= yJ 2 ~ ; ( ^ B ' . » - 1 + ^ n + l*n',n+l), (2.30) 

(n'|p|n) = i\j^Y~{n'\{-a +a+)\n) 

= i]J-^(-y/nSn',n-i + \/n + l<J„/,„+i). (2.31) 

Como os operadores a~ e a+ nao comutam com o operador N, x e p nao sao diagonals na 
representagao N. 

A partir de (2.30) e (2.31) e possivel determinar os valores esperados de x2 e p 2 para o 
estado fundamental, desse modo, de (2.28), tem-se: 

£ 2 = ( i > " + ^ 2 ( 2 - 3 2 ) 

Assim, 

(x2) = (^)((a-2 + a+2 + a-a+ + a+cr) 
\2m,uj J 

[(0|a~2|0) + (Olo+^O) + (OpTo^'lO) + (Ola+a"^)] 

[<0|a-a+|0>] 

h 
2muj 

h 
2muj 
h 

2muj 

Seguindo o mesmo procedimento, 

(2.33) 

f = - {^^j (a" 2 - a~a+ - a+a" + a+ 2) (2.34) 

Entao, 
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( ? ) = - p ^ ( ( r 2 + r 2 - « r - ^ - y - 2 - ) 

- ( ^ ) [<0|S-2|0> + <0|o«|0) - <0|o-a+|0> - (0 |E*r |0)] 

( mcdh\ 

~ ) ' 
(2.35) 

Neste ponto da discussao sobre o OHQ, e possivel verificar as relacoes de incerteza a 
partir de (2.28) e (2.29). Sabendo que (x) = 0 e (p) = 0 e conhecendo os resultados em (2.33) 
e (2.35), tem-se que: 

<(A£) 2) = <s 2) - (x>2 = J L (2.36) 

e que, 

( (Ap) 2 ) = ( ? ) - (p) 2 = (^) (2.37) 

entao, de (2.36) e (2.37), pode-se verificar que o produto de incerteza minimo para o estado 
fundamental e dado por: 

Este resultado e satisfatorio para uma fungao de onda gaussiana. Para os estados excita-
dos o produto de incerteza sao superiores ao apresentado para o estado fundamental. 

2.2 Principios Basicos de Supersimetria em Mecanica Quan
tica - SUSYQM 

2.2.1 SUSY e o Osdlador Harmonico 

A SUSYQM, em termos gerais tern a finalidade de descrever a estrutura e as proprieda
des de simetrias matematicas da equacao de Schroedinger [42]. Entao, todo sistema quantico 
simples nao- relativfstico, descrito por tal equacao pode ser aplicado ao modelo da SUSYQM. 
Neste afim pode-se iniciar a discussao do tema utilizando modelo padrao do oscilador harmo
nico. A Hamiltoniana HB e dado por: 
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em que, wea frequencia angular do oscilador e h = £;,hea constate de planck. pode-se fazer 
a seguinte consideracao: h = m = 1 com a finalidade de uniflcar o sistema de unidades 
e simplificar os resultados. Pode-se associar a Hamiltoniana HB dois operadores b~ e 6 +, 
chamados operadores de abaixamento e de levantamento, respectivamente. Como p = 
esses operadores sao definidos por: 

b~ = ~{p-iux) (2.40) 
ZUJ 

b+ = -^-(p + iojx) (2.41) 

Substituindo (2.40) e (2.41) em (2.39), obtem-se: 

HB = \u[b+X}+ (2.42) 

em que [b+, b~]+ e o anticomutador de b~ e b+. 
Seguindo o mesmo procedimento realizado com o OHQ, pode-se verificar a acao desses 

operadores num autoestado |n) do oscilador harmonico, de modo que: 

b~\n) = v ^ | n - l ) (2.43) 

b+ \n) = VnTT\n + 1) (2.44) 

Associando um operador de numero bosonico dado por NB = b+b~, obtem-se: 

NB\n)=n\n) (2.45) 

em que n = UB-

Ate aqui os operadores supersimetricos b~ e 6 + , tern seguido a algebra o OHQ da secao 
anterior, sendo assim, e possivel inferir que |n) = Ŝ=p |0), com n = 0 , 1 , 2 , c o m o obtido 
em (2.24). Ainda, pode-se verificar que sendo |0) o estado fundamental, entao, b~~ |0) = 0. 

As relagoes de comutagao entre os operadores b~ e b+ podem ser observadas partindo 
da condigao de que [x, p\ — i, ou seja: 

= 1 (2.46) 

Por consequencia, seguem-se as seguintes relagoes: 

[6-,6-]_ = 6 + ]_ = 0, (2.47) 

(2.48) 
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= -uJb+. (2.49) 

Utilizando o resultado obtido em (2.46) pode-se reescrer (2.39) como, 

HB = u (b+b~ + M = u (NB + (2.50) 

Analogamente a (2.25), o espectro de energia sera, 

EB = u(nB + ^\ (2.51) 

Deste modo, na equagao (2.42) percebe-se que a Hamiltoniana HB & simetrico a relagao entre 
b~ e b+, ou seja, confirmando a ideia de que as partfculas associadas obedecem a estatistica de 
Bose. 

Substituindo os operadores b~ e b+ em (2.3) pelos operadores correspondentes do osci
lador fermionico pode-se obter um Hmiltoniando fermionico Hp, em que: 

HF = ^[a+X\- (2.52) 

Em que, o4" e a~ sao os respectivos operadores de levantamento e deabaixamento do oscilador 
fermionico, os quais satisfazem as seguintes condigoes: 

[ a - , o + ] + = l (2.53) 

[a~,a~]+ = [a + , a + ]+ = 0 (2.54) 

Analogamente ao operador NB, pode-se definir o operador de numero fermionico como 
sendo, Np = a^a~. 

NF = ( o + a " ) ^ - ) 

= (a+a') = NF (2.55) 

ou seja, 
NF(NF — 1) = NF (2.56) 

De acordo com (2.54) e (2.56), NF restinge-se aos autovalores 0 e 1 apenas, este ultimo 
resultado ainda esta em conformidade com o princfpio de exclusao de Pauli. A natureza antisi-
m^trica de HF diante das relagoes entre a~ e a4" sugere que tais objetos satisfazem a estatistica 
de Fermi-Dirac [43]. Tais objetos sao chamados de fermions. Do mesmo modo como acontece 
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com 6 e b+ em (2.40) e em (2.41), os operadores a e o+ tambem admitem uma representagao 
em termos de matrizes de Pauli, ou seja, 

^ = \<*+ (2.57) 

e 

o~ = if-, (2.58) 

em que a± — o~\± iat e [<r+, cr_] = 4(73, sabendo que, 

- = ( i i ) , < T 2 = 0 o ) e < T 3 = l : "• ( 2 5 9 ) 

Aplicando (2.53) em (2.52), pode-se obter: 

HF = ujF [Np - - ) (2.60) 

o espectro de energia e dado por: 

2 

UF~\ 1 

em que n p = 0,1,2,... 
Em SUSY e interessante considerar [43] a composigao da energia pela superposigao do 

oscilador bosonico e fermionico. Ou seja, a energia E do sistema sera dada pela soma de E B e 

E F , 

E = u ( n B + ^ + o;F ^ n F - | J (2.62) 

Observando (2.62), percebe-se que se ocorrer uma destruigao de um quantum de energia boso-
nica ( n B - > n B — 1) e simultaneamente ocorrer uma criagao de um quanmm de energia fermi-
onica ( n p —• rip + 1), ou vice-versa, a energia total do sistema permanecera inalterada, desde 
que as frequencias naturais fossem definidas como sendo iguais, w = u p . A essa simetria da-se 
o nome de "super-simetria"(SUSY) e o espectro de energia correspondente e dado por: 

E = u ( n B + n F ) (2.63) 

No estado fundamental ( n B = n p = 0) a energia total e nula e nao-degenerada e a SUSY 
e preservada (nao quebrada), neste estado nao existe contribuigao bosonica e nem fermionica. 
Observando (2.51) E (2.61), percebe-se que individualmente estes valores de energia sao | para 
o oscilador bosonico e para o fermionico, no estado fundamental, deste modo, percebe-se 
que estas quantidades sao diferentes de zero. No entanto, exceto para o estado fundamental, o 
espectro (2.63) e duplamente degenerado. 
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Segue-se tambem de uma forma bastante trivial que, desde que uma degenegecencia 
SUSY surge por causa da destruigao quantica simultanea (ou criacao) de um quantum bosonico 
e criacao (ou destruigao) de um fermionico, os geradores correspondentes devem se comportar 
como 6 + a + (ou b+a~) [42]. Definido operadores chamados de supercarga ou sobrecarga (Q~ e 
Q+) como, 

Q- = y ^ J - <g, a+ (2.64) 

e 

Q+= y/ub+<8>a- (2.65) 

desse modo, a Hamiltoniana pode ser expresso por, 

H = uj(b+b- + a+cT) = [Q~, Q + ] + (2.66) 

e H comuta tanto com Q~ quanto com Q+, 

[ Q - , ^ ] _ = [ Q + , r 7 ] _ = 0 (2.67) 

e ainda, 
[Q-,Q-}+ = [Q+,Q+]+ = o (2.68) 

em que H corresponde a uma base no espago de Hilbert composto por HB ® Hp. De (2.67) 
pode-se verificar que Q~,Q+ e H obdecem entre si uma algebra que envoive relagao de comu
tagao e de anti-comutagao, tal algebra e conhecida como uma algebra graduada. 

Desse modo, establece-se que o papel de Q~ e Q+ e a de converter um estado bosonico 
(fermionica) para um estado fermionica (bosonico). Do seguinte modo, 

Q~ \nB, np) = y/uriB \TIB - l,np + 1) (2.69) 

Q+ | n B , nF) = y/uj(nB + 1) \nB + l,nF - 1) (2.70) 

Para os casos em que nF e maior ou igual a zero(nF = 1, T\B = 0) e nF = 0, Q+ \UB, nF) = 0 
e Q~ \TIB, rip) = 0. respectivamente. 

para interpretar fisicamente a Hamiltoniana supersimetrica H, pode-se utilizar a repre-
sentagao de (2.40), (2.41), (2.57) e (2.58) para os operadores bosonicos e fermionicos. De 
(2.66), tem-se: 

ff = i(j? + w W J °^ + l

ra3 (2.71) 

Fazendo as operagoes com os elementos de matriz em (2.71) obtem-se as duas componentes de 

H, 

H+ = - ~ + \(u2x2 -u) = ub+b- (2.72) 
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Em termos dos operadores A e A+ a Hamiltoniana H pode ser reescrita como, 

2H = ±IA-,A+]+1+±CT3{A-,A^ (2.81) 

Expressando H em termos de uma matriz diagonal, tem-se: 

H = diag{H-, H+) = ^diag(A~ A+, A+A~) (2.82) 

Na literatura e comum referir-se a f7_ como o setor fermionico e H+ como o setor bosonico de 
H. 

2.2.2 Propriedades das Componentes da Hamiltoniana 

As componentes H- e H+ da Hamiltoniana SUSY H sao quase isoespectrais, isto e, 

possuem espectros de energia similares, ou seja, 

= E+ri (2.83) 

em que, 

B-{A-i£) = \A-A+(A-ri) 

= A - ( I A + A - ^ 

= Et{A-tt) (2.84) 

em que e o espectro de energia de Contudo, A~ipQ e trivialmente zero desde que V'o" 
seja solucao do estado fundamental H+ [42], satisfazendo, 

+ ( ^ 2 - ^ ' ) ^o + = 0 (2-85) 

Assumindo assim a seguinte condigao, 

</>0

+ = Cexp (- J* W(y)dySj , (2.86) 

em que C e constante. 
Conclui-se entao que o espectro de i / _ e H+ sao identicos, exceto para o estado funda

mental (n = 0), que nao e degenerado com a componente //+ de H. Este e o caso de SUSY nao 
quebrada (estado de vacuo nao degenerado). No caso de quebra espontanea, H+ e podem 
possuir qualquer funcao de onda nao-normalizavel no estado fundamental e seus espectros se-
riam semelhantes, ou seja a nao-degenerescencia do estado fundamental 6 perdida. Uma forma 
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de perceber esta condigao e se W(x) for uma funcao fmpar. Como exemplo, pode-se verificar o 
caso W(x) = LUX. Por outro lado, se W(x) e uma funcao par, ou seja, ela mantem o mesmo si-
nal em x y ± 0 0 , a condigao quadrados integraveis pode ser descumprida. Um exemplo tipico 
e W(x) = x2 [42]. 

De (2.83) e (2.84) pode-se obter os seguintes autovalores de H±: 

ff+^i = (2-87) 

H . ^ = E ^ ^ ~ \ (2.88) 

se A~II)Q = 0 existe um autoestado normalizavel ip0 de H+, entao, H+IJJQ = ^A+A~tpQ = 0, 

sabendo que o estado fundamental de H+ possui um autoestado normalizavel com o autovalor 
EQ = 0. Desse modo, H- nao possui autoestados normalizaveis no estado fundamental. 

Os espectros de energia de H+ e H- estao relacionados e utilizando a decomposigao 
(2.82) pode-se inferir a partir de (2.87) e (2.88) as seguintes equagoes de autovalores: 

= E~(A+i;-) (2.89) 

H-(A-4>i) = ±A-A+(A-i£) 

= A-H+1>i 

= E+(A-i/>+) (2.90) 

Desse modo, o espctro de energia e as fungoes de onda de H+ e H- [34] sao dadas por: 

E~ = E „ +

+ 1 , ( 2 . 9 1 ) 

comn = 0, l , 2 , . . . e f j = 0 . 

i>n = ( 2 E „ +

+ . ) ^ A - ^ J h , (2.92) 



C A P I T U L O 3 

Estados Coerentes 

Em 1926, logo apos a descoberta da Mecanica Quantica, Schrodinger [7] propos o con-
ceito do que agora se concebe por "estados coerentes", os quais estariam conectados aos estados 
classicos do oscilador harmonico quantico. Segundo [8], Schrodinger investigou a possibilidade 
de se construir autofungoes quanticas, para o OHS (Oscilador Harmonico Simples), com as se
guintes caracteristicas: Estados quanticos descritos por fungao de onda gaussiana geral (relagao 
de incerteza minima), com largura gaussiana que descreve o estado fundamental, que tivessem 
momento linear e energia arbitraria, que seguissem a trajetoria de uma particula classica no 
potencial e nao mudassem sua forma com o tempo. Mas s6 na decada de 1960 que esses es
tados foram explorados com mais afinco por Klauder [17], o qual fez uso desses estados ditos 
quasi-classicos para verificar a equivalencia entre as descrigoes da mecanica semicl&ssica e da 
mecanica quantica quantica de feixes de luz com estatistica arbitraria, considerando apenas efei-
tos lineares. Em 1963 Glauber [18,19] e Sudarshan [45] descreveram consistentemente a teoria 
quantica da coerencia dptica. Posteriormente, Glauber mostrou que os estados quanticos de um 
campo de radiagao sao os autoestados do operador de abaixamento dos quanta do campo ele
tromagnetico, ele tambem denominou esses estados de coerentes. No decorrer do tempo, varios 
outros autores exploraram esta tematica e desenvolveram formas de obter os Estados Coerentes 
do OHQ (Oscilador Harmonico Quantico). Em 1985 Klauder e Skagerstam [46] publicaram 
um livro em que foi catalogada toda a literatura a respeito dos Estados Coerentes e suas apli-
cagoes. Mas, sem querer atingir tal nivel de detalhamento sobre o tema, far-se-a uma revisao 
sobre Estados Coerentes, atraves do algotitmo para sua construgao de acordo com a proposta de 
Zhang [47], o qual descreve tais estados de forma abrangente e didatica para um dado sistema 
fisico. 

De acordo com Glauber [19], os Estados Coerentes do campo eletromagnetico podem 
ser construidos atraves de tres definigoes matematicas: 

Definicao 1: Os Estados Coerentes, chamados de |a), sao autoestados do operador de 
abaixamento a do Oscilador Harmonico (OH), ou seja: a \a) = a \a), em que oeum numero 
complexo. 
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Definicao 2: Os Estados Coerentes, \a), pode ser obtidos atraves da aplicagao do ope
rador deslocamento D(a), definido por: D(a) = exp(aa+ — a*a~) 

Definicao 3: Os Estados Coerentes \a) sao estados quanticos com relagao de incerteza 
minima. 

Como tais estados sao fungoes gaussianas, eles satisfazem a relagao de incerteza minima 
de Heisenberg. Para verificar tal propriedade e importante que se obtenha o valor esperado da 
posigao x e do momento px da particula, em termos dos operadores escada a+ e a~. 

J -x= ( J L ) ( a * + o") (3.1) 
\2muj 

p I = - » ( ! I ^ ) V - r ) . 0.2) 

O valor m6dio dexe dado por: 

(x)a = (a\x\a) 
i 

h \ 1 

2muj 

h 
2moj (a + O . (3.3) 

em que (a \a})+ = ((a\a+) — a*\a). 
Do mesmo modo, o valor medio de px pode ser verificado a partir de: 

(Px)a = (0t\Px\0t) 

i 

De acordo com Sakurai e Griftths [41,48]: n = a+a~, H = n + | e \a~,a+]- — 1. 
Aplicando essas propriedades respectivamente em (3.3) e em (3.4), pode-se verificar que os 
valores esperados de x2 e de p2 para um Estado Coerente a e: 

^ ° = ( 2 L ) t + { a + a * n ( 3 - 5 ) 
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Sabendo-se que: 

( A x ) Q = [ ( x 2 ) Q - ( ^ ] i 

aplicando (3.3) e (3.5) em (3.7), obtem-se: 

(3.7) 

( A x ) a = h V 
2 ma; 

do mesmo modo, 

( A f t ) - « [ < £ > . - < f t > 2 * . 

substituindo (3.4) e (3.6) em (3.9), obtem-se, 

(3.8) 

(3.9) 

( A p z ) Q = 
mhu\ 2 

(3.10) 

Portanto a partir de (3.8) e (3.10), pode-se verificar que a relagao de incerteza e dada 

por: 
{Ax)a(Apx)Q = 5 (3.11) 

Percebe-se do resultado em (3.11) que a relagao de incerteza e independente do tempo, 
o que significa que o pacote de onda retido e minimo em qualquer instante, resultando num 
Estado Coerente com pacotes de onda de dispersao minima. Segundo Nieto e Simmons [49] as 
tres definigoes acima citadas levam aos mesmos Estados Coerentes equivalentes para OH. 

Segundo Zhang [47], Glauber, cosiderou fisicamente a fatorizagao para todas as ordens 
das fungoes de correlagao do campo eletromagnetico atraves da construgao dos Estados Coeren
tes do campo, utilizando a algebra do OH. Glauber [19] construiu tais estados a partir das tres 
definigoes matematicas acima citadas. Mas pode-se perceber que nem todos os sistemas fisicos 
sao contrufdos a partir da algebra do OH, entao, e possivel, nos dias atuais, generalizar esses 
estados coerentes do campo eletromagnetico para sistemas com propriedades dinamicas diver-
sas. Como a Hamiltoniana e o espago de Hilbert completo determinam a dinamica do sistema 
quantico, primeiramente, e preciso verificar a estrutura da Hamiltoniana do sistema. Assim, em 
6ptica Quantica o sistema e o campo eletromagnetico pode ser dado por: 

k,a 

(J 
(a) 
+ -

(a) ' 

"at (3.12) 

Em que huk e a energia do campo de modo k, jka sao os coeficientes de acoplamento entre o 
sistemaatomicoe o campo eletromagnetico, N e o numero de atomos, marcadopelo indice a e 
< T 0

q \ e <T^ sao os operadores de "spin", exclusivos para o caso de uma Hamiltoniana para 
um sistema de dois niveis. 

Para obter a devida generalizagao do sistema, pode-se considerar o coeficiente de acom-

plamento como uma constate,ou seja, 7fcQ = 7. Considera-se ainda que os N atomos sao fontes 
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de energia continua. Portanto, ao calcular a media dos operadores de "spin", obtem-se implici-
tamente ao resultado, os termos \k(t) e \*k(t). Desse modo, a equacao (3.12) reduz-se a: 

= Y fo&Uk + Y N ' K + A K * K ] + cte 
k k 

= £ t f j f + cte, (3.13) 

em que, 
tff = fo^a* + Xk(t)at + A£(t)<£ = # 0 + Hinter. (3.14) 

Na equacao (3.14), tem-se a descricao de um sistema optico tomando como modelo o 
OH em um campo externo, de modo que, H0 esta relacionado ao campo eletromagnetico livre 
ou OH livre e Hinter descreve a interagao entre o campo eletromagnetico e a fonte externa 
dependente do tempo. 

3.1 Estrutura da Hamiltoniana do Sistema 

Para a construgao dos Estados Coerentes e preciso verificar a Estrutura da Hamiltoniana 
do Sistema. Tratando como unico modo da Hamiltoniana (3.14), observa-se tres propriedades a 
saber: 

(a) A Hamiltoniana (3.14) e uma combinagao linear dos operadores de abaixamento a + 

e de levantamento a~ do OH, em que n = a+a~ 6 o operador de numero. Desse modo tem-
se que os operadores (a~,a+,n) e o operador unitario / obedecem as seguintes relacoes de 
comutagao: 

[ n , a + ] = + a + (3.15) 

[n,J] = 0 (3.16) 

[ n , r ] = - a " (3.17) 

[ a V ] = 0 (3.18) 

[ a - ,o* - ]=+7 (3.19) 

[ a " , / ] = 0 (3.20) 

Em linguagem de Teoria de grupos, diz-se que os operadores (a~, a+, n, 7) abrangem a algebra 
de Lie, denotado por II4, conhecido por grupo de Heisenberg-Weyl [22,50]. 



Estados Coerentes 24 

(b) O espago de Hilbert para o grupo H4 6 gerado por um numero de autoestados 
(|0), | l), . . . , |n)),em que: 

n\n) = n\n) (3.21) 

e 

| n ) = { ^ l 0 ) - ( 3 - 2 2 ) 

(c) O Estado Fundamental (estado de vacuo) ocorre quando n = 0, ou seja, |0), desse 
modo, os autoestados de energia de H0 sao dados por: 

H0\n) = hwn\n). (3.23) 

3.2 Constru^ao dos Estados Coerentes 

A partir das condigoes definidas em (a), (b) e (c), pode-se construir os estados coerentes 
em tres etapas a seguir: 

1. Zhang [47], chamou esta etapa de subgrupo de estabilidade, pois permite que o estado 
fundamental se torne invariavel. Este subgrupo se aplica a todas as operagoes h da forma: 

h = ei(Sn+^I)^ ( 3 2 4 ) 

Para, n = 0, entao: 
h\0) = e*. (3.25) 

2. Nesta etapa, tem-se o que Zhang [47] chama de espago lateral, o qual fornece ope
radores ao subgrupo de estabilidade para que se construa os Estados Coerentes. Para//4 com 
o subgrupo de estabilidade, o espago lateral e o conjunto de elementos ft que fornecem uma 
decomposigao unica para qualquer elemento g € H4, ou seja, g = Dh. Um exemplo de ele
mento tipico de tal espago 6: D(a) = exp(aa* — a*a), em que a e complexo e arbitrario. O 
argumento do operador exponencial e anti Hermitiano e corresponde a uma transformagao no 
piano complexo (c —> c + a), ou seja, trata-se de um operador deslocamento. 

3. Os Estados coerentes sao definidos pela agao do espago lateral sobre o estado funda
mental, ou seja, 

g\0) = D(a)h\0) 

= D(a)\0)eiip 

= exp(aa+ — a* a~) \0)etip 

= eQ^e-a'^~e-^'-a'u~]\0)eiip. (3.26) 
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Mas, 

[aa*,-a*a } = aa+(-a*a ) - (-a*a )ai 

= —\a\ a/a + |a| a a/ 

= \a\ (a~a* — a^a-) 

Desse modo, tem-se: 

|a| 2. (3.27) 

g\0) = e a o V a * a e-^2\0)eiip 

= D(a)\0)e^ = \a)eiip. (3.28) 

Mas, 

e-,.-m = ±t^rm 
ft* 

n=0 
= |0). (3.29) 

Assim, segue que: 

p|0> = e a o V * , a | 2 | 0 ) e i * 

(aa+)' 

n 
n=0 

= e 2 n! 
n=0 

= e 2iQi \ , n)e 
o n! 

n=0 

n=0 

= D(a)\Q>)e^ = |a)e i v\ (3.30) 

em que |a) e um Estado Coerente, identico ao definido por Glauber. Pode-se perceber que a 
construcao deste estado foi realizada baseando-se em um grupo teorico, mas esse algoritmo 
tambem pode ser seguido em caso de uma generalizagao para a Hamiltoniana pertencente a 
grupos dinamicos. 

As propriedades dos Estados coerentes do campo eletromagnetico podem ser interpre-
tadas para grupos teoricos e seguindo o mesmo raciocinio, podem ser generalizadas. Estas 
englobam as propriedades e as expansoes do espago de Hilbert, as quais serao analisadas a 
seguir. 



Estados Coerentes 26 

3.3 Propnedades do Espago de Hilbert 

As Propnedades do Espaco de Hilbert sao verificadas a partir da Nao-Ortogonalidade e 
da super-completude. 

3.3.1 Nao-Ortogonalidade 

( a | a ) = e 2

| Q | 2 | Q | \ i ' ( n | m ) 
~—: Vn! v m ! n=0 m=0 

(a*a')n 

n=0 n! 

Mas, 

Desse modo, tem-se: 
71=0 

1 i |2 1i„/i2 . i 

TV. 

{a\a') = e-5'a" e"^ 1 eQ a 

= exp 1. 1, „o 1 . . 1 
- d a l 2 - - | a ' | 2 4- i Q * a ' + ^a*a' 

= exp 

= exp 

= exp 

= exp 

1 
— ^aa* — ̂ a'a'* + \a*a' + \a*a' — ^aa'* + 

Zd jL m 

—- (QQ* + a'a'* - a*a ' - a*a' - aa'* + aQ**) 

i (a*a ; - aa'*) - J(aa* - aa'* - a*a' + a'a'*) 
— Z 

-(a*a' - aa'*) 
2V 1 exp - \ ( \ a - a ' \ 2 ) 

Segundo Gerry e Knight [51], pode-se verificar que: 

|(a|a')| 2 = exp - h a - a'\2 + i(a*a' - aa'*) exp 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

- i | a - a'| 2 + - (aa'* - a*a') 
z z 

= exp (—|a — a'| 2) . (3.34) 

Pode-se percerber que |(a|a')| 2 ^ 0, ou seja, os Estados Coerentes \ a ) nao sao ortogonais, mas 
sao normalizaveis. 
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3.3.2 Super-Completude 

Para Glauber [19] a Super-Completude e a resolucao da identidade em termos de Estados 
Coerentes e nao possui solucao unica. A resolucao geral e dada por: 

(3.35) J \*) — (<*\ = 

e pode ser demonstrada tomando-se, 
a = re* (3.36) 

em coordenadas polares, obtem-se: 
d2a = rdrdO. (3.37) 

Substituindo (3.30) em (3.35), obtem-se: 

/ I « X « I * « = j ^ Y L ^ S ^ ^ 
= yyll^M r e - r \ n + m + l d r [ 2 \ i ° ( n - m ) M 

E l")("I r 
n! io 

\n)(n\ n\ 
n\ 2 

= jr. (3.38) 

De acordo com Zhang [47], os Estados Coerentes sao super completos por possuirem 
um unico fndice continuo em um espaco de Hilbert, com base contavel. 

3.4 Expansoes no Espaco de Hilbert 

Pode-se expandir o espaco de Hilbert atraves de tres metodos principals: Escrevendo os 
Estados Coerentes em termos de estados diagonals, utilizando estados arbitrarios expandidos 
em termos de estados Coerentes e utilizando o metodo dos operadores gerais em termos dos 
Estados Coerentes. Segue abaixo a descricao de cada metodo: 
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3.4.1 Estados Coerentes em Termos de Estados Diagonals 

£ o metodo caracterizado pela expansao dos Estados Coerentes em termos dos autoes-
tados do operador de numero (estados de Fock). 

\a) = D(a)\0) 

= exp [~\<**aj £ < t o + ) * ( n ! ) - 1 | 0 ) 

= exp(^-^a*a^^(a)n{n\)-^n). (3.39) 

3.4.2 Estados Arbitrarios Expandidos em Termos de Estados Coerentes 

E um metodo que utiliza um estado arbitrario expresso em termos do estado |n),na 
forma: 

W = J2cn\n) = ^Cn^j-2\0). (3.40) 
(n!)V2 

Em que X T \Cn\2 = 1- Utilizando a eq.(3.35)e possivel expandir \ip) em termos de Estados 
Coerentes, dado que: 

m = J \a){a\i>)^. (3.41) 

Como, 

Desse modo: 

71=0 

= e-i' a' a/(a*). (3.42) 

W) = j \a)f{a*)e-^\2<^, (3.43) 

onde,/(a*) = £ ~ 0 C n ^ f 

3.4.3 Metodo dos Operadores Gerais em Termos de Estados Coerentes 

Segundo Klauder e Skagerstam [46], consiste em compreender o operador B da meca-
nica quantica no dominio dos Estados Coerentes. Tal operador pode ser expresso em termos de 
elementos de sua matriz conectando os estados quanticos com um numero fixo, ainda, segundo 
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Gerry e Knight [51] Podemos, em condigoes adequadas, o operador B as vezes e chamado de 
representagao P, de modo que, 

B = ] T | n ) £ n m ( m | . (3.44) 
n,m 

A partir da eq.(3.35), pode-se obter: 

/ w ,.<Pad2a' 
B = J J \a)(a\B\a')(a' 7T~ 

I J \a)(a\B\a'){a'\exp i | a | 2 -I- i \a'\2 exp — i | a | 2 — i \a'\2 
(fad2 a' 

7T 
(3.45) 

Em que, 

B(a*,a') = (a\B\a')exp 

= (a y^Bnm 

\ n,m 

Mas, sabe-se que: 

n ) (ra|o/)exp 
2 W + 2 H 

(a| = e - i | a | ^(a*) n (w!)* 1 / 2 {n| . 
n 

Entao, pode-se obter o Estado Coerente |a')da seguinte forma: 

|a) = e - 3 | a ' 1 2 £ ( a O r o ( m ! ) - 1 / 2 | r o > -
771 

De (3.44) e (3.45), obtem-se: 

B(a\a') = c -JW ^ ^ ( a * ) " ^ ! ) - 1 / ^ ^ ! ^ 
71,771 71 

e "^ Q ' ' 2 5 Z ( a ' ) m ( m ! ) _ 1 / ^ m l m ) e ^ 
771 

= ^ ^ ( ^ ) n ( a , ) m ( n ! m ! ) " l / 2 -

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

2 H + 2 H 

(3.50) 

A fungao -B(a*, a') determina completamente o operador B e trata-se de uma fungao analitica 
de duas variaveis complexas a' e a*. 

Esse operador B, desempenha um papel na distribuicao de probabilidade dos Estados 
Coerentes, esta distribuicao pode ser definida como apenas o valor esperado do Estado Coerente. 
Existem outras distribuicoes de probabilidade que definem as caracteristicas quasi-classicas 
dos Estados Coerentes na medida em que os estados de descrevem o campo com propriedades 
proximas ao que seria de esperar para o oscilador classico de campos coerentes. Certos efeitos, 
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entre eles sendo quadratura e amplitude (ou numero) comprimida, so podem ocorrer para os 
estados para a qual as fungoes P sao altamente negativas ou singulares. Por esse motivo, o varias 
formas de comprimir tais estados sao conhecidos como efeitos distintamente nao cl&ssicos [51], 
aqui nao discutidos. 



C A P I T U L O 4 

Algebra de Wigner-Heisenberg 

Na decada de 1950, Wigner [20] interessou-se em saber se equacoes do movimento 
determinam unicamente a relacao de comutagao dos operadores. Tal indagacao o levou a inves-
tigar quais as consequencias caso as relacoes de comutacao de Heisenberg fossem deformadas. 
Iniciando esta discussao pela Hamiltoniana do oscilador harmonico, tem-se: 

2m 2 

Pode-se definir dois operadores nao-Hermitianos: 

a- = J ^ , ^ = ™ [x-•£-), (4.2) 
' 2h V rnuj J ' \J 2h \ mw) 

A relacao de comutagao entre os operadores de levantamento a+ e de abaixamento a~ e dada 

por: 

= g M f t f i - + ifoS}-) = I- (43) 

Os operadores a~ &a+ nao comutam, pois [x, p]- = 
Para obter a Hamiltoniana de Wigner, deve-se considerar as unidades ditas naturais, ou 

seja, h = m = UJ = 1. Desse modo, tem-se: 

S - l ( 3 » + fP), (4.4) 

desse modo, pode-se definir os operadores escada chamados de levantamento (a+) e de abaixa
mento 

a+ = -^(vp-x)-, (4.5) 
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de modo que (a + ) t = a . Calculando a relagao de anticomutagao entre os operadores a~ ea+, 
tem-se: 

[a _ ,a + ]+ = ^[(-ip-x),(ip-x)]+ 

= f + x\ (4.7) 

assim, por (2.4) - (2.7), pode expressar 

(4.8) 

Agora, e possfvel calcular as relacoes de comutagao entre os operadores escada e a Hamiltoni
ana de Wigner: 

-(a + a^a"), a~ 

= 3+, (4.9) 

generalizando, tem-se a seguinte equagao de movimento de Heisenberg [20]. 

[H,a±]^ = ±a±. (4.10) 

De acordo com Yang [52] e Mehta et. al. [27], uma modificagao na relagao de comutagao 
entre os operadores a+ e a~ gera uma nova algebra sem alterar as equagoes de movimento ja 
vistas. Fazendo, 

[ a - / ] = l + cR, [x,p\ = i(l + cR), (4.11) 

em que c e uma constante real [52], a qual esta relacionada com a energia do estado 
fundamental de H e R e um operador abstrato, Hermitiano e unitario. 

Desse modo, valem as seguintes propriedades: 

R= $ = R~l- (4.12) 

# = 1; 

[R1ak]+ = 0i [R,H±]-=Q. 

(4.13) 

(4.14) 
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De (2.4) e (2.11), verifica-se que: 

H = i (a'a* + a+a -) 
z 

= - (a~a^ 4- a^a~ 4- a^aT — a*a~) 

= ]-(a~a* — a+a~ + 2a4" a - ) 

= a+a~ 4- a4"]-

= a + a - + i ( l + cR), (4.15) 

ou 

/ / = - (a - a 4 " + a^a - 4- a "a4" — â a"1") 

= ^(a^a~ — a'a4" + 2a~a+) 
z 

= a'a4" 4 - [ a 4 - , ^ - ] -

= a'a* - + c#). (4.16) 
tU 

O operador abstrato (operador Klein) investigado por Yang [52] e realizado pelo ope
rador de paridade ±P [52-55]. 

4.1 Super Realizaeao da algebra de Wigner- Heisenberg 

As relacoes de comutagao (2.7), (2.9), (2.11) e (2.14) formam a algebra de Wigner- Hei
senberg (WH), que tambem e conhecida como algebra paraBose [53] para um grau de liberdade. 

No capftulo 2, fez-se uma breve introdugao sobre os principios basicos da SUSYQM, de 
modo a priorizar a familiarizagao desta linguagem alg6brica. Neste momento, far-se-a uso da 
mesma algebra, com o diferencial que aqui necessita-se aplicar os conceitos da SUSY a algebra 
WH e por isso e necessario todas as passagens matematicas sejam mais detalhadas. 

Segundo Jayaraman e Rodrigues [39], a algebra WH permite gerar a chamada super-
realizagao, que consiste em obter as coordenadas bosonicas (x, —id/dx) e as fermionicas, re-
presentadas pelos operadores (b^ que comutam com o setor bosonico e sao representados em 
termos das matrizes de Pauli cr̂ , com (« = 1, 2 e 3), atrav6s das seguintes combinagoes: 

- C O — 0 »)—(-0-
 <4,7) 
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Entao, os operadores b± sao dados por: 

l o o / 

0 1 \ 0 -i 

1 0 / L i 0 

(4.18) 

De (2.18), ainda pode-se obter: 

do mesmo modo, tem-se que: 

(b-f = 
0 0 \ 
0 0 ' 

(4.19) 

b+ = a- = -(ai - i(T2) 

(4.20) 

;+\2 _ (b+) 
0 0 
0 0 

(4.21) 

A relagao de anticomutagao dos operadores b e b+ e dada por: 

[b-,b+}+ = (b~b+ 4- b+b~) 

( 0 1 \ / 0 0 
0 0 

1 0 
0 1 

1 0 
0 0 
1 0 

0 1 
0 0 

(4.22) 

desse modo, tem-se que: 
[b-y\+ = 1, 

entao, o operador de numero fermionico e dado por: 

(4.23) 

Nf = b+b~ = a.a+ 

= J ( l - * 3 ) 

(4.24) 
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As matrizes de Pauli tambem podem ser associadas as relagoes de comutagao das coor-
denadas bosonicas, deste modo pode-se gerar toda a algebra para o setor bosonico, assim como 
foi feito para o setor fermionico. Sabendo-se que: 

a •± 1 
V2 

d 
S ±(c/2) = -y= ±G\ — =F 7ra^ -<J\x\. 

dx 2x 

A partir de (2.8), pode-se fazer: 

1 
H± _> H±(C,2) = - | T (c/2),a*(c/2)] + l 

(4.25) 

(4.26) 

em que: 

p-(c/2),a*(c/2)]+ - a"(0/2)0^(0/2) + a*-(c/2)cr(c/2). 

Fazendo-se primeiramente a~(c/2)a+(c/2)ift: 

(4.27) 

a {c/2)a+{c/2)%l> = ^ + ^ £ T l < T 3 ~ a i Z ) ~ ^ C T l C T 3 ^ ~ < T l 1 ^ ) 

1 / (ftp c di/> c 2 , c , di/> c , , 2 A 
+ l/> + Z — + — r V + - X— +<J3-1p + X tp I , 

2 ax 2 J dx 4x2 
(4.28) 

consequentemente, a+(c/2)a (c/2)ip, e dado por: 

a+(c/2)a~(c/2)rp = \{^l~j~x'~ 5£ffia* ~ a i X ) (-<Tl ^ + ^ C T l ( T 3 ^ ~~ fflX^) 

1 / d 2 ^ _ c 
2 V dx2 2x 2 

1 / d2!/; c , . di/> , c 2 c thl> c • \ 
dr 2 

(4.29) 

De (2.28) e (2.29), obtem-se: 

[a-(cl2),a+(cl2)\^ = \ ( - 2 
dx2 x2 

• ) • 

assim, 

(fib c , 0 c2 , o , 

Entao, H(c/2) sera dado por: 

(4.30) 

(4.31) 

H(c/2) = -
dx2 + 2 (73 /C\ / C (4.32) 

Fazendo uso da matriz de Pauli cr3 em (2.32), obtem-se a seguinte formagao matricial: 

H(c/2) = 
# _ ( c / 2 - l ) 0 

0 # + (c /2 + 1) 
(4.33) 
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em que: 

ff_(c/2-l) = - dx2 + (4.34) 

ff+(c/2 - 1) = -
dx2 + x 2 + 2 ^ ( i + 1 ) ] = ^ - ( c / 2 ) - ( 4 - 3 5 ) 

De (2.32) verifica-se que o termo de potencial no setor bosonico da Hamiltoniana do Os
cilador Isotonico, que equivale ao oscilador harmonico na presenga de uma barreira centrifuga 
e dado por: 

Partindo-se dos operadores escada a^(c/2) em (2.25) e da Hamiltonianda de Wigner 
(2.32), pode-se verificar que suas relagoes de comutagao determinam a algebra do setor boso
nico como ja foi citado. Assim, segue: 

[H(cft),a+(cft)]-~±{1f (c/2)o* (c/2) + o+ (eft-fir (eft), a+ (eft)] _. (4.37) 

Para facilitar a notagao dessa algebra, considera-se a partir deste ponto: a ±(c/2) = a* e 
//(c/2) = H, ja que todos os calculos sao restritos apenas ao setor bosonico. 

Retomando o desenvolvimento da algebra, far-se-a uso das propriedades das relagoes de 
comutagao, desse modo, tem-se: 

[#,o+]_ = i ( [a-o f ,a H - ]_+ [a+cT,a+]^ 

= ^•(aTa+a+ — a*a~a* + a4" a -a 4" — a^a^a") 
4m 

= -([a-,a+)-a+ + a^[a-X}-). 

De (2.25), obtem-se: 

(4.38) 

[a ,a/]-ip = (a ar—a/a )ip 

i i 4 ( T 3 C / 

= ^ + er3n/> 

= (1 + ca3)ip, (4.39) 

entao, 

[ S / ] - = -[(1 +073)0++ 0^(1+ ar 8)] 

= 4- co^a4" + 0+1 + ccr3. (4.40) 
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Neste caso, e necessario conhecer a atuagao de a 3 em a+ e vice-versa: 

~+ 1 / d c 
a3a = -j= I ~ 2^a3 îO"3 - o^oix 

h ( _ < T i < T 3 £ + l r i a 3 < T 3 + w ) • ( 4 - 4 1 ) 
V2 

do mesmo modo, 
1 / d c \ 

0^3 = I ^1^3^ ~ 2̂ 1̂̂ 3̂ 3 - ^1^3^ I , (4.42) 

entao, a3a+ = —a+a3, de forma que: 

[ a V 3 ] _ = 0 . (4.43) 

Retomando (2.40) conclui-se que: 
[5,o + ]_ = o +. (4.44) 

Analogamente: 

= i ( a - [ a ^ , r ] _ + [ r+ ,a - ]_a - ) . (4.45) 

Partindo do mesmo processo que determinou (2.39), conclui-se que [a +,a~]_ = — (1 + ccr3). 
Desse modo, 

[H,cT}- = — (o~(l + ca3) + (1 + «r 3)o") 

= — ̂ (a~ -I- ca~cr3 + a~ + ca 3a~). (4.46) 

Mas, 

= ^ ( " ^ 1 £ + ^ 3 ( 7 l ( J 3 " ( T 3 ( J l X ) 
= -i= ^ 1 ^ 3 ^ - ^ ° " i a 3 ( T 3 + ^1^3^ (4.47) 

a"<73 = - ~ f ^ i ^ j j j + j j j * 1 * * 9 * ~ ^1^3^ (4-48) 

entao, a3a~ = — a~cr3, caracterizando que: 

[a- ,a 3 ]_=0, (4.49) 
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Desse modo, verifica-se que (2.46) e dada por: 

[H,a-]- = ~(2a~) = -a~. (4.50) 

Aplicando (2.5), (2.6) e (2.25) em (2.39), obtem-se: 

d (ic 
X • <7iX,p —• iax— + I — J <7i(TZ 

= i( l + co-3). (4.51) 

Por analogia e possivel perceber que o operador R em (2.11) e substituido por a3 em (2.39). 
Utilizando esta analise em (2.24), obtem-se: 

R —>a3 = {l- 2NS), (4.52) 

satisfazendo (2.13) e (2.14) e mostrando a consistencia da algebra WH em estudo. 
Ainda pode-se verificar as seguintes relagoes de comutagao entre cr3 e H. 

[cr3, H]- = i [a3, a~a+ + o+a-] 

— ^ [<̂ 3, a~a+] + -[<r3, a+a"] 

— 7) (otfTo? - a~a4"a3) + ^(03a4" a~ - a 4"a -a 3) 

— rt(a3^~°^ + oTo'3ar + 03a4" a~~ + a4" 03 a - ) 

— - (crsa^a4- — 03a~a4~ + 03a4~a_ — crso4" a - ) 

= [//,//]_ = [//,0 3]_=O. (4.53) 

Como H e cr3 comutam, Jayaraman, Rodrigues e em estudo pararelo e independente 
Plyushchay [39,40] concluiram que existem autoestados simultaneos para os dois operadores, 
que neste caso, foram tratados como dois setores (H-eH+), vistos na eq. (2.33), da Hamilto
niana de Wigner (//) em (2.32), em que os setores das Hamiltonianas H- e H+ pertencem aos 
subespagos de //(c/2) caracterizados respectivamente pelos autovalores 1 e -1 de a3 ou pelo nu
mero de fermions (Nf) dado em (2.52), considerando 0 (setor bosonico) e 1 (setor fermionico), 
respectivamente. De acordo com [39] esta possibilidade de dividir a hamiltoniana de Wigner 
em dois setores e comumente chamada de SUSYQM (Supersimetria em Mecanica Quantica). 
Neste caso, pode-se verificar que para c = 0, a relagao de comutagao generalizada (2.39) retoma 
a forma vista no Oscilador Harmonico Quantico. Um outro aspecto importante a ser analisado 
e o sinal da constante c em //(c/2), para tal, verifica-se que para as equagoes (2.25), (2.32) e 
(2.39), o operador a3 e a constante c estao relacionadas na forma co3. Deste modo, pode-se es-
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tabelecer uma alteragao simultanea dos seus sinais, fazendo com que a hamiltoniana de Wigner 
H(c/2) = H(c/2, a3) fique invariavel, ou seja: 

£(c/2,<73) = i dx2 
+ X* +h (fa) (fa - 0 

H(-c/2, -a3) = -

Logo, conclui-se que: 
H(C/2,CJ3) = H(-C/2,-O3). 

Sabendo que o\03o\ = —v3, tem-se: 

H(-c/2) = -
dx2 

+ x' 

Assim, 
H(-c/2) = H(-c/2,cr3). 

Do mesmo modo, 

(TiH(-c/2,-<T3)ai = -

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

- £ + x 2 + h HI (-(7i(73)) H (-a i ( T 3 ) - 0 a i 

~i+*2+i ("I (£73" ia i)) (~I((73<Tiai)" l) 
-&*+x2+h(-fa) (-fa-1) 

= H(-c/2,v3). (4.57) 

Analogamente, obtem-se: 

aiH(c/2,a3)<Ji = -&2+x2 + h(lM) ( | (^-3) - 1 ) 

-£+*2+i (I h * * * ) ) (I ~') 

?(-fa) (-fa~l) 
d? 2 

= H(-c/2,a3) = aiH(-c/2, -G3)ax. (4.58) 
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Desse modo, pode-se verificar que: 

cr1/f(c/2)a1 = -

1 
2 
1 
2 

dx2 

£_ 
dx2 

dx2 

+ xz + 
i (fa**) (faa> - x ) °* 

h (fa°*°-) (fa°*°- - 0] 

+ x 2 + h ( ~ f a ) ( ~ f a - 1 ) 

= H(-c/2, a3) = <7i#(-c/2, -03)̂ 1 
= 0x̂ /̂2,(73)̂ 1 = H(-c/2). (4.59) 

A partir da eq. (2.59) pode-se perceber que atuando a matriz de Pauli (o\) em H (—|) pode-se 
obter a componente H ( | ) as quais se relacionam apenas com a alteragao do sinal da constante 
c, em outras palavras diz-se que elas estao unitariamente ligadas umas as outras. Baseando-
se nesta condigao pode-se concluir que: c = \c\ > 0. Toda essa discussao faz-se necessaria 
para que se prossiga com a determinagao do estado fundamental tp^(c/2), composta por dois 
componentes de H(c/2), ou seja, 

H(c/2)^0)(c/2) = £ ( 0>(c/2)V> ( 0 )(c/2) (4.60) 

Com 

^(c/2) = 
0 / 2 ) 

(4.61) 

em que, ij)f\c/2) e tJ$\c/2) sao os dois componentes que formam o autoestado. 
Para determinar o estado fundamental de energia E^°\ faz-se necessario tomar uma 

forma conveniente de H(c/2). Desse modo, utilizando as eqs. (2.26) e (2.39), tem-se: 

H(c/2) = i [ r , r ] + 

= i (a~a^~ + a^aT + a+a~ — a^aT) 

= i([T,a+]_ + 2a+r) 

= a+a~+ ^(l + ca3) (4.62) 
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em que ip^(c/2) pode ser singularmente determinado a partir de (2.61) e (2.62) atraves da 
condigao de abaixamento, fazendo-se uso da forma semipositiva de H(c/2) em (2.26) e dos 
operadores de levantamento e abaixamento em (2.44). 

a-(c/2)^ 0 ) ( C /2) = 
d c 

-Gl — + -Z-(J\(JZ - GiX 
OLjb —. / 

¥°\c/2) 

_1 
V2[ 

d 
= 0 (4.63) 

Como if>(°'(c/2) possui duas componentes, e possivel escrever as seguintes relagoes: 

d_ 
dx 

0 
+ 4 - * 

f - -
• 

dx 

* 

dx c 
2i = 0 (4.64) 

-,(0) 

.(0) 

2x^u 

'.(0) _ 
; /7 — 

,(°) -

(4.65) 

- 4 0 ) 

2aT 7 

Fazendo uso de recursos computacionais, pode-se obter as seguintes solugoes para as equagoes 
diferenciais acima citadas: 

m-n.„-ix-\\c\ ( 4 . 6 6 ) 

(4.67) 

em que (2.66) nao e regular na origem e C\ e Ci sao constantes. 
Como C assume valores positivos, apenas ipf^ e fisicamente aceitavel, dado que ele e 

nulo na origem. Analisando o caso de ip-j, percebe-se que ele nao e definido na origem e € 
fisicamente descartado, para isso utiliza-se C2 = 0. Desse modo, a fungao de onda do estado 
fundamental normalizavel e dada por: 

^°>(c/2) = 
^ 0 ) (c /2) 

0 oc 
e 2 .T2i 

0 
(4.68) 

Esta selegao fisicamente aceitavel torna ipf\c/2) como unica componente normalizavel de 
^ ( 0 ) (c/2) e pode ser comparada com a matriz de pauli cr3„ ou seja: 

°3 V ( 0 ) = 

(4.69) 

FfFPfi/BIDT MWVPk /nnl 
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portanto, pode-se afirmar que possuem a mesma paridade. 

A partir de (2.60),(2.61), (2.62) e (2.63), tem-se o autoestado de energia para o setor 
bosonico a seguir: 

H(c/2)^°\c/2) = £7 ( 0 ty ( 0 ) (c/2) 
1 
2 

a+a- + i ( l + ca3) i>{0)(c/2) = £<°ty ( 0 ) (c/2) 

= 0 + hi + ca3)^°\c/2) = E^°\c/2) 
Z 

= i ^ ( 0 ) (c/2) + C0 3 ^ ( O ) (c/2) = £ ( 0 t y ( 0 ) (c/2) (4.70) 

= 1(1+ c)>i (4.71) 

c > 0 (4.72) 

Partindo dos operadores escada (a+ ea") via eq. (2.38), pode-se obter o espectro completo de 
energia de i f (c/2), de modo que: 

= £<°> + n = 1(1 + c) + n (4.73) 
z 

com, n = 0,1,2,... 
As autofuncoes do estado excitado de energia ip(n\c/2) serao determinadas pelo opera

dor de levantamento a+, a partir de ip^(c/2), 

r(c/2) oc [fr*] V 0 , ( c / 2 ) = [a>}n ( ^
C / 2 )

 j (4.74) 

Em que ifjW (c/2) sao as autofuncoes do enesimo nivel de energia. Vale salientar que para niveis 
acima do estado fundamental (n = 0), a fungao ip(ff(c/2) nao podera ser desconsiderada, desse 
modo, tem-se: 

Dadas as igualdades abaixo, 

«(i)-(0 

pode-se obter as autofungoes ip^n\c/2) classificadas por paridade par ou impar, em fungao do 
parametro n. Fazendo n = 2m obtem-se paridade par e para n = 2m + 1, paridade fmpar,( 
m — 0,1,2,...). A escolha da matriz de pauli cri, permite separar os estado excitados de acordo 
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com a paridade desejada, como foi visto em (2.75) (paridade impar) e em (2.76) (paridade par). 
De modo que: 

, ( n = 2 m ) ( c / 2 ) = f ^ ( C / 2 ) \ (4.78) 

'(c/2) = { ^ = 2 m + I ) ( c / 2 ) j (4,9) 

com m = 0,1,2,... 
Aplicando as eqs. (2.34) e (2.35), que equivalem aos dois espectros diagonals de //(c/2), 

em seu espectro de energia (2.73), obtem-se o enesimo estado excitado das duas autofungoes, 
respectivamente para o setor bosonico e fermionico, ( | — l ) e ip^ ( | — l ) , como tam-
bem o espectro completo de energia para estas respectivas Hamiltonianas diagonais. Dado que: 
^(m) ( j - ! ) . ^ 2 m ) (£). Sabendo-se que: 

8 - (I - 0 ̂ -m) (I - 0 - *-m)̂ -m) (I - 0 (4-80) 

^ ( 5 - i ) ^ ( 5 - 0 - « W ( i - 0 (4-81) 

desse modo, se: 

^ 2 m ) ( c / 2 ) \ ^ ( S + ( c / 2 ) ) ( 2 m y o ) ( c / 2 ) = (a +(c/2))( 2^ | ^ ° ) ( c / 2 ) 

(4.82) 

entao, 

^ (I ~ *) = ^W2) + 2 m = |(1 + c) + 2m (4.83) 

Do mesmo modo, 

> ( | - l ) = 4r+l)(c/2), (4.84) 

( tfAic/i) ) * ( S

+ ( c / 2 ) ) < 2 m + ^ ( 0 ) ( c / 2 ) = ( M c / 2 ) ) ( 2 m + 1 ) ( V ' ' 0 ) [ )

C / 2 ) ) (4-85) 

entao, tem-se que: 

E(m) = E(m) ( | - 1 ) = 42 m + 1 )(c/2) + 2 m + l = E<°>(c/2) + 2m + 1 = i ( l + c) + 2m + 1 
(4.86) 

para m = 0,1,2,.... 
De acordo com Jayaraman e Rodrigues [39], os casos em que c < 0 e c > 0 relacionam-

se atraves de uma transformacao unitaria. Entao, pode-se dizer que o espectro de energia e o 
mesmo para ambos os casos. Para que se possa identificar os setores bosonico e fermionico 
da Hamiltoniana de Wigner em um sistema fisico, como visto em (2.80) e (2.81), € necessario 
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fazer uma escolha conveniente para a constate c, fazendo a an&lise da agao dos operadores 
escada sobre as autofuncoes de Wigner. Sabe-se que: 

0*^/2) |n> = C * | n ± l ) (4.87) 

Desse modo, pode-se fazer: 

(n\a?(c/2)a±(c/2)\n) = | C j | 2 ( n ± l | n ± l ) (4.88) 

Entao, a agao dos operadores escada para cada setor em questao sera determinada alterando 
apenas o valor de n em cada caso. De (2.62), obtem-se: 

a*(c/2)a±(c/2) ^ l /2a 3 (^3 + c) 

a f(c/2)a-(c/2) +1/203(^3+ c) 

a"(c/2)a+(c/2) - 1/2<73(<t3 + c) 

Assim, de (2.89), (2.62), (2.73) e sabendo que H \n) = £(n) \n), tem-se: 

(n| a a+ \n) = (n| //(c/2) + -<73(<T3 + c) |n) 

= (n\H{c/2)\n) + (n\-{l + ar3)\n) 

= £ ( 0 ) + n + i ( l + c) 

= 1 + c + n 

(4.89) 

(4.90) 

(4.91) 

(4.92) 

Para n = 2m, (2.92) resulta em: 

(n\ a a+ \n) = 1 4- c + 2m 

Seguindo o mesmo raciocfnio do caso anterior, obtem-se para n = 2m + 1: 

{n\a-a+ \n) = (n\ [//(c/2) + l/2o3{+a3c)\ \n) 

= (n| //(c/2) \n) + (n| 1/2(1 + caz) \n) 

= £ ( 0 ) + n + 1/2(1 - c ) 

= l ( l + c) + 2 m + l + i ( l - c ) 

= 2m + 1 + 1 

= 2(m+l) 

(4.93) 

(4.94) 
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Do mesmo modo, a atuacao de (n\ a*a \n), para n = 2m resulta em: 

(n\cTa~\n) = (n\ H{c/2) - l/2a3(l + a3c) \n) 

= (n\ (c/2) \n) + (n| 1/2(1 + ar 3) \n) 

= E ( 0> + n +1 /2 (1 -c ) 

= i ( l + c) + 2 m - | ( l + c) 

= 2m (4.95) 

Finalmente, no caso em que n = 2m + 1, obtem-se: 

(n\craT\n) = (n\ H{c/2) - l /2a 3 ( l + <%c) \n) 

= i ( l + c ) + 2 m + l - ~ ( l + c) 

= 2m + 1 + c (4.96) 

Pode-se, por sua vez, determinar os coeficientes Cn para cada atuagao dos operadores escada 
sobre as autofungoes de Wigner. De (2.87) e (2.89), tem-se que | C + | 2 = 1 + c + 2m. Assim, 

| C + | = v / l + c + 2m, (4.97) 

com n = 2m. 

De (2.87) e (2.90) pode-se verificar que | C + | 2 = 2(m + 1). Logo, 

| C n

+ | = x/2(m + l ) , (4.98) 

para n = 2m + 1. 
De (2.88) e (2.93), tem-se que \C~\2 = 2m, assim, 

\C-\ = v 7 ^ , (4.99) 

no caso em que n = 2m. 
De (2.88) e (2.95), tem-se que \C~\2 = 2m + 1 + c, assim, 

ICd = v /2m 4-1 + c, (4.100) 

se n = 2m + 1. 
Aplicando (2.97), (2.98), (2.99) e (2.100) em (2.88), respectivamente, obtem-se a atua-

gao dos operadores escada sobre um estado n definido em cada caso abaixo: 

a +(c/2)|n) = v / 2m+T+c |n +1) (4.101) 
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para n = 2m. 
a+(c/2)\n+\) = v /2(m+l) |n + 2) (4.102) 

em que n = 2m 4-1 

a~(c/2) \n) = y/2m\n - 1) (4.103) 

dado que n = 2m 
O" (c/2) |n) = y/2m + 1 4- c |n - 1) (4.104) 

com n = 2m -I-1 
Note que as autofuncoes |2m 4-1) e |2m - 1) pertencem ao autoespago associado aos 

quantas pares |2m), ao passo que |2m + 2) e |2m), pertencem aos fmpares |2m 4-1). Ou seja, 
houve uma inversao do autoespago sob a agao dos operadores escada, pois estes sao definidos 
sob multiplicagao da matriz de Pauli a\. Como pode-se observar na demonstragao a seguir: 

A discussao seguinte trata das relagoes de comutagao dos operadores escada para o setor 
bosonico de H(c/2), definidos por [291. 

De (2.44) e (2.50), tem-se que [^(c/2),o±(c/2)]_ = ±o ± ( c /2 ) . Desse modo, segue 
que: 

[5(c/2),(o ±(c/2)) 2]_ = [Hic^.^cma^c^ 

= [£(c/2) ,a^(c/2M^^ 

= ±2[a±(c/2)]\ (4.106) 

entao, \(l + o3)[H(c/2), (o±(c/2)) 2]_ = ±(1 4- ( 7 3 ) ^ (c/2)]2 . Como , 

1 0 
0 0 

(4.107) 

entao, pode-se considerar a seguinte situagao: ( i ± / a ) [H,(a ) 2]_ = ( ^ p ) ) 2 ~~ (a ) 2 # ) » 
mas, 

( i ± ^ ) ii{a-f - ( i ± 2 S ) ( a - f H = - ( i ± S ) 2(a-)» (4.108) 
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Pelo lado equerdo, tem-se: 

<-'V 2 / " 0 0 

(->"(+) ^ 2 ; "(->"<+>"- v 2 

= g j - f l + a ^ . i r ^ f i + s s y (4.,o9) 

Do mesmo modo, pelo lado direito, tem-se que — ( ^ 2 ) 2(a ) 2 = — 2B ( ^ r 1 ) . Assim, 
verifica-se a igualdade H-B~ (^4p) - B~ U_ ( ^ ) = -2J5" (i+f 1), a qual pode ser rees-
crita da seguinte forma: 

/ H_B~ 0 \ _ / B~H- 0 \ / - 2 £ " 0 \ 
\ o o y \ o o y ~ \ o o y 

/ [£-,£-]_ o \ 
I o o r 

(4.110) 

generalizando, tem-se que: 

[ ^ - ( f - 1 ) ^ - ( i - 1 ) ] _ = ± 2 B ± ( I - 1 ) < 4 » » 

Vale observar que todos os operadores aqui citados sao definidos em fungao de (c/2) 
e que: A~~_^ = A~(-c/2) e A~~+) = A+(c/2), como tambem, A^ = A+(-c/2) e Af+) = 

A+(c/2). Os operadores B±(c/2) sao operadores escada nao-hermitianos que atuam no au
toespago do setor bosonico, provocando um aumento ou redugao de dois em dois quantas de 
energia como e visto em (2.108). Pode-se, ainda, verificar que: 

^ ) ( ± ( e / 2 ) ) = - ^ ( ± | ± ± - x ) , (4,12) 

em que, (A+)* = A~'. 

Analogamente, obt£m-se: 

B-(c/2) = A-(-c/2)A-(c/2) = \ + * » - £ ( f - 1 ) - 2 * ± + 1 ) , (4.113) 
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e ainda observa-se que: 

A partir de (2.113) e (2.114), percebe-se que: 

(B"(c/2))t = (A-(-c/2)A-(c/2)y = A+(c/2)A+(-c/2) = B+(c/2). 

e que, 

^S-O^G-OL-^G- 1 )- ( 4 1 1 5 ) 

Por fim, deve-se verificar a atuagao desses novos operadores B±(c/2) no estado de ener
gia ?/>(_), para que se possa construir os autoestados de energia do setor bosonico. Resultando 
em: 

B ± (c /2)^ m ) (c /2) - < £ v ! m ± I , ( c / 2 ) , (4.116) 

em que t/^(c/2) e o autoespago associado aos quantas pares e V ,5m±1^(c/2) est£ associado 
aos quantas fmpares. sendo assim, faz-se necessario calcular os autovalores De (2.103) e 
(2.104), observa-se que: 

(a"(c/2))2 |2m> = V^ma" |2m - 1). (4.117) 

Fazendo 2m - 1 = 2(m — 1) + 1, tem-se: 

(a"(c/2))2|2m) = V2m~^/2(m - 1) + 1 + c |2(m - 1) + 1 - 1). 

= v / ( 2m) (2m-H-c ) | 2m-2> (4.118) 

Sabe-se que: 

| ( 1 4- a 3)(a-(c/2)) 2 |2m) = y/(2m){2m - 1 + c ) | ( l + <73) |2m - 2) (4.119) 

e 

i ( l 4- (T3)a-(c/2) = - ( 1 + 0 3 ) ^ - ^ / 2 ) ^ , (4.120) 

como foi mostrado na eq. (2.112). Com isso, 

(i±*>) (a-(,/2)) 2 = A-(c/2)A-(- C /2) ( 1 ± 2 ) = B-(c/2) ( I ± 2 ) , (4.121) 
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de (2.119) e (2.121): 

[ l ± ^ ] ^ ) ( c / 2 ) B-(c /2 )^ ( m ) (f - 1) 
0 

0 j 
/ v

/(2m)(2m - 1 + c ) ^ m _ 1 ) (f - l) 

V 0 

=>d~ = V ( 2 m ) ( 2 m - l + c) 

Seguindo o mesmo raciocfnio, de (2.101) e (2.102), tem-se: 

(a*-(c/2))2 |2m) = v 7! + c + 2ma+ |2m + 1). 

= V l + e + 2my/2(m + 1) |2m + 3) 

Entao, pode-se afirmar que: 

( ^ " T ^ ) ^ ^ C / 2 ^ 2 ' 2 m ^ = V 2 ( m + l ) ( 2 m + l + c) |2m + 3). 

Logo, 

d+ = V'2(m + l)(2m + l + c). 

Aplicando (2.123) e (2.126) em (2.116), tem-se: 

f B"(c/2)^ r o ) ( | - l ) = y/2m(2m - 1 + c ) ^ l ) g - l ) 

< 

B + ( c / 2 ) ^ m ) ( | - l ) = V2(m+l)(2m + l + c ) ^ m + 1 ) (| - l ) 

(4.122) 

(4.123) 

(4.124) 

(4.125) 

(4.126) 

(4.127) 

A eq. (2.128) traduz a atuagao dos operadores escada B (c/2) e B+(c/2) em um estado 
V>_m) (| - l),demodo que, obt6m-se todas as informagoes dos autoestados do setor bosonico 
referentes a Hamiltoniana de Wigner. 
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Estados Coerentes para o Oscilador 
Isotonico 

Os Estados Coerentes Canonicos (ECC) para o potencial V_ ( | — l ) dado em (2.36), 
sao definidos como autoestados do operador abaixamento B~ ( | — l ) : 

(5.1) 

em que B~ (f) e um operador diferencial de segunda ordem e nao - Hermitiano, definido por 
(2.113) e os autovalores \ podem assumir valores complexos. 

Pode-se escrever os Estados Coerentes como uma expansao dos autoestados da hamil
toniana de Wigner H- ( | — l ) , ou seja, 

H - I ) - E G . * * 8 - I ) > - ( 5-2 ) 

De (2.126), (4.1) e (4.2), obtem-se: 

00 
B - ( | ) | x , | - l ) = £ Cm[2m(2m + c - l ) ] ^ | * L " - 1 ) ( | - l ) ) , (5.3) 

m=0,l 

fazendo s = m - l e por conseguinte m = s + 1, tem-se: 

B - ( 0 | x , f - l ) = £ c s + i [ 2 ( S + 1)(2* + 1 + c)] 1' 2 |*W (£ - l ) ) , (5.4) 

Tomando-se o indice de soma igual a m, (4.4) pode ser reescrita como, 

oo 

B r ( | ) \X, \ - l ) = £ C m + 1 [2 (m + l)(2m + 1 + c)] 1/ 2 |*<»> ( | - l ) ) . (5.5) 
m=0 
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Agora, de (4.1) e (4.2), segue, 

»-©|*i-i>-Efl*|*G-0>- <56> 
m=0 

De (4.3) e (4.4), obtem-se: 

£c r a + 1[2(m + l ) (2m+l + c ) p *L»> g - l ) ) = £ C m X |*(-m) g - l ) ) , (5.7) 
m=0 

logo, 

entao, 

ou seja, 

de (4.9), tem-se: 

m=0 

a m+l 

Cm [2(m + l ) (2m+l + c)]V2' 

X Cm — 
1 / 2 C m - l , 

C m _ i — 

[2m(2m + c - l ) ] 1 / 2 

X 

[ 2 m - 2 ( 2 m - 2 + c - l ) ] 1 / 2 

[2ro(2m + c - ! ) ] • / » „ 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

Aplicando (4.11) em (4.10), segue que: 

[2m(2m + c - I))1'2 

[ 2 m - 2 ( 2 m - 2 + c - l ) ] 1 / 2 
C* m _ 2 , (5.12) 

entao, 

Cm — Crn-2-[2m(2m + c - l)2(m - l)(2m + c - 3)]1/**" 

Assim, pode-se inferir que: 

(5.13) 

Cm-l — 
[2(m - l)2(m - 2)(2m + c - 3)(2m + c - 5)] 1/ 2 

aplicando (4.11) em (4.14), tem-se: 

C m - 3 , (5.14) 

[2m(2m + c - 1)] x 

desse modo, 

Cm — 

[2(m - l)2(m - 2)(2m + c - 3)(2m + c - 5)]V2 

Y 

Cm-3: (5.15) 

[23m(m - l)(m - 2)(2m + c - l)(2m + c - 3)(2m + c - 5)}WCm-3' ( 5 , 1 6 ) 

i iFrpjmm.inTF.rAmr 
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generalizando, 

Cm = 

2"/2[m!(2m + c - l)(2m + c - 3)(2m + c - 5)...(2m + c - 2 - n)]1^0™""" ( 5 ' 1 7 ) 

Fazendo m=n observa-se que: 

Cm — 
2m/2[ml(2m + c - l)(2m + c - 3)(2m + c - 5)...(m + c - 2)] 1/ 2 

1/2 

Co 

• C 0 (|)m [m!(m + XI - l)(m + Q - 2)(m + 3)...(0)]-1/2,(5.18) 

c+l em que ft -
Segundo Arfken e Weber [56], (4.18) comporta-se como uma fungao gama incompleta 

(r), do tipo: 

Cn 
r ( m 

(5.19) 

Os Estados Coerentes para o Oscilador isotonico serao obtidos aplicando-se (4.19) em 
(4.2), de modo que: 

c+l 
1 1/2 oo 

E ̂  [m!r(m + s* 1)] 1/ 2 * - m ) ( | - l ) ) ' ( 5 - 2 0 ) 

A condigao de normalizagao para os Estados obtidos em (4.20) e dada por: 

12 oo 

/ y £ - i i v c - - \\ - | c ,° ( x ) l' y ( f ) 2 m 

= 1. (5.21) 
r- 1 ( ^ ) ; ^ r ( m + £ f i ) 

De acordo com Machado [57J uma fungao de Bessel modificada possui a seguinte configuragao: 

0 0 (x\2m+n 

' ,(*) = E m!r(m + /x + l)' 
m=0 x 

Nessas circunstancias, pode-se reescrever (4.21) da seguinte forma: 

(5.22) 

Cob) = r- 1 ' 2 

= r~ 1 / 2 

c+l 
2 

c+l 

( ! ) 
m!r(m + + 1) 

m=0 v A ' 

-1/2 

(1) 
c - l 

4 

(5.23) 
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Aplicando-se (4.23) em (4.20), obtem-se: 

l*§- •> - [' m W - f ®*fiajSWl* 6 - ' ) ) 
(5.24) 

Uma vez determinados, os Estados Coerentes de Wigner (ECW), tal qual os Estado 
Coerentes do Oscilador Harmonico, obedecem as tres propriedades a saber: Nao - Ortogona-
lidade, Super-Completude e Relagao de Incerteza minima. Essas caractensticas dos ECW sao 
importantes para que se possa comparar o novo resultado encontrado com os Estados Coerentes 
do Oscilador Harmonico ja conhecido e trabalhado no capftulo 3. Essas comparagoes serao 
utilizadas para fins de discussao a posteriori. 

5.1 Nao-Ortogonalidade 

Desse modo, a propriedade de Nao-Ortogonalidade e dada por: 

oo (^lx\m 

<x', I - 1|X, I ~ 1) = £ V - / , «-» 1 / 2 ~ • (5-25) 

5.2 Super-Completude 

Para que se determine a relagao de Super-Completude dos ECC assume-se inicialmente 
que deve existir uma fungao peso, tal que: 

/ IX, I - 1><X, f - l | 5 ( | X | 2 ) ^ = 1, (5-26) 

em que, (f\ — (dRex)(dImx). Seguindo os mesmos passos de (3.36) e (3.37), verifica-se que: 
X = \x\eie ed\= \x\d\x\d0* em coordenadas polares. Desse modo, verifica-se que: 

/ l x , | - l ) ( x , | - l | d 2 X 

rCO r1n | \m+m' i0{m-m') • . . > , . , 
= £ / \x\d\x\ de - J S L _ * ( _ m ) ( 0 ) ( * L m ) ( 0 , (5-27) 

Jo Jo 2m+m' [m'\m\r(m + l)r(m' + 1)]' K* 1 x 1 

com, I = § - 1,1" = - ^ J = 2±1, V = e K = r(/)Mx) (!)'"• 
Mas, J0

2 7 r MeW1"-™') = 27rJm,m/, entao, 

| X , / ) (x , / |d 2 X = 2 7 r £ < 5 m , m , / d\X\ ^ - 1 ^ « ( - m ) ( 0 > ( * ( - m ) ( 0 • 
^ -A) 2™+™' [m'!m!r(m + Or(m' + /)] 1 1 7 X 

(5.28) 
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Definindo: 

2m 

E sabendo-se que: 

(*Lm)(0|*L',(/)>=^ (5.30) 

De (4.26) e (4.28 - 4.30), obtem-se: 

1 = / IX, | - 1><X, | - l | S ( | x | 2 ) ^ 
0 0 o l -2m roc 

Multiplicando (4.31) da direita para esquerda pelo ket | ( / ) ) e da esquerda para direita 
pelo bra (Z)|, tomando x = \x\2, \xWx\ = If e sabendo que 5 = 0,1,2..., obtem-se: 

J™ f-\x, l)^S{x)dx = T (m + ^yi^ 2 2 m . (5.32) 

Fazendo-se uma soma em ambos os lados de (4.32) e incrementando uma fase (iy) nos termos 
que estao elevados a ra, obtem-se: 

•'O m=0 m ' m=0 V 
•oc 

(4iy)' 

/•OO 

/ r1(x,l)ev^S(x)dx = N(y)i (5.33) 

mi 
A seYie 7V*(?/) dada em (4.33) e convergente para |y| < 1 e divergente para \y\ > .1. 

Considerando que ela e bem comportada, de modo que se possa definir uma transformada de 
Fourier inversa de (4.32), tem-se: 

r T(x)eixydx = N(y), (5.34) 
Jo 

com, 
T(x) = f-1(xJ)S(x). (5.35) 
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Multiplicando ambos os lados de (4.34) por ^ f*™ e~ix'ydy, e admitido-se que pode-se 
trocar as integrals, obtem-se: 

poo 1 r+oo i r+oo 

j[ T{x)dx— j e*-*'dy = — J N(y)e-*"dy 

T(x)dx6{x - x') = T{x'), (5.36) 

pois, segundo Arfken e Weber [56], ^ f_™ ex~x'dy e resolvida atraves da derivagao da fungao 
delta de Dirac, que resulta em S(x — x'). Vale salientar que 0 < x' < oo. 

Desse modo, 
1 f+°° 

T(x) = — J N(y)e-™ydy. (5.37) 

De (4.35) e (4.37), obtem-se: 
S(x) = ~ / ( x , I) £°° N(y)e-ixydy: (5.38) 

Esta fungao esta em acordo com a encontrada por Sudarshan, Sharma e Mehta [26]. 
A propriedade de Super-Completude dos ECC de Wigner |x, | — 1), e obtida fazendo 

dfi(\x\2) = S(\x\2)<^X' Desse modo, obtem-se: 

\ J |X, f - 1><X, f - lMM(tx|a) = 1, (539) 

A relagao de Super-Completude define um espago completo, ou seja, qualquer vetor no 
espago de Hilbert pode ser escrito nesta base. O car&ter probabilistico dos campos quanticos 
e importante para definir o espago completo. E possivel associar probabilidade aos estados 
quanticos escritos numa base desejada, uma vez que a sua Completude e garantida. Desse modo, 
pode-se verificar a probabilidade de um estado atraves de uma medida de Haar, a qual, segundo 
, e defida como sendo A partir da relagao de Super-completude, pode-se definir a probabilidade 
desses ECC, atraves de uma medida de Haar, a qual e definida, segundo Haar [58], em analise 
matematica, como sendo uma forma de atribuir um volume invariante para subconjuntos de 
grupos localmente compactos e em seguida definir uma integral para fungoes nestes grupos. A 
integral de Haar e definida por: 

/ f(sx)diix = / f(x)dfix, (5.40) 
JG JG 

para qualquer fungao integravel / . Isto e obtido imediatamente pelas fungoes escalonadas, 
sendo essencialmente a definigao da variante esquerda e/zea medida esquerda de Haar. Existe 
toda uma teoria que gira em torno dessa analise matematica que foge do escopo deste trabalho, 
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sendo importante, verificar o comportamento da integral de Haar para obter a probabilidade da 
relagao de Super-Completude do ECC de Wigner obtidos. Desse modo, de (4.32), obtem-se: 

No capftulo 3 foi definida a relagao de incerteza de Heisenberg, equagao (3.11), para Es
tados Coerentes do Oscilador Harmonico a partir dos valores medios quadraticos e dos valores 
esperados da posigao x e do momento px em fungao dos operadores de levantamento a+ e de 
abaixamento a~ geradores dos Estados Coerentes 

No initio deste capftulo foram obtidos os Estados Coerentes do setor bosonico para o 
oscilador isotonico. Fazendo uma breve retrospectiva, verifica-se que na segao 4.1 foi reali-
zada a relagao de nao ortogonalidade e na segao 4.2 for obtida a Super-Completude para esses 
estados. Por fim, e preciso observar a relagao de incerteza para os estados em questao. 

De acordo com a algebra de Wigner (capftulo 2), nao foram obtidos os valores de x e 
px em fungao dos operadores escada para o setor bosonico B~ (f — l) e B+ (§ — l ) , (2.113) 
e (2.114), respectivamente. Desse modo, uma opgao para obter essas relagoes de minima in
certeza e adotar as analogias propostas por Jayarama, Rodrigues e Vaidya [59] para o caso dos 
Estados Coerentes de Wigner SUSY (supersimetricos) e por Sharma, Mehta e Sudarshan [26], 
para o caso dos Estados Coerentes ParaBose, que seguem a mesma estrutura algebrica para 
o caso dos Estados Coerentes do setor bosonico do oscilador isotonico definidos em (4.24). 
Entao, de acordo com [26] obtem-se: 

S(0) 
(5.41) 

f(P,l) 

entao, S(0) = f{0,l)± N(y)dy. 

5.3 Relacao de Incerteza 

(5.42) 

e 
(5.43) 



Estados Coerentes para o Oscilador Isotonico 57 

Segundo [29], pode-se escrever os operadores de quadratura X e P e m termos dos 
operadores B±, dados por: 

= -^(TiP-X). (5.44) 

A relagao de comutagao entre os operadores de quadratura e dada por: 

[X,P]_=4t7f_ (5.45) 

A relagao de minima incerteza para os estados |x, f — 1) com igual dispersao para X e 
P e dada por: 

£ - | x , ^ - l ) = x l x , | - l > (5-46) 

e 

* = - 7 i « * > + i < p » - ( 5 4 7 ) 

De (4.46) e (4.47), obtem-se: 

X2 = \ ({B~)2 + ( B + ) 2 + 2B+B~ + AH J) (5.48) 

e 

P2 = - \ ((B~)2 + ( £ + ) 2 - 2 B + B - + 4//_) (5.49) 

Os valores esperados para os Estados Coerentes do oscilador Isotonico sao dados por: 
( x ) = - i ( x * + x) = - v ^ M x ) , (5.50) 

( X 2 ) = 2[fle(X)]2 + 2 (//->, (5.51) 

( P ) = -^=(X*-X) = V2MX) , (5-52) 

(P 2) = 2[/m(x)]2 + 2 (#_>. (5.53) 

Em que, 

com / = | — 1. 

A variancia da quadratura do operador X (j^AX^j = ^ X 2 ^ - ^ X ^ e d a quadratura 

do operador P ^ (AP) 2 = (P2^ - (P) ^ sao iguais para os Estados Coerentes |x, 0-
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A fungao de Bessel modificada dada na equagao (4.22), para x » 1, pode ser reescrita 
da seguinte forma: 

T . . ex / 4n 2 - 1 (4n 2 - l ) ( 4 n 2 - 3 2 ) \ 

De (4.50 - 4.53) a relagao de minima incerteza para |x| >> 1,1 — \ e / = 0, respectiva
mente e dada por: 

AXAP=\xl (5.56) 

AXAP = \X\ + i (5.57) 

Desse modo, Rodrigues, et.al. [29] encontrou as variancias da nova posigao e momento: 

( ( A X ) ) = 2<//_) = ( ( A P ) ) (5.58) 

Assim, a relagao de incerteza minima e dada por: 

W l x l ) 
(AX)(AP) = 2\X\ 

^ i ( l x l ) 
+ 1 - 2 / (5.59) 

Como pode-se perceber a relagao de incerteza para as novas quadraturas e igual ao 
modulo do valor esperado da Hamiltoniana do setor bosonico [29]. Pode-se observar tambem, 
do resultado (4.59) que tais quadraturas dos Estados Coerentes do setor bosonico para Oscilador 
Isotonico possuem uma relagao de minima incerteza. 

Gerando os graficos (AX)(AP) para dois valores particulares de / pode-se verificar nas 
figuras I e II que as quadraturas satisfazem a relagao de comutagao (4.45). De acordo com a 
figura I, verifica-se que para determinados valores / a relagao de incerteza minima tende a zero, 
ou seja, nesses pontos especificos, e possivel verificar os autoestados da posigao ou do momento 
da particula. 
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Fig.I: Relagao de minima incerteza para os Estados Coerentes do Oscilador Isotonico, dado por 
(4.54) e (4.59), para I = \ e I = 0. 

A xA p 

Fig.II: Relagao de minima incerteza para os Estados Coerentes do Oscilador Isotonico, com 
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Conclusao 

Este trabalho buscou analisar a algebra de Wigner-Heisenberg a partir da Hamiltoniana 
do Oscilador Harmonico Quantico, modificando a relagao de comutagao entre os operadores 
escada. Ao atribuir as novas relagoes de comutagao entre tais operadores, obteve-se a Hamil
toniana do oscilador isotonico. Aplicando a matriz de Pauli, a3, sobre a Hamiltoniana do novo 
Oscilador, Jayaraman e Rodrigues [39] calcularam suas coordenadas bosonicas H- ( | — l ) , na 
equagao (2.34), e fermionicas H+ (f - l ) , na equagao(2.35), como tambem, as relagoes de co
mutagao entre a Hamiltoniana de Wigner e os operadores escada (2.44) e (2.50) e entre a nova 
Hamiltoniana e a matriz de Pauli a3 em (2.53). Todos esses procedimentos os levaram a deter-
minar o espectro de energia (2.73) e os autoestados de energia para as coordenadas bosonicas e 
fermionicas em (2.80) e (2.81), respectivamente. 

Verificando o comportamento das coordenadas bosonicas, Rodrigues. et. al. [29] observou-
se seu potencial V_ ( | — l) em (2.36). Neste sentido, foram verificados os novos operadores 
de levantamento B+ e de abaixamento B~ para o setor bosonico da Hamiltoniana de Wigner 
(^H- ( | — l )^, como tambem a relagao de comutagao entre eles na equagao (2.115). 

Os Estados Coerentes do Oscilador isotonico foram definidos como sendo autoestados 
do operador de abaixamento e foram chamados de |x, § — l ) , dai, foram analisadas 5"\as prin
cipals propriedades: Nao-Ortogonalidade, super-Completude e relagao de minima incerteza. 
A partir da obtengao dessas propriedades para os Estados Coerentes do Oscilador Isotonico, 
verifica-se que todas elas obedecem as propriedades determinadas por Glauber para os Esta
dos Coerentes do Oscilador harmonico, ou seja, sao estados nao ortogonais e possuem um 
estado super-completo, o qual permite que qualquer estado seja escrito na base dos Estados 
Coerentes do Oscilador Isotonico. A relagao de minima incerteza tambem mostrou-se com-
pativel com os resultados obtidos por Glauber [18,19], graficamente essa nova relagao mos-
trou que para determinadas intensidades da barreira centrifuga /, a minima incerteza vai para 
zero, denotando que atinge-se autoestados da posigao ou do momento. Os operadores escada 
B± = \ (=R-P - X) e a Hamiltoniana do Oscilador Isotonico satisfazem a algebra de Lie em 
(2.111) e em (2.115) [22,29]. 
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Este trabalho nao contemplou as estatisticas desses Estados Coerentes do Oscilador 
Isotonico, de modo que, esse tema sera estudado em uma continuacao desta pesquisa. Essas 
estatisticas devem fornecer informacoes sobre as caracterfsticas quasi-classicas desses estados, 
ja que ate onde se sabe ele obedece todas as propriedades dos Estados Coerentes do Oscilador 
Harmonico. Sugere-se que sejam obtidos, em trabalhos futuros, as distribuicoes de probabili
dade P e Q, como tambem o fator de Mandel, de Fano, suas respectivas medidas de correlacao, 
dentre outros, para que se obtenha todas as informacoes probabilisticas, de modo a fechar to
das as analises para os Estados Coerentes do Oscilador Isotonico. E importante verificar que 
experimentalmente esses estados podem ser testados para que se analise a natureza da luz emi-
tida e se ela pode ser tratada adequadamente de modo a gerar um laser e qual(is) a(s) sua(s) 
aplicacao(oes). 

Embora tenhamos tratado principalmente do oscilador isotonico, pode-se obter resulta-
dos similares para qualquer sistema fisico radial e oscilante para N-dimensoes pela substituicao 
Hermitiana —i4z —> — i ( i 4- ^r) e a deformacao do parametro de Wigner seria dada por 
/ + 1 -> lpj + |(JV — 1), em que IN = 0,1,2,... e um oscilador de momento angular para N-
dimensoes. Conjectura-se que e possfvel, tambem construir Estados Coerentes para moleculas 
diatomicas com a interacao Davidson [60], como e o caso do atomo de Hidrogenio [61]. O 
espectro de energia e as autofuncoes para tais moleculas podem ser calculados algebricamente 
pelo metodo de fatorizagao de Wigner-Heisenberg. 

E possfvel perceber que o estudo dos Estados Coerente via algebra de Wigner-Heisenberg 
abre muitas outras possibilidades de pesquisa, tanto para a Fisica teorica como para a experi
mental, mas e evidente que todas essas propostas devem ser analisadas com afinco para que, se 
possfvel, num futuro proximo se obtenha uma contribuicao concreta para a Optica Quantica e o 
estudo dos lasers. 
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