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RESUMO

Considerando as diferentes abordagens posśıveis referentes ao Universo, este traba-

lho está voltado para o estudo da Cosmologia Padrão e Inflacionária utilizando cam-

pos escalares para descrever a fase de expansão acelerada do Universo. Assim, através

da Teoria da Gravitação proposta pela Relatividade Geral é posśıvel determinar as

equações de Friedmann e utilizando a Teoria de Campos em Cosmologia podemos

obter uma equação de movimento que descreve a evolução temporal de um campo

escalar chamado ı́nflaton, responsável pela inflação. Nesse sentido, propomos como

alternativa a utilização de alguns modelos de potenciais já existentes, dentre os quais:

o potencial quadrático, o tipo cosseno, o tipo seno e o potencial tipo quártico com co-

eficiente dependente do tempo. Buscando dessa forma descrever a evolução temporal

do fator de escala e o comportamento do parâmetro de desaceleração com o objetivo

de analisar a fase inflacionária, identificando regiões de aceleração e desaceleração do

Universo no cenário do espaço plano.

Palavras-chave: Campos Escalares, Cosmologia Inflacionária, Relatividade Ge-

ral.



ABSTRACT

Considering the different possible approaches concerning the Universe, this work

is devoted to the study of Standard and Inflationary Cosmology using scalar fields

to describe the phase of accelerated expansion of the Universe. Thus, through the

theory of gravitation proposed by General Relativity is possible to determine the

Friedmann’s equations and using the Field Theory in Cosmology we can obtain an

equation of motion that describes the time evolution of a scalar field called inflaton,

responsible for inflation. In this sense, we propose as an alternative the use of some

existing potential models, among which: the quadratic potential, the cosine type, the

sine type and the quartic type potential with coefficient depending on the time. Thus

seeking this way to describe the time evolution of the scale factor and the behavior

of the deceleration parameter with the objective of analyzing the inflationary phase,

identifying regions of acceleration and deceleration of the Universe on the set of flat

space.

Keywords: Scalar Fields, Inflationary Cosmology, General Relativity.
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3.4 Parâmetro de desaceleração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.5 Modelos cosmológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.5.1 Modelo cosmológico de Einstein-de-Sitter . . . . . . . . . . . . . 26
3.5.2 Modelo de de Sitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Cosmologia Inflacionária 30
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Caṕıtulo 1

Introdução

No ińıcio do século XX ocorreu um grande avanço nos estudos referentes ao

Universo, colaborando para o surgimento da Cosmologia como um ramo da F́ısica. Por

volta de 1917, foram realizadas pela primeira vez medidas de velocidade e distância das

galáxias mais próximas [1]. Posteriormente, através de estudos realizados por Edwin

Hubble e outros pesquisadores, observou-se que as galáxias mais distantes estavam

se afastando de nós e quanto mais distante mais depressa se afastavam. Através

de medidas, Hubble constatou que a velocidade com que as galáxias se afastavam

era proporcional as distâncias que nos separavam delas [2]. Portanto, concluiu que

o Universo estava em expansão progressiva, introduzindo assim um novo conceito

de modelo de universo, que até então era considerado estático. Neste peŕıodo os

pesquisadores acreditavam que o Universo era estático e devido a esse pensamento

cient́ıfico, Einstein acrescentou a sua Teoria da Relatividade Geral uma constante

cosmológica para descrever um modelo de universo que estivesse de acordo com o

pensamento da época.

No entanto, com esses resultados astronômicos desencadeou-se uma série de

estudos buscando analisar a expansão do Universo. Uma das teorias mais importante

que surgiu foi a teoria do Big Bang, proposta por George Gamow em 1947. Apesar

de sua relevância na descrição da origem e evolução do Universo, alguns problemas

inerentes a esse modelo foram encontrados [3, 4]. Dentre os quais podemos citar os
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problemas do horizonte e da planura. Então, em 1981 Alan Guth, propôs a teoria do

universo inflacionário para tentar solucionar esses problemas encontrados na teoria do

Big Bang.

A fase inflacionária corresponde a um peŕıodo em que o Universo primordial

sofreu uma expansão acelerada em um intervalo de tempo muito curto [5, 6, 7, 8]. De

acordo com esse modelo, a expansão ocorreu devido a um campo escalar φ chamado

ı́nflaton, submetido a um determinado potencial V (φ). Sendo assim, esta fase é des-

crita no cenário em que o peŕıodo de evolução do campo escalar φ é caracterizado pelo

regime slow-roll (rolamento lento), é nesse momento que o potencial V (φ) desse campo,

domina o termo de energia cinética, tendo em vista que a energia cinética do ı́nflaton

torna-se pequena e grande parte da energia fica contida em seu potencial [5]. Esta

energia possui pressão negativa provocando dessa forma uma expansão exponencial do

Universo.

A Teoria Inflacionária é relevante não apenas para explicar os problemas do

Bing Bang, mas também na descrição da formação de estruturas de galáxias, que

ocorreu devido a inomogeneidade do Universo. Esta inomogeneidade foi provocada

por flutuações quânticas do ı́nflaton sobre seu estado de vácuo, ou seja, de puras

flutuações do vácuo [9]. Estas flutuações do vácuo causaram perturbações de densidade

que podem explicar a estrutura em larga escala do Universo.

Estudos astronômicos constataram, através das Supernovas tipo Ia [10], que

atualmente o Universo se encontra em uma nova fase de expansão acelerada. No con-

texto da Relatividade Geral, essa expansão acelerada é justificada por uma nova forma

de energia que não tem interação com a luz, chamada de energia escura (constante

cosmológica ou quintessência) [9, 11]. No contexto da Teoria Quântica de Campos, os

modelos cosmológicos que envolvem campos escalares , também possibilitam o estudo

dessa nova fase de expansão acelerada do Universo, pois, como citamos anteriormente,

no peŕıodo inflacionário do Universo primordial o campo escalar φ no regime slow-roll
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relacionado com o seu potencial V (φ), gerou a expansão [5, 7, 8]. Nesse sentido, uti-

lizando modelos de campos escalares, torna-se posśıvel analisar esta fase de expansão

acelerada do Universo.

Portanto, nesse trabalho nosso interesse foi modelar regiões de aceleração e

desaceleração do Universo, utilizando modelos de potenciais que descrevessem esses

comportamentos no cenário do espaço plano. No caṕıtulo 2 apresenta-se alguns aspec-

tos referentes a Teoria da Relatividade Geral no contexto da Cosmologia dentre eles: a

dinâmica de uma part́ıcula num campo gravitacional e o tensor energia-momento. Em

seguida, no caṕıtulo 3 aborda-se o estudo da Cosmologia, destacando os aspectos da

Cosmologia Padrão, tais como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, as equações

de Einstein como solução das equações de Friedmann, dentre outros. Já no caṕıtulo

4 discute-se o estudo da Cosmologia Inflacionária, assim como também a Teoria de

Campo Escalar em Cosmologia para descrever regiões de aceleração e desaceleração do

Universo através da análise dos comportamentos do fator de escala a(t) e do parâmetro

de desaceleração q(t) para os modelos de potenciais utilizados no estudo dessas regiões.

E no caṕıtulo 5 apresenta-se as considerações finais deste trabalho.

Ao longo deste trabalho, consideramos a métrica com assinatura (-+++) para

o espaço em quatro dimensões e um sistema de unidades naturais: c = ~ = 1.
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Caṕıtulo 2

Aspectos da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria relativ́ıstica da gravitação a qual

relaciona o campo gravitacional com a curvatura do espaço-tempo, devido ao conteúdo

de matéria e energia presente. Esse efeito de uma fonte gravitacional curvar o espaço

tempo é uma consequência direta do Prinćıpio da Equivalência [12]. Tal teoria é

considerada uma forma generalizada da Teoria da Relatividade Especial, pois o espaço-

tempo de Minkowski é ampliado para os espaços-tempo curvos. Nesse sentido, satisfaz

os postulados1 da relatividade especial. A relatividade geral, é válida não apenas para

referenciais inerciais, mas também para quaisquer referenciais, pois, conforme veremos,

o campo gravitacional é, localmente, equivalente a um referencial não-inercial. Sendo

assim, podemos interpretá-la como uma teoria mais geral da gravitação.

Neste caṕıtulo iremos abordar alguns aspectos fundamentais da Teoria da Re-

latividade Geral que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

2.1 Dinâmica da Part́ıcula

Considere uma part́ıcula movendo-se em queda livre em um sistema de coor-

denadas ξα que a acompanha. Sendo assim, esse sistema é localmente inercial e de

1As leis da F́ısica são as mesmas em quaisquer referenciais inerciais (Covariância das leis da f́ısica
em relação aos referenciais inerciais). A velocidade da luz no vácuo tem o mesmo valor c em todos
os referenciais inerciais (Invariância da velocidade da luz no vácuo).
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acordo com o prinćıpio da equivalência, num referencial em queda livre, localmente,

não temos aceleração e portanto a equação de movimento da part́ıcula é dada por [13]:

d2ξα

dτ 2
= 0, (2.1.1)

em que dτ é o tempo próprio (tempo medido no referencial da part́ıcula) descrito por:

dτ 2 = −ηαβdξαdξβ, (2.1.2)

sendo ηαβ o tensor métrico de Minkowski.

Considerando um sistema de coordenadas arbitrário xµ em repouso, submetido

a um campo gravitacional [7, 13], a dinâmica da part́ıcula observada a partir do re-

ferencial xµ poderá ser obtida fazendo uma mudança de referencial aplicando a regra

da cadeia, ou seja:

d

dτ

(
∂ξα

∂xµ
∂xµ

∂τ

)
= 0. (2.1.3)

Tomando a evolução temporal da equação acima, iremos obter:

d2xµ

dτ 2

∂ξα

∂xµ
+

∂2ξα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (2.1.4)

Multiplicando por ∂xλ

∂ξα
, teremos:

d2xλ

dτ 2
+ Γλµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (2.1.5)

A equação (2.1.5) é denominada equação da geodésica e descreve o menor caminho

que uma part́ıcula livre percorre em um espaço curvo, ou seja, representa a trajetória

de menor comprimento entre dois pontos num referencial arbitrário xµ, o termo Γλµν é

chamado de conexão afim e estabele uma conexão entre vetores de espaços tangentes

definidos em pontos vizinhos e pode ser interpretado como uma “correção”as equações

devido a curvatura do espaço-tempo,

sendo Γλµν dado por:

Γλµν ≡
∂2ξα

∂xµ∂xν
∂xλ

∂ξα
. (2.1.6)
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Tendo em vista que as derivadas de primeira ordem comutam, da Equação (2.1.6),

temos que a conexão afim é simétrica com relação aos ı́ndices inferiores, ou seja:

Γλµν = Γλνµ. (2.1.7)

Percebe-se que na equação de movimento escrita a partir da Equação (2.1.5) existe um

termo adicional Γλµν
dxµ

dτ
dxν

dτ
quando comparada com a equação de movimento escrita a

partir do sistema localmente inercial Equação (2.1.1), isso indica a presença de um

campo gravitacional. Sendo assim, vemos que, de acordo com a teoria da relatividade

geral, o campo gravitacional é descrito a partir da curvatura do espaço-tempo.

Podemos ainda expressar o tempo próprio em termos do sistema de coordenadas

xµ, aplicando a regra da cadeia na Equação (2.1.2), ou seja:

dτ 2 = −ηαβ
∂ξα

∂xµ
dxµ

∂ξβ

∂xν
dxν ≡ −gµνdxµdxν , (2.1.8)

Em que gµν é o tensor métrico, definido como [13]:

gµν ≡ ηαβ
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
. (2.1.9)

Esse tensor é de fundamental importância na relatividade geral, pois sua função é medir

distância entre dois pontos e ângulos entre vetores num espaço-tempo curvo. Suas

componentes definem a geometria do espaço-tempo, descrevendo assim a dinâmica

num campo gravitacional.

2.1.1 Relação entre gµν e Γλµν

No estudo referente a part́ıcula em queda livre, o campo que determina a força

gravitacional é a conexão afim Γλµν , enquanto que o tempo próprio é determinado pelo

tensor métrico gµν [13]. Sendo assim, a relação entre o tensor métrico e a conexão

afim, é determinada derivando inicialmente a Equação (2.1.9) com respeito a xλ, ou

seja:

∂gµν
∂xλ

=
∂2ξα

∂xλ∂xµ
∂ξβ

∂xν
ηαβ +

∂ξα

∂xµ
∂2ξβ

∂xλ∂xν
ηαβ, (2.1.10)
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em que as seguintes relações são válidas [13]:

∂2ξα

∂xλ∂xµ
= Γρλµ

∂ξα

∂xρ
e

∂2ξβ

∂xλ∂xν
= Γρλν

∂ξβ

∂xρ
. (2.1.11)

Utilizando as relações acima e a Equação (2.1.9), obtemos

∂gµν
∂xλ

= Γρλµgρν + Γρλνgρµ. (2.1.12)

Realizando a seguinte permutação µ ↔ λ e fazendo algumas manipulações, é

posśıvel chegar a seguinte expressão:

∂gµν
∂xλ

+
∂gλν
∂xµ

+
∂gµλ
∂xν

= 2Γρλµgρν . (2.1.13)

Podemos multiplicar ambos os lados da última equação por gνσ com o objetivo de

encontrar Γσλµ:

Γσλµ =
1

2
gνσ
(
∂gµν
∂xλ

+
∂gλν
∂xµ

− ∂gµλ
∂xν

)
. (2.1.14)

Esta expressão representa a conexão afim em termos do tensor métrico. Dessa forma,

observamos que o Prinćıpio da Equivalência leva a uma dinâmica em que o movimento

da part́ıcula é determinado pela geometria do espaço-tempo, ou seja, o conceito de força

pode ser substitúıdo pela ideia de que a matéria e a energia curvam o espaço-tempo,

e este determina quais são as geodésicas que devem ser seguidas pelas part́ıculas de

teste [6, 7, 13]. Então, uma vez estabelecida a forma métrica, as funções gµν(x
λ), são

determinadas solucionando-se um conjunto de equações diferenciais conhecidas como

equações de Einstein, que relacionam a geometria do espaço-tempo com o conteúdo

de matéria e energia, fontes do campo gravitacional [6, 7, 14].

2.2 Tensor de Riemann

Iremos abordar algumas relações da geometria diferencial necessárias para a ob-

tenção das equações de Einstein. Na teoria da relatividade geral, o campo gravitacional

é descrito pela curvatura do espaço-tempo. A quantidade geométrica que determina

essa curvatura é o tensor de Riemann definido por [6, 15, 16]:
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Rµ
ναβ ≡

∂Γµνβ
∂xα

− ∂Γµνα
∂xβ

+ ΓρνβΓµαρ − ΓρναΓµβρ. (2.2.15)

O tensor de Riemann, com quatro ı́ndices, possui n4 componentes independentes

em um espaço n-dimensional [6, 7]. Entretanto, de acordo com algumas propriedades

fundamentais, podemos perceber que o número de componentes independentes se reduz

a 1
12
n2(n2−1). No entanto, para 4 dimensões obtemos 20 componentes independentes.

As propriedades fundamentais do tensor de curvatura são dadas a seguir.

1o) O tensor Rµναβ é anti-simétrico com relação à troca de ı́ndices do primeiro par;

Rµναβ = −Rνµαβ. (2.2.16)

2o) O tensor Rµναβ é anti-simétrico com relação à troca de ı́ndices do segundo par;

Rµναβ = −Rµνβα. (2.2.17)

3o) O tensor Rµναβ é invariante com relação à troca do primeiro par de ı́ndices com

o segundo;

Rµναβ = Rαβµν . (2.2.18)

A soma de permutações ćıclicas dos últimos três ı́ndices desaparece, logo:

Rµαβν +Rµβνα +Rµναβ = 0. (2.2.19)

Levando em consideração as propriedades do tensor de curvatura verifica-se que a

Equação (2.2.19) é equivalente a:

R[µναβ] = 0. (2.2.20)

O tensor de Riemann também satisfaz a identidade de Bianchi:
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∇λRµναβ +∇βRµνλα +∇αRµνβλ = 0. (2.2.21)

Em que a derivada covariante ∇λ exerce a função da derivada parcial e obedece as

propriedades de linearidade e a regra de Leibniz [6]. Portanto, pode ser escrita como

uma derivada parcial mais alguma transformação linear que serve como conexão para

se ter um resultado covariante e que se apresenta em forma de um conjunto de matrizes

conhecidas como os coeficientes da conexão. Então, no caso de um vetor, segue que:

∇λV
ν = ∂λV

ν + ΓνλρV
ρ. (2.2.22)

Esta expressão representa a derivada covariante de um vetor em termos da derivada

parcial, que nos permite obter as propriedades de transformação da conexão Γνλρ.

O tensor de Riemann também possibilita definir um tensor muito importante

na formulação da teoria da gravitação de Einstein, conhecido como tensor de Ricci,

sendo considerado o único tensor de segunda ordem que é obtido a partir da contração

do tensor de Riemann [6, 7, 13, 17]. Dessa forma, temos:

Rµν = Rλ
µλν = gλσRλµσν . (2.2.23)

Trata-se de um tensor simétrico, ou seja, Rµν = Rνµ, possuindo um total de 10 com-

ponentes independentes. Contraindo o tensor de Ricci, é posśıvel ainda obter o escalar

de curvatura ou escalar de Ricci representado da seguinte forma:

R = Rµ
µ = gµνRµν , (2.2.24)

em que relaciona a cada ponto do espaço-tempo um único número real, caracterizando

assim, a curvatura intŕınseca do espaço-tempo no ponto considerado.

Através desses resultados podemos obter um tensor simétrico de segunda ordem

com derivada covariante nula, conhecido como tensor de Einstein, sendo representado

por Gµν e definido como
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Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (2.2.25)

O tensor de Einstein é simétrico, devido à simetria do tensor de Ricci e da métrica,

e é fundamental na Teoria da Relatividade Geral. Temos também, que este tensor

satisfaz as chamadas identidades contráıdas de Bianchi [7],

∇µ

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= 0. (2.2.26)

Esta expressão está associada a uma lei de conservação e representa, localmente, a con-

servação das quantidades definidas pelo tensor de Einstein. Posteriormente veremos,

de que forma este tensor se relaciona com o tensor energia-momento, contribuindo

para obtenção das equações dinâmicas do campo gravitacional.

2.3 Tensor energia-momento

O tensor energia-momento corresponde a um tensor de segunda ordem, que des-

creve as quantidades f́ısicas de um fluido perfeito2. Considerando um sistema de várias

part́ıculas, as linhas de universo das part́ıculas definem um campo de 4-momento dis-

tribuido no espaço-tempo. Essa distribuição é praticamente cont́ınua e portanto, pode

ser descrita por meio de quantidades médias (densidade média de energia, pressão,

dentre outros), que são determinadas através do tensor energia-momento [6, 7, 18], ou

seja, toda informação relevante sobre o comportamento do fluxo de 4-momento das

part́ıculas está contida no tensor de energia-momento. Esse tensor possui 16 compo-

nentes e cada componente representa uma quantidade f́ısica. Diante disto, pode ser

representado da seguinte forma:

T µν = ρ0u
µuν . (2.3.27)

2Um fluido perfeito na relatividade é definido como um fluido que não possui viscosidade e nem
fluxo de calor [18].
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Em que ρ0 é a densidade de massa apropriada e uµ é a quadri-velocidade do fluido.

Temos ainda que o tensor T µν é simétrico, ou seja, T µν = T νµ e suas componentes T 00,

T 0k (ou T k0), T kk e T kj representam respectivamente a componente temporal (densi-

dade de energia), a componente espaço-temporais (densidade da k-ésima componente

de momento), as componentes espaciais (fluxo da k-ésima componente de momento

através da superf́ıcie cuja direção normal está na direção k, corresponde a pressão)

e as componentes espaciais (fluxo da k-ésima componente de momento através da su-

perf́ıcie cuja direção normal na direção k).

O tensor energia-momento de um sistema completo satisfaz a lei de conservação

[13]:

∂µT
µν = 0, (2.3.28)

ou ainda,

∂0(T 0ν) + ∂i(T
iν) = 0. (2.3.29)

Com a interação gravitacional, tem-se:

∇µT
µν = 0. (2.3.30)

Em cosmologia, o conteúdo de matéria e energia do Universo é considerado um fluido

perfeito, conforme veremos. Nesse caso, o tensor energia-momento é representado por

[6, 7]:

T µν = (ρ+ p)uµuν + pgµν . (2.3.31)

Em que p e ρ representam a pressão e a densidade de energia respectivamente e uµ a

4-velocidade do fluido.
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Caṕıtulo 3

Aspectos da Cosmologia

A Cosmologia é o estudo da estrutura dinâmica do Universo em larga escala [6,

7]. Sendo assim, parte do prinćıpio de que as leis da f́ısica são as mesmas em qualquer

ponto. Dessa forma, existem na natureza quatro forças fundamentais que governam

o Universo: as forças nucleares fraca e forte, que são denominadas de forças de curto

alcance, portanto, não descrevem a dinâmica do Universo e as forças eletromagnética

e gravitacional, que são de longo alcance.

No caso das forças de longo alcance, ambas poderiam contribuir para o estudo da

evolução do Universo, no entanto, macroscopicamente a matéria no seu estado natural

se apresenta eletricamente neutra, então a força eletromagnética não colabora para

esta descrição. Diante disto, a força gravitacional torna-se a interação predominante

para descrever a estrutura em larga escala do Universo. Logo, a Cosmologia deve ser

entendida dentro do contexto da Relatividade Geral, que é a teoria fundamental para

analisar a dinâmica do Universo.

Os dados observacionais apontam que em larga escala, considerando uma ordem

maior que 100Mpc1 o Universo se apresenta homogênio e isotrópico [2, 8], ou seja, a

matéria se encontra distribuida de forma homogênia e isotrópica. Para uma escala

bem menor que 100Mpc a distribuição de matéria é irregular. Para se ter uma ideia a

1Um parsec (1pc) corresponde a distância em que a distância média entre a Terra e o sol é de
1 arco de segundo (1arcseg) [4], equivale a 3.26 anos-luz (distância que a luz viaja em um ano), ou
ainda 30.9 trilhões de quilômetros.
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nossa galáxia faz parte de um pequeno grupo de galáxias chamado de grupo local. As

estimativas indicam que a Via Láctea é uma das maiores galáxias do grupo local pos-

suindo cerca de 1011 (cem bilhões) de estrelas com um diâmetro de aproximadamente

30Kpc (Kiloparsecs), que corresponde a 105 anos-luz [4]. Pertence a um aglomerado

composto por 30 galáxias com um comprimento de aproximadamente 1Mpc chamado

de grupo local, que tem como mais próximo, o aglomerado de Virgo contendo 2000

galáxias inseridas num volume de 5Mpc [4]. Portanto, é numa escala muito grande

que as observações indicam que o Universo é homogênio e isotrópico.

3.1 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Inspirado pelas observações, o modelo cosmológico padrão se baseia no chamado

pŕıncipio cosmológico, que pode ser enunciado da seguinte forma: “Dois observadores

que estejam acompanhando o movimento cosmológico, devem estar expostos a mesma

interpretação do Universo”[2]. Então, de acordo com esse prinćıpio, existe um tempo

cosmológico(t), tal que as hiper superf́ıcies, com t= cte, são espaços tridimensionais

homogêneos e isotrópicos [19]. A homogeneidade significa que em torno de qualquer

ponto desse espaço a métrica é invariante por translação, quanto a isotropia, significa

que em torno de qualquer ponto a métrica é invariante por rotação. Logo, temos uma

simetria esférica em qualquer ponto. Se existe simetria associada a métrica, então, as

transformações de simetria desta, as isometrias, são geradas por vetores de Killing, em

que a derivada de Lie da métrica gµν é nula, portanto:

Lξgµν = 0, (3.1.1)

ou ainda,

ξα
∂gµν
∂xα

+ gαν
∂ξα

∂xµ
+ gµα

∂ξα

∂xν
= 0. (3.1.2)

Em que obtemos [7]:

∇µξν = −∇νξµ, (3.1.3)
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que é chamada equação de Killing, cuja solução está associada aos vetores de

Killing, geradores da isometria.

A equação de Killing é uma equação diferencial parcial e acoplada, ela admite,

no máximo, n(n+1)
2

soluções independentes. Para um espaço tridimensional homogêneo

e isotrópico, temos n = 3, em que o número máximo de simetrias geradas será seis. Ou

seja, nesse espaço teremos seis vetores de Killing linearmente independentes, sendo,

três vetores de translação e três vetores de rotação. Portanto, para um espaço tri-

dimensional homogênio e isotrópico maximalmente simétrico, o tensor de curvatura

pode ser escrito como [6, 20]:

Rijkl = k(γikγjl − γilγjk). (3.1.4)

Em que k é uma constante chamada de constante de curvatura e γij representa a

métrica do espaço tridimensional, assim

dl2 = γijdx
idxj. (3.1.5)

Esta representa a geometria do espaço tridimensional homogênio e isotrópico. Para en-

contrar explicitamente (em algum sistema de coordenadas) as componentes da métrica

do espaço tridimensional homogênio e isotrópico deve-se escolher um ponto arbitrário

como origem do sistema de coordenadas (em torno desse ponto a métrica é invariante

por rotações, ou seja, simetria esférica), dessa forma:

dl2 = eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (3.1.6)

Sendo λ(r) uma função desconhecida que deve também satisfazer a condição de homo-

geneidade. Nesse caso, podemos determiná-la utilizando o tensor de Riemann. Então,

contraindo o primeiro i e o terceiro k ı́ndices da Equação (3.1.4) obtemos o tensor de

Ricci descrito por:

Rjl = Ri
jil = k(δiiγjl − δilγji), (3.1.7)
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logo,

Rjl = 2kγjl. (3.1.8)

que representa o tensor de Ricci para métrica da Equação (3.1.5). Calculando suas

componentes, veremos que as componentes não-nulas são:

R11 =
λ′

r
, (3.1.9)

R22 = 1 +
1

2
re−λλ′ − e−λ (3.1.10)

e

R33 = sen2(θ)R22. (3.1.11)

Substituindo essas componentes na Equação (3.1.8), obtem-se duas equações indepen-

dentes. Para j = 1 e l = 1, obtemos a componente R11 da métrica dada por:

R11 = 2kγ11, (3.1.12)

sendo

d(e−λ)

dr
= −2kr. (3.1.13)

Integrando a Equação (3.1.13), temos:

e−λ = −kr2 + A, (3.1.14)

em que A é uma constante de integração.

Para j = 2 e l = 2, obtemos a componente R22 da métrica descrita por

R22 = 2kγ22, (3.1.15)

então,

1 +
1

2
re−λλ′ − e−λ = 2kr2, (3.1.16)

que nos leva ao seguinte resultado:

A = 1. (3.1.17)



16

Assim, combinando a Equação 3.1.14 com a Equação 3.1.17, obtemos:

eλ =
1

1− kr2
. (3.1.18)

Logo, a métrica de um espaço tridimensional homogêneo e isotrópico é definida da

seguinte forma

dl2 =
1

1− kr2
dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2), (3.1.19)

que representa a distância espacial própria entre eventos simultâneos.

Considerando observadores co-móveis (observadores que não se movem relati-

visticamente em relação às galáxias) distribúıdos no espaço tridimensional, a linha de

Universo desses observadores deve ser ortogonal ao espaço tridimensional, homogênio e

isotrópico. Sendo assim, a métrica do espaço-tempo deve obedecer à linha de Universo

que é uma geodésica na métrica, sendo que a homogeneidade e a isotropia induz que

a parte espacial do tensor métrico evolua por meio de uma função universal do tempo

(derivada direcional). Dessa forma, a métrica do espaço-tempo será representada por:

ds2 = −dt2 + a2(t)dl2. (3.1.20)

Sendo a(t) uma função do grau de afastamento e aproximação dos observadores co-

móveis, t o tempo próprio medido pelos observadores e dl a distância co-móvel. Com-

binando as Equações (3.1.19) e (3.1.20), tem-se [4, 6, 7]:

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
, (3.1.21)

é denominada de métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e satisfaz a condição

de homogeneidade e isotropia para a geometria do espaço-tempo [6, 7]. O fator a(t)

corresponde a um fator de escala que é utilizado para descrever a evolução de distâncias

espaciais e k é a constante de curvatura do espaço que pode assumir os valores k = −1,

k = 0 e k = 1 que representa respectivamente, o espaço com curvatura hiperbólica,

o espaço sem curvatura, ou seja, plano e o espaço com curvatura espacial do tipo

esférica.
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Em relação ao parâmetro de escala, temos que, para um a(t) crescente com o

tempo o Universo está em expansão, caso seja decrescente, o Universo está se con-

traindo.

3.2 Equação de Friedmann-Lemâıtre

As equações de Friedmann podem ser obtidas a partir da combinação da métrica

de Friedmann-Robertson-Walker e o tensor energia-momento de um fluido perfeito, nas

equações de Einstein representadas por [7, 8, 13]:

Gµν = 8πGTµν , (3.2.22)

em que Gµν é o tensor de Einstein descrito por:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (3.2.23)

e Tµν é o tensor energia-momento.

Sabendo que Rµν representa o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci e gµν o tensor

métrico de FRW, então, podemos obter as equações de Friedmann aplicando a métrica

e o tensor energia-momento de um fluido perfeito as equações de Einstein. Então,

calculando as componentes do tensor de Einstein, teremos para a componente G00,

G00 = R00 −
1

2
Rg00, (3.2.24)

em que,

R00 = −3
ä

a
(3.2.25)

e

R = 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
. (3.2.26)

Substituindo na Equação (3.2.23), teremos:

G00 = 3

(
ȧ

a

)2

+
3k

a2
, (3.2.27)
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em que substituindo esta na Equação (3.2.22), obtemos G00 = 8πGT00. Assim, como

T00 = ρ, ficaremos com G00 = 8πGρ que, ao ser comparada com a Equação (3.2.34),

nos permite obter a primeira equação de Friedmann descrita por:

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (3.2.28)

que é a primeira equação de Friedmann e representa a taxa de variação de expansão do

fator de escala a(t), que pode ser descrita por H ≡ ȧ
a
, conhecido como parâmetro de

Hubble. Já para a segunda equação de Friedmann devemos encontrar a componente

G11. Seguindo os mesmos procedimentos para a obtenção da primeira equação, temos:

G11 = R11 −
1

2
Rg11, (3.2.29)

em que

R11 =
aä+ 2ȧ2 + 2k

1− kr2
(3.2.30)

e

R = 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
. (3.2.31)

Da métrica de FRW, temos que a componente g11 =

(
a2

1−kr2

)
, logo a componente G11

pode ser escrita como:

G11 =
−2aä

1− kr2
− ȧ2

1− kr2
− k

1− kr2
. (3.2.32)

Da Equação (3.2.23), temos que G11 é dada por G11 = 8πGT11. Já a componente

T11 do tensor energia-momento, assume a seguinte relação: T 1
1 = p, que na forma

covariante é descrita como:

T11 = pg11, (3.2.33)

substituindo T11 na Equação (3.2.23), obtemos a seguinte expressão:

G11 = 8πGp

(
a2

1− kr2

)
. (3.2.34)
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Comparando as Equações (3.2.32) e (3.2.34), temos que:

−2ä

a
−
(
ȧ

a

)2

− k

a2
= 8πGp. (3.2.35)

Substituindo a Equação (3.2.28) na Equação (3.2.35), encontramos que

ä

a
=
−4πG

3
(3p+ ρ). (3.2.36)

Esta é a segunda equação de Friedmann, que descreve a taxa de aceleração com que

o Universo se expande em função da densidade de matéria e da pressão do fluido

relacionadas com o fator de escala de expansão do Universo [2, 6, 7]. De acordo com

essa expressão, percebe-se que o Universo pode ser acelerado ou desacelerado, assim

para ä > 0 o Universo é acelerado e ä < 0 temos um Universo desacelerado.

3.3 Densidade de energia no Universo

No Universo podemos identificar, em larga escala, três fontes principais de

distribuição de matéria e energia [14], ou seja: a matéria presente nos aglomerados

(como as Galáxias, Estrelas, dentre outros), a radiação cósmica (representada pelas

ondas eletromagnéticas) e a constante cosmológica Λ (corresponde a energia do vácuo).

Considerando as fontes do campo gravitacional do Universo como um fluido per-

feito, iremos, através das equações de Einstein, encontrar a relação entre a densidade

de energia com fator de escala, para descrevermos a energia dinâmica do Universo

[6, 14, 21]. Sendo assim, o tensor energia-momentum de um fluido perfeito é descrito

por:

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν . (3.3.37)

Como consideramos um sistema de coordenadas co-móveis para descrever a métrica,

então o movimento do fluido vai estar em conjunto com a do referido sistema. Portanto,
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a quadri-velocidade será dada por Uµ = (−1, 0, 0, 0) e Tµν será:

Tµν =


ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

 .

Escrevendo na forma contravariante, teremos:

T µν = diag(−ρ, p, p, p), (3.3.38)

em que o traço será:

T = T µµ = −ρ+ 3p. (3.3.39)

Aplicando a condição da conservação de energia a Equação (3.3.37), temos:

∇µT
µ

0 = 0 (3.3.40)

ou

∂µT
µ

0 + ΓµµλT
λ

0 − Γλµ0T
µ
λ = 0, (3.3.41)

que leva a

ρ̇ = −3
ȧ

a
(ρ+ p). (3.3.42)

A Equação (3.3.42) é conhecida como a equação da conservação da energia para a

métrica de FRW para um fluido perfeito.

Para resolvermos a Equação (3.3.42), deve-se utilizar uma equação de estado

que relacione a densidade de energia (ρ) com a pressão (p). Portanto, esta relação é

descrita através de:

p = ωρ. (3.3.43)

Em que ω representa uma constante independente do tempo que especifica a natureza

do fluido cósmico, assim, substituindo a Equação (3.3.43) em (3.3.42), temos [6, 7]:

ρ̇

ρ
= −3

ȧ

a
(1 + ω). (3.3.44)
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Ou

ρ(t) = ρ0

[
a(t)

a0

]−3(1+ω)

. (3.3.45)

ρ(t) representa a densidade de energia em função do fator de escala a(t) para um fluido

perfeito.

Os exemplos mais comuns de fluidos cosmológicos são a matéria, a radiação e

a energia de vácuo [22], que de acordo com a equação de estado (3.3.43), para cada

tipo de fluido ω pode assumir os seguintes valores: ω = 0, ω = 1
3

e ω = −1.

Para ω = 0 teremos um peŕıodo dominado pela matéria dilúıda (poeira), em

que a matéria não-relativ́ıstica, possui pressão zero [6]. Equivale ao comportamento

das galáxias numa escala de 100Mpc, no qual a pressão é praticamente despreźıvel em

relação a densidade de energia, ou seja, para ω = 0 temos:

ρM(t) ∼ a−3, (3.3.46)

que relaciona a densidade de matéria com o fator de escala, indicando a diminuição

da densidade do número de part́ıculas na medida que o Universo se expande.

Para ω = 1
3
, temos o peŕıodo dominado pela radiação [6, 23]. Nesse caso,

a densidade de radiação pode ser utilizada para descrever qualquer radiação eletro-

magnética real, ou part́ıculas massivas que se deslocam com velocidades próximas da

luz, indistingúıveis dos fótons.

O valor de ω para o caso da radiação, considerando um gás isotrópico de

part́ıculas relativ́ısticas como um fluido perfeito, podemos descrevê-lo através da Equação

(3.3.37). Temos ainda, que o tensor Tµν para o eletromagnetismo pode ser descrito em

termos da intensidade de campo, como se segue [6, 14]:

T µν = F µλF ν
λ −

1

4
gµνF λσFλσ, (3.3.47)

Em que o traço deste tensor é representado por:

T µµ = F µλFµλ −
1

4
F λσFλσ = 0. (3.3.48)
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Comparando com a Equação (3.3.39), temos:

pR =
1

3
ρR, (3.3.49)

que representa a equação de estado de um gás de fótons (radiação) e ω = 1
3
, representa

a constante para a radiação. Portanto, a densidade de energia da radiação descrita

pela Equação (3.3.45) cai de acordo com a seguinte relação:

ρR(t) ∼ a−4. (3.3.50)

Comparando as densidades, percebemos que a densidade de energia da radiação cai

mais rápido do que a densidade de energia na matéria, isso porque a densidade

do número de fótons diminui na mesma proporção que a densidade do número de

part́ıculas não-relativ́ısticas. Atualmente acredita-se que a densidade de energia da

radiação é muito menor que a da matéria, com ρM
ρR
∼ 103 [2, 6]. Porém, no passado o

Universo era muito pequeno e quem dominava era a densidade de energia da radiação.

Para energia de vácuo, temos ω = −1. Nesse caso, a equação de estado torna-se

pvac = −ρvac, sendo ρvac = cte que pode ser relacionada a constante cosmológica (Λ)

[24], conforme veremos a seguir.

Na Relatividade Geral, a fonte de energia para o campo gravitacional é o tensor

energia-momento [6]. Na f́ısica não gravitacional, o movimento de uma part́ıcula com

a energia potencial V (x) é o mesmo que com uma energia potencial V (x) +V0, com V0

sendo qualquer constante. Na gravitação, porém, o valor real das questões energéticas

é considerado, e não apenas as diferenças entre os estados. Esse comportamento abre

a possibilidade da existência de energia de vácuo: uma densidade de energia do espaço

vazio. Uma caracteŕıstica interessante, é que no vácuo não há uma direção preferen-

cial, no entanto, ainda é posśıvel ter uma densidade de energia diferente de zero se o

tensor energia-momento estiver associado à invariância de Lorentz com coordenadas

inerciais locais [6]. Essa invariância de Lorentz nos leva ao tensor energia-momento

correspondente, que deve ser proporcional à métrica, logo podemos descrever o termo
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cosmológico Λgµν como um fluido perfeito e escrever a seguinte relação:

T vacµν = −ρvacηµν . (3.3.51)

Admitindo a condição de que ηµν é invariante por transformação de Lorentz, podemos

generalizar com coordenadas localmente inerciais arbitrárias em que:

T vacµν = −ρvacgµν . (3.3.52)

Da equação de um fluido perfeito, o tensor energia-momento dado pela Equação

(3.3.37) equivale à expressão acima generalizada, a menos de um sinal contrário na

densidade de energia para pressão isotrópica, gerando:

pvac = −ρvac. (3.3.53)

Dividindo o tensor energia-momento em uma parte da matéria TMµν e uma parte de

vácuo T vacµν = −ρvacgµν a equação de Einstein torna-se:

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πG(TMµν − ρvacgµν). (3.3.54)

Acrescentando a constante cosmológica Λ para encontrar soluções para um

modelo de Universo estático, tem-se [6, 24]:

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πG(Tµν), (3.3.55)

Λ é inserida como uma densidade de energia no vácuo, da seguinte forma:

ρvac =
Λ

8πG
. (3.3.56)

Portanto, para a constante cosmológica como distribuição de energia-matéria a Equação

(3.3.53) leva a um parâmetro ω = −1, em que a densidade de energia de vácuo é dada

por:

ρΛ(t) = ρ0. (3.3.57)

Assim, temos três peŕıodos para a evolução do Universo, sendo o primeiro dominado

pela radiação, o segundo dominado pela matéria e por fim, o peŕıodo dominado pela

constante cosmológica Λ [7].
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Da equação de Friedmann, usando a constante de integração a0, podemos fixar

o valor atual do fator de escala em a0 = 1 para simplificar e obter as três fontes para

a evolução do Universo.

ρ = ρM + ρR + ρΛ. (3.3.58)

Em que,

ρM =
ρ0M

a3
, (3.3.59)

ρR =
ρ0R

a4
, (3.3.60)

e

ρΛ =
Λ

8πG
. (3.3.61)

Substituindo-as na Equação (3.2.28) obtemos:(
ȧ

a

)2

=
Λ

3
+

8πG

3

(
ρ0R

a4
+
ρ0M

a3

)
− k

a2
. (3.3.62)

Definindo um potencial efetivo como sendo dado por:

Veff (a) = −8πG

3

(
ρ0R

a4
+
ρ0M

a3

)
+
k

a2
, (3.3.63)

A Equação (3.3.62) torna-se: (
ȧ

a

)2

=
Λ

3
− Veff (a). (3.3.64)

Como

(
ȧ
a

)2

é positivo, podemos fazer uma analogia com a equação de movimento de

uma part́ıcula submetida a um potencial Veff expressa por:

1

2
mẋ2 = E − Veff (x). (3.3.65)

A condição necessária para o fator de escala ser positivo implica que Veff (x) ≤ Λ
3
.

Para Veff cŕıtico igual a Λ
3

teremos: (
ȧ

a

)2

= 0. (3.3.66)
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Desta forma, derivando a Equação (3.3.64) de Friedmann, segue que:

ä =

[
Λ

3
− Veff (a)

]
a− 1

2

[
d(Veff )

da

]
a2. (3.3.67)

Para k = 0, o potencial efetivo Veff (a) tem um predomı́nio do peŕıodo da matéria

sobre a radiação, portanto:

Veff (a) = −8πG

3

(
ρ0R

a4
+
ρ0M

a3

)
. (3.3.68)

Para k = 1, o potencial efetivo Veff (a) tem um predomı́nio do peŕıodo da constante

cosmológica sobre a matéria e a radiação, portanto:

Veff (a) = −8πG

3

(
ρ0R

a4
+
ρ0M

a3

)
+

1

a2
. (3.3.69)

Para k = −1, o potencial efetivo Veff (a) tem um predomı́nio do peŕıodo da radiação

sobre a constante cosmológica e a matéria, logo:

Veff (a) = −8πG

3

(
ρ0R

a4
+
ρ0M

a3

)
− 1

a2
. (3.3.70)

3.4 Parâmetro de desaceleração

Um outro parâmetro que descreve o processo de expansão do Universo, é o

parâmetro de desaceleração definido por [15, 14]:

q =
d

dt

(
1

H

)
−1 = −

ä
a(
ȧ
a

)2 . (3.4.71)

Essa expressão nos informa o quanto a taxa de aceleração H do Universo está se

expandindo [4]. Sendo assim, podemos determinar o fator de escala a(t) variando

no tempo e obter o comportamento do parâmetro de desaceleração q(t) para alguns

modelos cosmológicos. Se q < 0, a expansão do Universo é acelerada, mas se q > 0

indica uma fase de desaceleração.
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3.5 Modelos cosmológicos

Nesta seção iremos apresentar alguns modelos cosmológicos como solução das

equações de Friedmann.

3.5.1 Modelo cosmológico de Einstein-de-Sitter

No modelo cosmológico de Einstein-de-Sitter temos: Λ = 0, ρ0R = 0 e k = 0, o

que corresponde o Universo dominado pela matéria. Portanto através da equação de

Friedmann podemos encontrar o fator de escala para o peŕıodo da matéria [15]. Sendo

assim, partindo da Equação (3.3.62), temos:

ȧ

a
=

√
8πGρ0M

3

√
a−3, (3.5.72)

denominando α =
√

8πGρ0M

3
obtém-se que:

ȧ

a
= αa−

3
2 . (3.5.73)

Sendo ȧ = da
dt

, obtemos que

a(t) =

(
3

2
α

) 2
3

(t)
2
3 . (3.5.74)

A Figura 3.1 apresenta o comportamento do fator de escala para o peŕıodo dominado

pela matéria.

Figura 3.1: Evolução do fator de escala em função do tempo para o Universo dominado
pela matéria.

.
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Analisando o gráfico da Figura 3.1 percebe-se que o fator de escala cresce com

o passar do tempo indefinidamente.

Utilizando a Equação (3.4.71), o parâmetro de desaceleração q(t) resulta num

valor de q(t) = 1
2
, o que corresponde a um peŕıodo de desaceleração constante com o

passar do tempo. Sendo o modelo mais popular até as observações indicarem que o

Universo estava em expansão acelerada. (Figura 3.2).

Figura 3.2: Parâmetro de desaceleração para a era dominada pela matéria.

Para o Universo dominado pela radiação, temos: Λ = 0; ρ0M = 0 e k = 0. Logo,

utilizando a Equação (3.3.62), obtemos

ȧ

a
=

√
8πGρ0R

3

√
a−2, (3.5.75)

Assumindo α =
√

8πGρ0R

3
temos:

ȧ

a
= αa−2. (3.5.76)

Sendo ȧ = da
dt

e fazendo os mesmos procedimentos do caso anterior, produz:

a(t) = (2αt)
1
2 . (3.5.77)

Esse corresponde ao valor aproximado do fator de escala a(t) para o peŕıodo da ra-

diação, em que analisando, observamos que cresce com o passar do tempo indefinida-

mente [7]. (Figura 3.3).
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Figura 3.3: Evolução do fator de escala em função do tempo para o universo dominado
pela radiação.

.

O parâmetro de desaceleração resulta em q = 1, o que indica um peŕıodo de

desaceleração constante com o passar do tempo. (Figura 3.4).

Figura 3.4: Parâmetro de desaceleração para a era dominada pela radiação.

.

3.5.2 Modelo de de Sitter

Para o caso do Universo dominado pela constante cosmológica, que corresponde

ao modelo de de Sitter, temos que Λ > 0, ρ0R = 0, ρ0M = 0 e k = 0, então, partindo
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da Equação 3.3.62, obtemos:

ȧ

a
=

√
Λ

3
(3.5.78)

Como ȧ = da
dt

, obtemos que a(t) = e
√

Λ
3
t. Assim, o fator de escala para a constante

cosmológica obedece a uma expansão exponencial [7]. (Figura 3.5).

Figura 3.5: Evolução do fator de escala em função do tempo para o modelo de de
Sitter.

.

O parâmetro de desaceleração, tem como resultado q = −1 , o que indica um

peŕıodo de aceleração constante com o passar do tempo [7, 25]. (Figura 3.6).

Figura 3.6: Parâmetro de desaceleração para o modelo de de Sitter.
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Caṕıtulo 4

Cosmologia Inflacionária

4.1 Teoria do Big Bang

A Teoria do Big Bang1é uma teoria que prevê que o Universo originou-se de

um estado muito quente e denso, cuja expansão inicial afetou não só a matéria, mas

a própria estrutura do espaço-tempo [2, 9]. Tal teoria Recebeu uma extraordinária

confirmação experimental em 1964 com a descoberta da radiação cósmica de fundo na

faixa de microondas. Esta radiação foi detectada no ano de 1965, pelos engenheiros de

telecomunicações Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson, que captaram aci-

dentalmente essa radiação em ondas de rádio de 7,35 cm [25]. Através de dados obtidos

pelo satélite COBE2 foi confirmado que essa radiação corresponde a radiação de um

corpo negro a 2, 7K. A radiação é a mesma em todas as direções e as inomogeneida-

des seriam inferiores a uma parte em 100 mil [25]. A detecção da radiação cósmica de

fundo já havia sido prevista pelo f́ısico norte-americano George Gamow (1904− 1968)

na década de 40 no entanto, na época, não foi dada importância. Atualmente são

1Termo que representa a concepção atual de que o nosso Universo se originou de uma grande
expansão inicial do espaço-tempo a cerca de 10 bilhões de anos atrás. Neste processo de expansão tanto
a densidade como a temperatura e a pressão variaram enormemente proporcionando o predomı́nio
das diversas formas de interação f́ısica conhecidas, gerando as fases ou eras cosmológicas.

2Satélite norte-americano, lançado em (1989), e que operou até (1994). Seu nome refere-se a
expressão Cosmic Background Explorer e conduziu três experimentos cient́ıficos destinados a estudar
a radiação cósmica primordial.
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consideradas como reĺıquias do Big Bang [26].

A teoria do Big Bang apesar de sua relevância, apresenta alguns problemas no

que se refere as condições iniciais do Universo, dentre os quais podemos citar [4, 24]:

i) Problema do Horizonte: A distribuição observada do fundo de microondas revela

uma grande homogeneidade. O problema, no entanto, é que estas regiões distantes

não teriam condições de ter tido contato causal antes da época em que a radiação se

desacoplou da matéria. Portanto, a grande questão é saber como o Universo conseguiu

atingir tal grau de homogeneidade.

ii) Problema da Planura: O problema da planura consiste em explicar por que a

densidade total de energia é extremamente próxima a densidade cŕıtica. De acordo com

os dados da astronomia experimental, o parâmetro de densidade tem um valor muito

próximo a 1, mas não exatamente 1, que corresponde ao modelo cŕıtico (Ωtotal = 1), o

que significa que a geometria do Universo é praticamente plana e, consequentemente,

a densidade de energia do Universo é quase igual a cŕıtica. Essa é uma situação muito

especial, pois se fosse um pouco maior ou um pouco menor que a unidade no ińıcio do

Universo, hoje o seu valor seria muito diferente de 1, uma vez que o mesmo é função

do tempo. Isso implica num ajuste fińıssimo do parâmetro de densidade no ińıcio

do Universo para que o seu valor seja compat́ıvel com o que é observado hoje, o que

realmente é algo bastante artificial em virtude desse caráter altamente instável de Ω.

4.2 Cosmologia Inflacionária

A Teoria da Inflação proposta em 1981 por Alan Guth surge como alternativa

para a explicar os problemas do horizonte e planura. A ideia central é que o Universo

sofreu uma expansão muito rápida em um peŕıodo de tempo muito curto, durante o

qual o fator de escala foi acelerado exponencialmente [4]. De acordo com a teoria,

tal expansão foi provocada pela presença de um campo escalar relacionado à energia

de vácuo conhecido como ı́nflaton. Acredita-se que em algum momento a energia
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cinética do ı́nflaton torna-se pequena e a maior parte da energia fica armazenada em

seu potencial. Esta energia possui pressão negativa e como consequência, provoca a

expansão acelerada muito grande em curto intervalo de tempo [6, 14, 21, 27].

O fato de propor o campo escalar (́ınflaton) como gerador da inflação, não

é apenas para se obter um estágio acelerado do Universo e resolver os problemas da

planura e horizonte, mas também fornecer um mecanismo para a geração de part́ıculas

e da radiação, bem como outro mecanismo para a geração das pertubações primordiais

cosmológicas.

4.3 Teoria de Campo Escalar em Cosmologia

O campo escalar, associado a uma transição de fase, responde pela pressão

negativa que acelera a expansão do Universo primordial. Sendo assim, introduzindo a

teoria de campo escalar em cosmologia, através do tensor energia-momento, pode-se

obter a densidade de energia e a pressão e assim relacionar o campo escalar com as

equações de Friedmann. Portanto, iremos utilizar o tensor energia-momento definido

por [28]:

T µν =
δL
δ∂µφ

∂µφ− δµνL. (4.3.1)

que obedece a lei de conservação, pois utilizando as equações de movimento podemos

verificar explicitamente que este tensor energia-momentum possui essa caracteŕıstica,

ou seja

∂µT
µ
ν = 0. (4.3.2)

Substituindo a equação de um campo escalar real na Equação (4.3.1), obtemos o tensor

energia-momentum para um campo escalar descrito por:

Tµν = ∂µφ∂νφ+ gµνL, (4.3.3)

em que L é a lagrangeana padrão de campos escalares, definida por [11, 28, 29, 30]:

L = −1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ). (4.3.4)
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Substituindo a Equação (4.3.4) em (4.3.3) temos:

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
1

2
∂µφ∂

µφ− gµνV (φ). (4.3.5)

Fazendo µ = 0, ν = 0 e considerando φ = φ(t) temos:

T00 =
1

2
φ̇2 + V (φ). (4.3.6)

Como o tensor energia-momento possui componente T00 = ρ, assim, comparando com

a Equação (4.3.6) iremos obter a densidade de energia que é dada por:

ρ =
1

2
φ̇2 + V (φ). (4.3.7)

Agora substituindo µ = 1 e ν = 1, teremos a componente T11 do tensor energia-

momento descrita por:

T11 =
1

2
(∂0φ)2 − V (φ). (4.3.8)

Temos que as componentes T11 = p1;T22 = p2;T33 = p3, mas como a pressão é cons-

tante, então: p1 = p2 = p3 = p logo, comparando com a Equação (4.3.7) encontramos

que a pressão é dada por:

p =
1

2
φ̇2 − V (φ). (4.3.9)

A partir da primeira equação de Friedmann e da expressão da densidade de

energia ρ, obteremos a seguinte equação:(
ȧ

a

)2

=
8πG

3

[
1

2
φ̇2 + V (φ)

]
− κ

a2
. (4.3.10)

Para a segunda equação de Friedmann, temos

ä

a
=
−8πG

3

[
φ̇2 − V (φ)

]
. (4.3.11)

Com a equação da conservação de energia para a métrica de FRW de um flúıdo perfeito,

representada pela Equação (3.3.42) e substituindo os valores de densidade e pressão

encontrados, iremos obter que:

φ̈+ 3
ȧ

a
φ̇+

∂V

∂φ
= 0, (4.3.12)
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que é a equação de movimento da part́ıcula que governa a evolução temporal do campo

escalar. Chamando H = ȧ
a
, logo a Equação (4.3.12) torna-se:

φ̈+ 3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0. (4.3.13)

Em que H representa a taxa relativa de crescimento do Universo, ou seja, taxa de

expansão conhecida como sendo o parâmentro de Hubble. Percebe-se que o parâmetro

de Hubble atua como um termo de atrito [31].

Da Equação (4.3.13) do movimento da part́ıcula podemos analisar a evolução

temporal do campo escalar, pois de acordo com o prinćıpio cosmológico, o Universo

é homogêneo e isotrópico, portanto varia somente como função do tempo, ou seja,

φ = φ(t). Assim a Equação (3.2.28), para k = 0, torna-se:(
ȧ

a

)2

=
8πG

3

[
1

2
φ̇2 + V (φ)

]
. (4.3.14)

Na equação acima, se φ̇2 << V (φ) teremos que ρ = V (φ0) e p = −V (φ0), então

podemos obter um regime de aceleração positiva quando a pressão for negativa, onde

p = −ρ e percebemos que de acordo com a equação da pressão de um fluido perfeito e

da densidade de energia esta condição é satisfeita desde que o termo cinético permaneça

subdominante, sendo despreźıvel com relação ao termo potencial. Com esta condição,

o potencial escalar torna-se máximo, e como a expansão é acelerada, o potencial deve

variar lentamente nesse peŕıodo. Logo teremos que V ≈ constante, ou ∂V
∂φ

= ξ, onde ξ

é um valor muito pequeno. Essa aproximação é conhecida como aproximação de slow-

roll (rolamento lento), caracterizando uma expansão acelerada. No regime slow-roll,

φ̇ ≈ constante e φ̈ = 0 de tal forma que a Equação (4.3.12) pode ser escrita como

[6, 7, 14, 27]:

3
ȧ

a
φ̇+

∂V

∂φ
= 0. (4.3.15)

Como V ≈ constante, então a equação de Friedmann torna-se:(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
V0, (4.3.16)
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onde obtemos:

a(t) = e

√
8πGV0

3
t. (4.3.17)

Assim, percebe-se que independente da forma do potencial, a aproximação slow-roll

sempre fornecerá uma solução exponencial de tal forma que p = −ρ = −V semelhante

ao que ocorre no modelo para o Universo dominado pela constante cosmológica, que

corresponde ao modelo de de Sitter [32]. Neste peŕıodo o ı́nflaton evoluirá do estado

de falso vácuo para o estado de vácuo verdadeiro quando ∂V
∂φ

não for pequeno, o

que corresponde ao término do regime inflacionário em que o potencial chega ao seu

mı́nimo e o termo cinético não é mais despreźıvel e, de acordo com a Equação (4.3.13),

o ı́nflaton sofre oscilações amortecidas e perde energia, reaquecendo o Universo.

4.4 Modelos de potenciais

Vimos que o campo escalar (́ınflaton) é submetido a um potencial V (φ). Nesta

seção iremos apresentar alguns modelos de potenciais, seguindo alguns procedimen-

tos matemáticos, que viabilizem analisar o comportamento do fator de escala e do

parâmetro de desaceleração para cada modelo.

4.4.1 Modelo de campo escalar: Potencial quadrático

Considere o modelo mais comum de campo escalar (φ) com massa (m) e com

densidade de energia potencial conforme segue [25, 27, 28]

V (φ) =
1

2
m2φ2. (4.4.18)

Substituindo a Equação (4.4.18) na equação que governa a evolução temporal, teremos

φ̈+ 3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0, (4.4.19)

ou

φ̈+ 3Hφ̇+m2φ = 0. (4.4.20)



36

Em que o termo 3Hφ̇, é interpretado como um termo de atrito.

Nesse caso, a primeira equação de Friedmann, considerando a aproximação slow-

roll e o espaço com curvatura nula, apresenta-se da seguinte forma:

H2 =
8πG

3
[V (φ)], (4.4.21)

que leva a

H =

√
4πG

3
mφ. (4.4.22)

Tendo em vista que estamos considerando o regime slow-roll, que significa que o

campo escalar move-se muito lentamente como uma bola em um ĺıquido viscoso [8],

temos que o termo de atrito 3Hφ̇ domina sobre o termo de aceleração φ̈ e a condição

φ̇2 � V (φ) torna-se válida. Sendo assim, a Equação (4.4.19), torna-se:

3Hφ̇+m2φ = 0. (4.4.23)

Agora, substituindo a Equação (4.4.22) em (4.4.23), produz

φ̇ = − m

2
√

3πG
, (4.4.24)

em que obtemos:

φ(t) = φ0 −
m

2
√

3πG
t. (4.4.25)

A Figura 4.1 apresenta o comportamento do campo escalar φ(t).

Figura 4.1: Evolução do campo escalar φ(t) para o modelo de potencial quadrático.
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Substituindo a Equação (4.4.25) em (4.4.22), podemos determinar o fator de

escala a(t) para esse campo, ou seja

(
ȧ

a

)
=

√
4πG

3
m(φ0 −

m

2
√

3πG
t) (4.4.26)

em que (
da

adt

)
= 2m

√
πG

3
φ0 −

m2

3
t, (4.4.27)

obtemos:

a(t) = a0e2/3m
√

3
√
πGφ(0)t−1/3m2t2 . (4.4.28)

A Figura 4.2 apresenta o comportamento do fator de escala para o campo φ.

Figura 4.2: Evolução do fator de escalar a(t) para o modelo potencial quadrático.

Analisando o gráfico da Figura 4.2 percebe-se que o fator de escala a(t) cresce expo-

nencialmente, apresentando dessa forma comportamento que, para tempos suficiente-

mente curtos, descreve um modelo de Universo dominado pela constante cosmológica

conhecido como modelo de de Sitter [7]. Porém, para tempos suficientemente longos

o Universo tende a desacelerar.

O parâmetro de desaceleração é determinado utilizando a Equação (4.4.28) e

calculando suas respectivas derivadas, conforme apresenta a Equação (3.4.71). Assim,
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teremos que:

q(t) = − äa
ȧ2

= −1/2
6 π G φ2

0 − 4m
√

3
√
π
√
Gφ0t+ 2m2t2 − 3(√

3
√
π
√
G(φ0)−mt

)2 . (4.4.29)

A Figura 4.3 descreve o comportamento de q(t), ou seja, do parâmetro de desace-

leração.

Figura 4.3: Comportamento do parâmetro de desaceleração q(t) para o modelo poten-
cial quadrático.

A Figura 4.4 representa em conjunto, tanto o fator de escala, quanto o parâmetro

de desaceleração para este caso. Observa-se que na medida que o fator de escala cresce

exponencialmente, o parâmetro de desaceleração permanece negativo, ou seja, q(t) < 0

e quando o fator de escala decresce o parâmetro de desaceleração torna-se positivo.

Assim, para t = 0..1.8, o modelo de potencial utilizado indica um peŕıodo de expansão

acelerada do Universo, caracterizando a inflação primordial. Portanto, este potencial

satisfaz o modelo teórico de de Sitter.
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Figura 4.4: Comportamento do fator de escala a(t) e do parâmetro de desaceleração
q(t) para o modelo potencial quadrático.

4.4.2 Modelo de campo escalar: Potencial tipo cosseno

Para o modelo de potencial tipo cosseno, temos a seguinte configuração [25, 33]:

V (φ) = C cos2 βφ. (4.4.30)

Em que C e β são constantes. Então, seguindo os mesmos procedimentos do modelo

anterior, a equação de movimento do campo escalar, no regime slow-roll, se apresenta

como segue

3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0. (4.4.31)

Nesse caso, teremos:

3Hφ̇+
C∂(cos2 βφ)

∂φ
= 0. (4.4.32)

Dáı

3Hφ̇− Cβ sin(2βφ) = 0. (4.4.33)

Relacionando o potencial V (φ) = C cos2 βφ, com a Equação (3.2.28), resulta em:(
ȧ

a

)
=

√
8πGC

3
| cos βφ| (4.4.34)
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que, substituindo na Equação (4.4.33), produz:

3(

√
8πGC

3
| cos βφ|)φ̇− Cβ sin 2βφ = 0, (4.4.35)

sendo (
dφ

dt

)
=

Cβ sin 2βφ

3
√

8πGC
3
| cos βφ|

, (4.4.36)

denominando

X =
3
√

8πGC
3

Cβ
(4.4.37)

temos que:

X| cos βφ|
2 sin βφ cos βφ

dφ = dt. (4.4.38)

Nessa situação, iremos considerar o intervalo βφ, tal que | cos βφ| = cos βφ, o que

implica em t < t0. Que resulta em:

φ =
2

β
arctan

(
e

2β(t−t0)
X

)
. (4.4.39)

A Figura 4.5 apresenta o comportamento de φ(t), para o modelo de potencial tipo

cosseno.

Figura 4.5: Evolução do campo escalar φ(t) para o modelo de potencial tipo cosseno.

O fator de escala a(t), para este modelo, é obtido substituindo φ na Equação

(4.4.34).
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ȧ

a
=

√
8πGC

3

∣∣∣∣cos β

(
2

β
arctan

(
e

2β(t−t0)
X

))∣∣∣∣, (4.4.40)

em que obtém-se:

a(t) = e

−2/3X
√
π

√√√√√√√
(
−e

2
β t0
X +e

2
β t
X

)2

(
e
2
β t0
X +e

2
β t
X

)2 CG

(
e2

β t0
X +e2

β t
X

)√
6

(
− ln

(
e2

β t0
X +e2

β t
X

)
+ln

(
e
β t
X

))
1

β

(
−e

2
β t0
X +e

2
β t
X

)
.

(4.4.41)

Admitindo C = 1, G = 1, β = 1, X = 1, t0 = 10, podemos observar o seguinte

comportamento para o fator de escala de acordo com a Figura 4.6.

Figura 4.6: Evolução do fator de escala a(t) para o modelo de potencial tipo cosseno.

Comparando o gráfico da Figura 4.6 com o gráfico da Figura 4.2 observa-se que a

evolução do fator de escala a(t) para os dois modelos de potenciais cresce exponen-

cialmente em um peŕıodo de tempo muito curto, indicando a fase inflacionária. No

entanto, no caso do potencial tipo cosseno, percebe-se que a expansão acelerada do

Universo ocorre de forma mais rápida.

Quanto ao parâmetro de desaceleração, temos que:
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q(t) = −1/6

((
−
√
π
√

6e6 t0 + 3 e4 t0+2 t
√

6
√
π − 3 e2 t0+4 t

√
6
√
π + e6 t

√
6
√
π

+6 e4 t0+2 t

√
(e2 t0−e2 t)

2

(e2 t0 +e2 t)
2 + 6 e2 t0+4 t

√
(e2 t0−e2 t)

2

(e2 t0 +e2 t)
2

)√
6

)
1

(−e6 t0 +3 e4 t0 +2 t−3 e2 t0 +4 t+e6 t)
√
π
.

(4.4.42)

A Figura 4.7 apresenta o comportamento do parâmetro de desaceleração para o

modelo potencial tipo cosseno.

Figura 4.7: Comportamento do parâmetro de desaceleração q(t) para o modelo poten-
cial tipo cosseno.

Observando o gráfico da Figura 4.7 percebe-se que, para t < t0, o parâmetro de

desaceleração assume o valor q(t) = −1 o que indica um peŕıodo de expansão acelerada

do Universo neste intervalo.

4.4.3 Modelo de campo escalar: Potencial tipo seno

O modelo de potencial tipo seno, é representado pela seguinte expressão:

V (φ) = C sin2 βφ. (4.4.43)

Em que C e β são constantes. Seguindo os mesmos procedimentos dos modelos an-

teriores, a equação de movimento do campo escalar, no regime slow-roll, se apresenta
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da seguinte forma:

3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0. (4.4.44)

Nesse caso, teremos

3Hφ̇+
C∂(sin2 βφ)

∂φ
= 0 (4.4.45)

ou

3Hφ̇+ Cβ sin(2βφ) = 0. (4.4.46)

Substituindo o potencial V (φ) = C sin2 βφ, na Equação (3.2.28), temos:

(
ȧ

a

)
=

√
8πGC

3
| sin βφ|, (4.4.47)

que, substituindo na Equação (4.4.46), produz

3(

√
8πGC

3
| sin βφ|)φ̇+ Cβ sin 2βφ = 0 (4.4.48)

ou (
dφ

dt

)
= − Cβ sin 2βφ

3
√

8πGC
3
| sin βφ|

, (4.4.49)

denominando A como sendo

A =
3
√

8πGC
3

Cβ
(4.4.50)

então,

A| sin βφ|
2 sin βφ cos βφ

dφ = −dt. (4.4.51)

Nessa situação, iremos considerar o intervalo βφ, tal que | sin βφ| = sin βφ, o que

implica em t < t0. Portanto, resulta que:

φ(t) =
2

β
arccot(e−

2β(t−t0)
A ). (4.4.52)

A Figura 4.8 apresenta o comportamento do campo φ(t) para o modelo potencial tipo

seno. Admitindo β = 1, A = 1, t0 = 10, observa-se o seguinte comportamento para o

campo escalar:
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Figura 4.8: Evolução do campo escalar φ(t) para o modelo de potencial tipo seno.

Para determinar o fator de escala a(t), vamos substituir o campo escalar φ(t)

encontrado na Equação (4.4.47), assim:

ȧ

a
=

√
8πGC

3

∣∣∣∣sin β( 2

β
arccot(e−

2β(t−t0)
A )

)∣∣∣∣, (4.4.53)

ou

da

a
=

√
8πGC

3

∣∣∣∣sin β( 2

β
arccot(e−

2β(t−t0)
A )

)∣∣∣∣dt, (4.4.54)

denominando c, como sendo

c =

√
8πGC

3
= cte, (4.4.55)

substituindo na Equação (4.4.54) e integrando, temos:

a(t) = e
−1/2 icA ln

(
e−2

β (t−t0 )
A +i

)
β−1+1/2 icA ln

(
e−2

β (t−t0 )
A −i

)
β−1

. (4.4.56)

A Figura 4.9 apresenta o comportamento do fator de escala para esse modelo.

Assumindo β = 1, A = 1, c = 1, t0 = 10, teremos:
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Figura 4.9: Evolução do fator de escala a(t) para o modelo de potencial tipo seno.

Comparando o gráfico da Figura 4.9 com o gráfico da Figura 4.6, percebe-se que a

evolução do fator de escala a(t), para os modelos de potenciais seno e cosseno, ocorre

de forma semelhante.

Para o parâmetro de desaceleração, deve-se utilizar a Equação (3.4.71), em que

se obtém:

q(t) = −
(
e−4 t+4 t0 + e−2 t+2 t0 − 1

)
e2 t−2 t0 . (4.4.57)

A Figura 4.10 apresenta o comportamento do parâmetro de desaceleração.

Figura 4.10: Comportamento do parâmetro de desaceleração q(t) para o modelo de
potencial tipo seno.
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Analisando a Figura 4.10 percebe-se que, para t < t0, q(t) < 0 o que indica uma

fase do Universo em expansão acelerada.

A Figura 4.11 apresenta os comportamentos, em conjunto, do fator de escala e

do parâmetro de desaceleração. A análise conjunta indica um peŕıodo de aceleração

do Universo em t < t0.

Figura 4.11: Comparando o parâmetro de desaceleração q(t) com o fator de escala
a(t), para o modelo de potencial tipo seno.

4.4.4 Modelo de campo escalar: Potencial tipo quártico com

coeficiente dependente do tempo

O modelo de potencial tipo quártico, que vamos utilizar, é representado da

seguinte forma [34]:

V (φ) = λ(t)φ4. (4.4.58)

Em que λ(t) = λ0 + λ1t, é denominada constante de acoplamento, Substituindo o

potencial na equação de movimento da part́ıcula, considerando o regime slow-roll,

obtemos:

3Hφ̇+
∂(λ(t)φ4)

∂φ
= 0. (4.4.59)

Assim,

3Hφ̇+ 4λ(t)φ3 = 0. (4.4.60)
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Nesse caso, a primeira equação de Friedmann, considerando a aproximação slow-

roll, apresenta-se da seguinte forma:

H =

√
8πG(t)

3
λ(t)φ4. (4.4.61)

Sendo G(t) um parâmetro que varia com o tempo [35, 36]. Portanto, podemos assumir

G(t) = G0λ0

λ(t)
. Assim, a Equação (4.4.61), torna-se:

H =

√
8πG0λ0

3
φ2, (4.4.62)

que substituindo na Equação (4.4.60), produz:

3

(√
8πG0λ0

3
φ2

)
φ̇ = −4λ(t)φ3, (4.4.63)

como λ(t) = λ0 + λ1t, nos leva a:

dφ

φ
=
−2(λ0 + λ1t)√

6πG0λ0

dt, (4.4.64)

em que obtemos:

φ(t) = φ0e
−1/3

√
6(λ0t+1/2λ1t

2)√
πG0 λ0 . (4.4.65)

A Figura 4.12 apresenta a evolução do campo escalar φ(t), considerando G0 = 1, φ0 =

1, λ0 = 1eλ1 = −0.12.

Figura 4.12: Evolução do campo escalar φ(t) para o modelo de potencial tipo quártico.
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A Figura 4.12 indica que a evolução do campo escalar φ(t) decresce exponencial-

mente com o tempo.

Neste caso do modelo de potencial tipo quártico,o fator de escala é dado por:(
da

a

)
=

√
8πG0λ0

3
φ2dt, (4.4.66)

substituindo o campo escalar φ(t) descrito pela Equação (4.4.65) e aplicando a integral,

podemos determinar o fator de escala, que é dado por:

a(t) = a0exp

[
1/3
√

6
√
πG0 λ0 (φ0)2√πexp (1/3 λ0

√
6
√
πG0 λ0

πG0 λ1
)
√

3erf(
1/3
√

3
√ √

6λ1√
πG0 λ0

t+ 1/3λ0

√
6
√

3 1√
πG0 λ0

1√ √
6λ1√

πG0 λ0

)
1√ √
6λ1√

πG0 λ0

]
.

(4.4.67)

Em que erf(x) é a função erro. Assumindo G0 = 1, φ0 = 1, a0 = 1, λ0 = 1, λ1 = −0.12

e t = 0 · ·25
3

, obtemos o comportamento para o fator de escala a(t), apresentado na

Figura 4.13.

Figura 4.13: Evolução do fator de escalar a(t) para o modelo de potencial tipo quártico.

Analisando a Figura 4.13, percebe-se que o fator de escala apresenta comporta-

mento crescente. No entanto, nota-se que inicialmente cresce exponencialmente, após

um certo tempo esse crescimento diminui e depois aumenta novamente. Para t > 25
3

,

o comportamento do fator de escala é apresentado na Figura 4.14.
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Figura 4.14: Evolução do fator de escalar a(t) para o modelo de potencial tipo quártico
considerando t > 25

3
.

No gráfico da Figura 4.14, percebe-se que para t > 25
3

,o fator de escala apresenta

divergência a partir de um determinado tempo, assim, o modelo de densidade de

energia apresentado torna-se instável nessas circunstâncias. Isto porque para os valores

de parâmetros utilizados, esse valor de tempo inverte o sinal de λ o que faz com que

o potencial fique invertido, o que gera instabilidade.

No caso do parâmetro de desaceleração, este é dado por:

q(t) =

(
−π e

−1/3
√

2
√

3t(λ1t+2)√
π + λ1t+ 1

)
e

1/3
√

2
√

3t(λ1t+2)√
π π−1. (4.4.68)

Construindo o gráfico obtemos o seguinte comportamento para o parâmetro de desa-

celeração: (Figura 4.15).
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Figura 4.15: Comportamento do parâmetro de desaceleração q(t) para o modelo de
potencial tipo quártico considerando t = 0 · ·25

3
.

Analisando o gráfico da Figura 4.15, percebe-se que existem regiões aceleradas

e desaceleradas. Assim, apresenta inicialmente uma expansão acelerada do Universo

(fase inflacionária), depois uma fase de desaceleração e posteriormente o Universo

começa a se expandir de forma acelerada novamente. Esta última, podemos relacionar

a fase atual do Universo, que de acordo com as observações, se encontra em uma nova

fase de expansão acelerada.

Podemos analisar também, neste modelo, o comportamento da equação de es-

tado cuja expressão pode ser descrita por [35]:

ω(t) =
1

3

(
2q(t)− 1

)
, (4.4.69)

como o parâmetro de desaceleração é dado pela Equação (4.4.68), obtemos que:

ω(t) = −2/3

(
π e
−1/3

√
2
√

3t(λ1t+2)√
π − λ1t− 1

)
e

1/3
√

2
√

3t(λ1t+2)√
π π−1 − 1/3. (4.4.70)

Assumindo os mesmos valores atribúıdos as constantes, anteriormente, temos que o

comportamento da equação de estado é dado pelo gráfico da Figura 4.16.
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Figura 4.16: Comportamento da equação de estado ω(t) em função do tempo para
t = 0 · ·25

3
.

Analisando o gráfico da Figura 4.16 , percebemos que apresenta os três tipos de

fluidos cosmológicos, então no caso em que ω(t) = 0 identificamos o peŕıodo dominado

pela matéria, para ω(t) = 1
3

temos o peŕıodo dominado pela radiação e em ω(t) =

−1 quem domina é a constante cosmológica (Λ) [37]. Para t > 25
3

, temos o gráfico

apresentado na Figura 4.17.

Figura 4.17: Comportamento da equação de estado ω(t) em função do tempo para
t > 25

3
.

Neste caso, observamos que a constante cosmológica (Λ) é quem predomina, carac-
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terizando dessa forma um modelo de Universo de de Sitter [7].

Podemos ainda escrever a densidade de energia e a pressão em termos do modelo

de potencial tipo quadrático apresentado, assim ρ e p são dadas respectivamente por:

ρ =
1

2
φ̇2 + λ(t)φ4

p =
1

2
φ̇2 − λ(t)φ4. (4.4.71)

Calculando a derivada de φ(t) e fazendo as devidas substituições nas relações acima,

obtemos:

ρ(t) = 1/3φ0
2 (λ1 t+ λ0)2

(
e
−1/3

√
6(1/2 t2λ1+λ0 t)√

πG0 λ0

)2

π−1G0
−1λ0

−1

+ (λ1 t+ λ0)φ0
4

(
e
−1/3

√
6(1/2 t2λ1+λ0 t)√

πG0 λ0

)4

.

(4.4.72)

Cuja Figura 4.18 apresenta o comportamento da densidade, ou seja, ρ(t).

Figura 4.18: Comportamento da densidade ρ(t) em função do tempo (t) para t =
0 · ·25

3
.

Observando o gráfico da Figura 4.18 percebe-se que, para a fase do Universo em

expansão acelerada, a densidade ρ(t) diminui com o passar do tempo. Para a pressão
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tem-se:

p(t) = 1/3φ0
2 (λ1 t+ λ0)2

(
e
−1/3

√
6(1/2 t2λ1+λ0 t)√

πG0 λ0

)2

π−1G0
−1λ0

−1

− (λ1 t+ λ0)φ0
4

(
e
−1/3

√
6(1/2 t2λ1+λ0 t)√

πG0 λ0

)4

.

(4.4.73)

A Figura 4.19 apresenta o comportamento da pressão em função do tempo para o

modelo tipo potencial quártico, para o intervalo t = 0 · ·25
3

.

Figura 4.19: Comportamento da pressão p(t) em função do tempo (t) para t = 0 · ·25
3

.

A Figura 4.19 indica que a pressão p(t) assume valores negativos para a fase do

Universo em expansão acelerada.

Nesta faixa de tempo observamos que não existem singularidades futuras no

fator de escala, densidade de pressão e na densidade de energia.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho propomos alguns modelos de potenciais, dentre os quais: o

potencial quadrático, o tipo cosseno, o tipo seno e o potencial tipo quártico com

coeficiente dependente do tempo, que aplicados as equações de Friedmann, podemos

analisar a fase inflacionária. Sendo assim, observamos através do comportamento do

fator de escala e do parâmetro de desaceleração que a evolução do Universo apresenta

peŕıodos de aceleração e de desaceleração.

Para os modelos de potenciais tipo quadrático, tipo cosseno e tipo seno, con-

siderando o espaço plano, verificamos um peŕıodo em que o Universo se expande ace-

leradamente até um determinado tempo, denominado de peŕıodo inflacionário. Nessa

fase quem domina a evolução do Universo é o campo escalar (́ınflaton) representado

pelo seu potencial. Verificamos ainda que os resultados obtidos satisfazem o modelo

cosmológico de de Sitter.

No caso do modelo potencial tipo quártico com coeficiente dependente do

tempo, identificamos um comportamento mais dinâmico da evolução do Universo.

Inicialmente verificamos uma expansão acelerada (fase inflacionária), depois uma de-

saceleração e por fim observamos que o Universo começa a acelerar novamente. Esta

última, podemos relacionar à fase atual do Universo, que de acordo com as observações,

se encontra em uma nova fase de expansão acelerada.

Identificamos com o modelo do tipo quártico, através da equação de estado,
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os peŕıodos dominados pela matéria, radiação e constante cosmológica. Já para a

densidade de energia e pressão, observamos que nesta faixa de tempo não existem

singularidades futuras.

Portanto, para esses modelos foi posśıvel identificarmos as regiões de aceleração

e desacelaração do Universo, descrevendo dessa forma a inflação primordial e ainda a

atual fase de expansão do Universo, estando assim de acordo com as observações.
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Apêndice A

Prinćıpio da Equivalência

A Relatividade Geral está fundamentada em dois pŕıncipios que descrevem o

comportamento das leis f́ısicas quando se refere ao estudo da gravitação. O primeiro

é o da covariância, que afirma que não existe sistema preferencial e o segundo é o

pŕıncipio da equivalência, segundo o qual estabelece que não existem testes, realizados

por observadores locais, que os levem a diferenciar entre um campo gravitacional e

um referencial acelerado, ou seja, sistema acelerado é fisicamente indistingúıvel, local-

mente, de um campo gravitacional [2]. Por exemplo, vamos admitir um referencial

em queda livre em um campo gravitacional, um observador irá verificar que corpos

de diferentes massas inerciais sofrem a mesma aceleração. De acordo com o prinćıpio

da equivalência, se este observador estivesse em um referencial acelerado, iria cons-

tatar o mesmo comportamento da situação anterior [2]. Ou seja, corpos em queda

livre (sem interação eletromagnética, fraca ou forte) seguem trajetórias que dependem

apenas das condições iniciais (posição e velocidade). Isto decorre pelo fato de que,

experimentalmente no vácuo, as observações sugerem que a massa inercial é igual a

massa gravitacional para qualquer corpo, constatando que todo corpo cai com a mesma

aceleração, independente da estrutura e composição qúımica [7, 15].

Considere M como sendo a massa da Terra, r seu raio e mG a massa gravitacional

de uma part́ıcula de teste. Então, de acordo com a mecânica newtoniana, o módulo
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da força gravitacional entre M e mG será dado por

F =
GMmG

r2
. (A.1)

Sendo mG a medida da intensidade de interação gravitacional entre os corpos, ou

seja, mG é uma fonte do campo gravitacional equivalente a uma “carga gravitacional”.

Entretanto, pela segunda lei de Newton, uma força aplicada a um corpo é proporcional

ao produto da sua massa inercial e da aceleração provocada no mesmo, então

F = mIa, (A.2)

em que F é o módulo da força que age na part́ıcula e mI é a massa inercial da

part́ıcula de teste que mede a resistência que os corpos têm à mudança do seu estado

de movimento. Logo, igualando a equação (A.1) com a equação (A.2) obtemos:

GMmG

r2
= mIa, (A.3)

ou ainda,

a =
mG

mI

GM

r2
= cte. (A.4)

A igualdade da massa gravitacional e inercial para todos os corpos, significa que um

corpo em queda livre tem uma aceleração igual a aceleração gravitacional e podemos

anular localmente os efeitos de um campo gravitacional com a escolha adequada de

referenciais, já que todos os corpos estão sujeitos a uma mesma aceleração [2, 7].

A.1 Tensor de Curvatura

O transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito fechado em um

espaço curvo levará a uma transformação do vetor [6, 7, 33]. Considere dois campos

vetoriais v e w tais que [v, w]. Com as curvas integrais de v e w constrúımos um

paralelogramo infinitesimal conforme indica a Figura (A.1).
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Figura A.1: Transporte paralelo de um vetor ao longo de um paralelogramo
infinitesimal.

Para transportarmos um terceiro vetor ξ ao longo deste paralelogramo devemos

efetuar o transporte de ξp até o ponto A ao longo do lado 1. Logo o vetor transportado

paralelamente ao longo de uma curva obedece à equação

dξµ

dλ
+ Γµαβξ

α

(
dxβ

dλ

)
= 0, (A.5)

dξµ

dλ
= −Γµαβξ

α

(
dxβ

dλ

)
(A.6)

ξ∗µA − ξ
µ
p = −Γµαβξ

αvβdλ (A.7)

ξ∗µA = ξµp − Γµαβξ
αvβdλ (A.8)

onde Γµαβξ
α é calculado no ponto p.

Agora efetuando o segundo transporte de ξ∗A do ponto A até o ponto C ao longo

do lado 2 na curva vamos obter

ξ∗µc = ξ∗µA − Γµαβ(A)ξ∗αwβAdσ, (A.9)

onde

Γµαβ(XA) = Γµαβ(xp + vdλ). (A.10)
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Note que: xµA = xµp + vµdλ portanto teremos que

Γµαβ(XA) = Γµαβ(Xp) +
∂Γµαβ
∂xγ

vγdλ. (A.11)

em que
∂Γµαβ
∂xγ

é calculado no ponto p.

Logo ao longo do caminho 1→ 2 vamos ter:

ξ∗µc = (ξµp − Γµαβξ
αvβdλ)−

(
Γµαβ(Xp) +

∂Γµαβ
∂xγ

vγdλ

)
×

(ξαp − Γαηρξ
ηvρdλ)

(
wβp (Xp) +

∂wβp
∂xκ

vκdλ

)
dσ. (A.12)

Agora vamos efetuar o transporte de ξp de P até B pelo lado 3. Com isso vamos

obter:

ξ∗B = ξµP − Γµαβξ
αwβdω. (A.13)

Transportando o vetor ξ∗B de B até C ao longo do lado 4 vamos ter

ξ∗c = ξ∗µP − Γµαβξ
∗αvβdλ. (A.14)

Mas sabemos que xµB = xµp + ωµpdσ, então

ΓµαβxB = Γµαβ(xp + wdσ) (A.15)

ou

Γµαβ(xB) = Γµαβ(xp) +
∂Γµαβ
∂xγ

wγdσ. (A.16)

Sabemos que:

vβ(xp) = vβ(xp + ωpdσ) (A.17)

ou

vβ(xp) = vβ(xp) +
∂vβ

∂xκ
wκdσ, (A.18)
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Logo ao longo do caminho 3→ 4 vamos ter

ξ∗µc = (ξµp − Γµαβξ
αwβdσ)−

(
Γµαβ(Xp) +

∂Γµαβ
∂xγ

wγdσ

)
×

(ξαp − Γαηρξ
ηwρdσ)

(
vβp (Xp) +

∂vβp
∂xκ

wκdσ

)
dλ. (A.19)

Vamos comparar ξc(1,2) com ξc(3,4) fazendo a variação. Portanto vamos ter:

δξµ = ξ∗c(1,2) − ξ∗c(3,4) (A.20)

em que

δξµ =

[
Γµαβ,γξ

αvβwγ − Γµαβ,γξ
αwβvγ + ΓµαβΓαηρξ

ηvρwβ − ΓµαβΓαηρξ
ηwρvβ +(

Γµαβξ
α∂v

β

∂xκ
wκ − Γµαβξ

α∂w
β

∂xκ
vκ
)]
dλdσ, (A.21)

sendo o colchete de Lie igual a zero e que é dado por:

(
Γµαβξ

α∂v
β

∂xκ
wκ − Γµαβξ

α∂w
β

∂xκ
vκ
)

= 0. (A.22)

Portanto vamos ficar com a seguinte equação:

δξµ = [Γµαβ,γ − Γµαγ,β + ΓµργΓ
η
αβ − ΓµηβΓηαγ]ξ

αvβwγdλdσ (A.23)

ou

δξµ

dλdσ
= [Γµαβ,γ − Γµαγ,β + ΓµργΓ

η
αβ − ΓµηβΓηαγ]ξ

αvβwγdλdσ. (A.24)

Tomando o limite da expressão acima, quando dλ dσ −→ 0, obtemos:

Rµ
αγβ = Γµαβ,γ − Γµαγ,β + ΓµργΓ

η
αβ − ΓµηβΓηαγ. (A.25)

Em que a quantidade finita avaliada no ponto P representa o tensor de Riemann,

descrito acima.


