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RESUMO

Considerando as diferentes abordagens possiveis referentes ao Universo, este traba-
lho esta voltado para o estudo da Cosmologia Padrao e Inflaciondria utilizando cam-
pos escalares para descrever a fase de expansao acelerada do Universo. Assim, através
da Teoria da Gravitacao proposta pela Relatividade Geral é possivel determinar as
equacoes de Friedmann e utilizando a Teoria de Campos em Cosmologia podemos
obter uma equacao de movimento que descreve a evolucao temporal de um campo
escalar chamado inflaton, responsavel pela inflacado. Nesse sentido, propomos como
alternativa a utilizacao de alguns modelos de potenciais ja existentes, dentre os quais:
o potencial quadratico, o tipo cosseno, o tipo seno e o potencial tipo quartico com co-
eficiente dependente do tempo. Buscando dessa forma descrever a evolucao temporal
do fator de escala e o comportamento do parametro de desaceleragao com o objetivo
de analisar a fase inflacionaria, identificando regioes de aceleracao e desaceleragao do
Universo no cenario do espago plano.

Palavras-chave: Campos Escalares, Cosmologia Inflacionaria, Relatividade Ge-

ral.



ABSTRACT

Considering the different possible approaches concerning the Universe, this work
is devoted to the study of Standard and Inflationary Cosmology using scalar fields
to describe the phase of accelerated expansion of the Universe. Thus, through the
theory of gravitation proposed by General Relativity is possible to determine the
Friedmann’s equations and using the Field Theory in Cosmology we can obtain an
equation of motion that describes the time evolution of a scalar field called inflaton,
responsible for inflation. In this sense, we propose as an alternative the use of some
existing potential models, among which: the quadratic potential, the cosine type, the
sine type and the quartic type potential with coefficient depending on the time. Thus
seeking this way to describe the time evolution of the scale factor and the behavior
of the deceleration parameter with the objective of analyzing the inflationary phase,
identifying regions of acceleration and deceleration of the Universe on the set of flat
space.

Keywords: Scalar Fields, Inflationary Cosmology, General Relativity.
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Capitulo 1

Introducao

No inicio do século XX ocorreu um grande avanco nos estudos referentes ao
Universo, colaborando para o surgimento da Cosmologia como um ramo da Fisica. Por
volta de 1917, foram realizadas pela primeira vez medidas de velocidade e distancia das
galaxias mais préximas [1]. Posteriormente, através de estudos realizados por Edwin
Hubble e outros pesquisadores, observou-se que as galdxias mais distantes estavam
se afastando de nds e quanto mais distante mais depressa se afastavam. Através
de medidas, Hubble constatou que a velocidade com que as galaxias se afastavam
era proporcional as distancias que nos separavam delas [2]. Portanto, concluiu que
o Universo estava em expansao progressiva, introduzindo assim um novo conceito
de modelo de universo, que até entao era considerado estatico. Neste periodo os
pesquisadores acreditavam que o Universo era estatico e devido a esse pensamento
cientifico, Einstein acrescentou a sua Teoria da Relatividade Geral uma constante
cosmoldgica para descrever um modelo de universo que estivesse de acordo com o
pensamento da época.

No entanto, com esses resultados astrondomicos desencadeou-se uma série de
estudos buscando analisar a expansao do Universo. Uma das teorias mais importante
que surgiu foi a teoria do Big Bang, proposta por George Gamow em 1947. Apesar
de sua relevancia na descricao da origem e evolucao do Universo, alguns problemas

inerentes a esse modelo foram encontrados [3, 4]. Dentre os quais podemos citar os



problemas do horizonte e da planura. Entao, em 1981 Alan Guth, propos a teoria do
universo inflacionario para tentar solucionar esses problemas encontrados na teoria do
Big Bang.

A fase inflacionaria corresponde a um periodo em que o Universo primordial
sofreu uma expansao acelerada em um intervalo de tempo muito curto [5, 6, 7, 8]. De
acordo com esse modelo, a expansao ocorreu devido a um campo escalar ¢ chamado
inflaton, submetido a um determinado potencial V(¢). Sendo assim, esta fase é des-
crita no cenario em que o periodo de evolugcao do campo escalar ¢ é caracterizado pelo
regime slow-roll (rolamento lento), é nesse momento que o potencial V' (¢) desse campo,
domina o termo de energia cinética, tendo em vista que a energia cinética do inflaton
torna-se pequena e grande parte da energia fica contida em seu potencial [5]. Esta
energia possui pressao negativa provocando dessa forma uma expansao exponencial do
Universo.

A Teoria Inflacionaria é relevante nao apenas para explicar os problemas do
Bing Bang, mas também na descricao da formacao de estruturas de galaxias, que
ocorreu devido a inomogeneidade do Universo. Esta inomogeneidade foi provocada
por flutuagoes quanticas do inflaton sobre seu estado de vacuo, ou seja, de puras
flutuagoes do vécuo [9]. Estas flutuagoes do vécuo causaram perturbagdes de densidade
que podem explicar a estrutura em larga escala do Universo.

Estudos astrondmicos constataram, através das Supernovas tipo la [10], que
atualmente o Universo se encontra em uma nova fase de expansao acelerada. No con-
texto da Relatividade Geral, essa expansao acelerada é justificada por uma nova forma
de energia que nao tem interacdo com a luz, chamada de energia escura (constante
cosmoldgica ou quintesséncia) [9, 11]. No contexto da Teoria Quantica de Campos, os
modelos cosmoldgicos que envolvem campos escalares , também possibilitam o estudo
dessa nova fase de expansao acelerada do Universo, pois, como citamos anteriormente,

no periodo inflacionario do Universo primordial o campo escalar ¢ no regime slow-roll



relacionado com o seu potencial V(¢), gerou a expansao [5, 7, 8]. Nesse sentido, uti-
lizando modelos de campos escalares, torna-se possivel analisar esta fase de expansao
acelerada do Universo.

Portanto, nesse trabalho nosso interesse foi modelar regices de aceleracao e
desaceleracao do Universo, utilizando modelos de potenciais que descrevessem esses
comportamentos no cenario do espago plano. No capitulo 2 apresenta-se alguns aspec-
tos referentes a Teoria da Relatividade Geral no contexto da Cosmologia dentre eles: a
dinamica de uma particula num campo gravitacional e o tensor energia-momento. Em
seguida, no capitulo 3 aborda-se o estudo da Cosmologia, destacando os aspectos da
Cosmologia Padrao, tais como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, as equagoes
de Einstein como solugao das equacoes de Friedmann, dentre outros. Ja no capitulo
4 discute-se o estudo da Cosmologia Inflacionaria, assim como também a Teoria de
Campo Escalar em Cosmologia para descrever regices de aceleracao e desaceleragao do
Universo através da andlise dos comportamentos do fator de escala a(t) e do parametro
de desaceleracao q(t) para os modelos de potenciais utilizados no estudo dessas regioes.
E no capitulo 5 apresenta-se as consideragoes finais deste trabalho.

Ao longo deste trabalho, consideramos a métrica com assinatura (-+-++) para

0 espaco em quatro dimensoes e um sistema de unidades naturais: ¢ = h = 1.



Capitulo 2

Aspectos da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria relativistica da gravitagao a qual
relaciona o campo gravitacional com a curvatura do espaco-tempo, devido ao conteido
de matéria e energia presente. Esse efeito de uma fonte gravitacional curvar o espaco
tempo é uma consequéncia direta do Principio da Equivaléncia [12]. Tal teoria é
considerada uma forma generalizada da Teoria da Relatividade Especial, pois o espago-
tempo de Minkowski é ampliado para os espacos-tempo curvos. Nesse sentido, satisfaz
os postulados® da relatividade especial. A relatividade geral, é vdlida nao apenas para
referenciais inerciais, mas também para quaisquer referenciais, pois, conforme veremos,
o campo gravitacional é, localmente, equivalente a um referencial nao-inercial. Sendo
assim, podemos interpreta-la como uma teoria mais geral da gravitacao.

Neste capitulo iremos abordar alguns aspectos fundamentais da Teoria da Re-

latividade Geral que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

2.1 Dinamica da Particula

Considere uma particula movendo-se em queda livre em um sistema de coor-

denadas £“ que a acompanha. Sendo assim, esse sistema é localmente inercial e de

L As leis da Fisica sao as mesmas em quaisquer referenciais inerciais (Covariancia das leis da fisica
em relagdo aos referenciais inerciais). A velocidade da luz no vécuo tem o mesmo valor ¢ em todos
os referenciais inerciais (Invariancia da velocidade da luz no vacuo).



acordo com o principio da equivaléncia, num referencial em queda livre, localmente,

nao temos aceleracdo e portanto a equagao de movimento da particula é dada por [13]:

d2 £a
5 =0, (2.1.1)

em que d7 é o tempo préprio (tempo medido no referencial da particula) descrito por:
dr? = —1apdE®deP, (2.1.2)

sendo 7,3 0 tensor métrico de Minkowski.

Considerando um sistema de coordenadas arbitrario z# em repouso, submetido
a um campo gravitacional [7, 13], a dinamica da particula observada a partir do re-
ferencial x* podera ser obtida fazendo uma mudanca de referencial aplicando a regra

da cadeia, ou seja:

d (08~ Ozt

Tomando a evolucao temporal da equagao acima, iremos obter:

d?xt O™ 026> dxt dx”

= 0. 2.1.4
dr? Ozt * Oxroxv dr dr ( )
Multiplicando por ggi:, teremos:
2z, dxt dz”
= + T, I dr 0. (2.1.5)

A equagao (2.1.5) é denominada equagao da geodésica e descreve o menor caminho
que uma particula livre percorre em um espago curvo, ou seja, representa a trajetoria
de menor comprimento entre dois pontos num referencial arbitrario z*, o termo F;}V é
chamado de conexao afim e estabele uma conexao entre vetores de espacos tangentes
definidos em pontos vizinhos e pode ser interpretado como uma “corre¢ao” as equagoes
devido a curvatura do espaco-tempo,

sendo Ff;l, dado por:

\ ana axk
17

Fow dxrdz” HE”

(2.1.6)



Tendo em vista que as derivadas de primeira ordem comutam, da Equacao (2.1.6),

temos que a conexao afim é simétrica com relagao aos indices inferiores, ou seja:
A A
=T, (2.1.7)

Percebe-se que na equacao de movimento escrita a partir da Equacao (2.1.5) existe um
termo adicional Fﬁy‘?—:?—: quando comparada com a equacao de movimento escrita a
partir do sistema localmente inercial Equagao (2.1.1), isso indica a presenga de um
campo gravitacional. Sendo assim, vemos que, de acordo com a teoria da relatividade
geral, o campo gravitacional é descrito a partir da curvatura do espago-tempo.

Podemos ainda expressar o tempo préprio em termos do sistema de coordenadas
x# aplicando a regra da cadeia na Equagao (2.1.2), ou seja:

og 08"

dr* = “Nap g et S dr” = =g datda”, (2.1.8)

Em que g, é o tensor métrico, definido como [13]:

e og?
S =00 g

(2.1.9)

Esse tensor é de fundamental importancia na relatividade geral, pois sua funcao é medir
distancia entre dois pontos e angulos entre vetores num espago-tempo curvo. Suas
componentes definem a geometria do espago-tempo, descrevendo assim a dinamica

num campo gravitacional.

2.1.1 Relacao entre g, e Ffw

No estudo referente a particula em queda livre, o campo que determina a forca

A

gravitacional é a conexao afim I') ,

enquanto que o tempo proprio € determinado pelo

tensor métrico g, [13]. Sendo assim, a relagao entre o tensor métrico e a conexao

afim, é determinada derivando inicialmente a Equacao (2.1.9) com respeito a z*, ou

seja:
0, _ O 0P 0g 0
or>  Ox ozt Oxv Tlecs Oz 81:’\(995”%6 ’

(2.1.10)



em que as seguintes relagoes sao validas [13]:

2> o™ 0%¢P P
—5 = ﬁ i e —5 = iyi_ (2.1.11)
OxA Ot Hoxe OxAdxv OxP
Utilizando as relagoes acima e a Equagao (2.1.9), obtemos
09,
83;; =I%,90 + 1%, 90u (2.1.12)

Realizando a seguinte permutacao i <> A e fazendo algumas manipulacoes, é

possivel chegar a seguinte expressao:

aguu 89)\1/ 89/0\ o
ox? + OxH + o’ 205

(2.1.13)

Podemos multiplicar ambos os lados da tultima equagao por ¢g”? com o objetivo de

g .
encontrar I'Y :

o 1 vo aglll/ 6g/\l/ aguz\
IS, =39 + — . (2.1.14)
2 ox OxH oxr”
Esta expressao representa a conexao afim em termos do tensor métrico. Dessa forma,
observamos que o Principio da Equivaléncia leva a uma dinamica em que o movimento
da particula é determinado pela geometria do espago-tempo, ou seja, o conceito de forga
pode ser substituido pela ideia de que a matéria e a energia curvam o espaco-tempo,
e este determina quais sao as geodésicas que devem ser seguidas pelas particulas de
teste [6, 7, 13]. Entao, uma vez estabelecida a forma métrica, as fungoes g, (z*), sdo
determinadas solucionando-se um conjunto de equagoes diferenciais conhecidas como

equacoes de Finstein, que relacionam a geometria do espago-tempo com o conteido

de matéria e energia, fontes do campo gravitacional [6, 7, 14].

2.2 Tensor de Riemann

Iremos abordar algumas relacoes da geometria diferencial necesséarias para a ob-
tencao das equagoes de Einstein. Na teoria da relatividade geral, o campo gravitacional
¢é descrito pela curvatura do espago-tempo. A quantidade geométrica que determina

essa curvatura é o tensor de Riemann definido por [6, 15, 16]:



T— 8F55 MY P T p TH
R o = e 9P + 0500, — 0.1, (2.2.15)

4

O tensor de Riemann, com quatro indices, possui n* componentes independentes

em um espaco n-dimensional [6, 7]. Entretanto, de acordo com algumas propriedades
fundamentais, podemos perceber que o nimero de componentes independentes se reduz
a %nQ(TF —1). No entanto, para 4 dimensoes obtemos 20 componentes independentes.
As propriedades fundamentais do tensor de curvatura sao dadas a seguir.

1°) O tensor R,,.s € anti-simétrico com relacao a troca de indices do primeiro par;

R}U/OAB - _Ryuaﬂ- (2216)

2°) O tensor R,,.p ¢ anti-simétrico com relagao a troca de indices do segundo par;

Ruuaﬁ = _R,uyﬁa- (2217)

3°) O tensor R,,qg ¢ invariante com relac@o a troca do primeiro par de indices com

o segundo;

Ruyaﬂ - RalB‘uy' (2218)

A soma de permutacoes ciclicas dos ultimos trés indices desaparece, logo:

Ro0py + Rupva + Ruvap = 0. (2.2.19)

Levando em consideracao as propriedades do tensor de curvatura verifica-se que a

Equacao (2.2.19) é equivalente a:

Riuag = 0. (2.2.20)

O tensor de Riemann também satisfaz a identidade de Bianchi:



V,\R;Waﬁ + VﬁRMV)\a + VQR,WB)\ =0. (2.2.21)

Em que a derivada covariante V) exerce a funcao da derivada parcial e obedece as
propriedades de linearidade e a regra de Leibniz [6]. Portanto, pode ser escrita como
uma derivada parcial mais alguma transformacao linear que serve como conexao para
se ter um resultado covariante e que se apresenta em forma de um conjunto de matrizes

conhecidas como os coeficientes da conexao. Entao, no caso de um vetor, segue que:

VAVY = 9V + 5, V. (2.2.22)

Esta expressao representa a derivada covariante de um vetor em termos da derivada
parcial, que nos permite obter as propriedades de transformagao da conexao I'} .

O tensor de Riemann também possibilita definir um tensor muito importante
na formulacao da teoria da gravitacao de Einstein, conhecido como tensor de Ricci,
sendo considerado o tinico tensor de segunda ordem que ¢é obtido a partir da contracao

do tensor de Riemann [6, 7, 13, 17]. Dessa forma, temos:

Ruu - RAM/\V = g)\o—R/\uay- (2223)

Trata-se de um tensor simétrico, ou seja, I, = R,,, possuindo um total de 10 com-
ponentes independentes. Contraindo o tensor de Ricci, é possivel ainda obter o escalar

de curvatura ou escalar de Ricci representado da seguinte forma:

R=R*, = g" R, (2.2.24)

em que relaciona a cada ponto do espaco-tempo um tinico niimero real, caracterizando
assim, a curvatura intrinseca do espaco-tempo no ponto considerado.

Através desses resultados podemos obter um tensor simétrico de segunda ordem
com derivada covariante nula, conhecido como tensor de Einstein, sendo representado

por G, e definido como
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1
Guy - Ruu - ERguu- (2225)

O tensor de Einstein ¢é simétrico, devido a simetria do tensor de Ricci e da métrica,
e é fundamental na Teoria da Relatividade Geral. Temos também, que este tensor

satisfaz as chamadas identidades contraidas de Bianchi [7],

1
v (RW - §Rg,w): 0. (2.2.26)

Esta expressao esta associada a uma lei de conservacao e representa, localmente, a con-
servacao das quantidades definidas pelo tensor de Einstein. Posteriormente veremos,
de que forma este tensor se relaciona com o tensor energia-momento, contribuindo

para obtencao das equagoes dinamicas do campo gravitacional.

2.3 Tensor energia-momento

O tensor energia-momento corresponde a um tensor de segunda ordem, que des-
creve as quantidades fisicas de um fluido perfeito®. Considerando um sistema de vérias
particulas, as linhas de universo das particulas definem um campo de 4-momento dis-
tribuido no espaco-tempo. Essa distribuicao é praticamente continua e portanto, pode
ser descrita por meio de quantidades médias (densidade média de energia, pressao,
dentre outros), que sao determinadas através do tensor energia-momento [6, 7, 18], ou
seja, toda informacao relevante sobre o comportamento do fluxo de 4-momento das
particulas esta contida no tensor de energia-momento. Esse tensor possui 16 compo-
nentes e cada componente representa uma quantidade fisica. Diante disto, pode ser

representado da seguinte forma:

™ = poutu”. (2.3.27)

2Um fluido perfeito na relatividade é definido como um fluido que n&o possui viscosidade e nem
fluxo de calor [18].
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Em que pg é a densidade de massa apropriada e u* é a quadri-velocidade do fluido.
Temos ainda que o tensor T é simétrico, ou seja, T+ = T"* e suas componentes T,
T% (ou T*), T** ¢ T* representam respectivamente a componente temporal (densi-
dade de energia), a componente espago-temporais (densidade da k-ésima componente
de momento), as componentes espaciais (fluro da k-ésima componente de momento
através da superficie cuja dire¢ao normal estd na dire¢ao k, corresponde a pressao)
e as componentes espaciais (fluro da k-ésima componente de momento através da su-
perficie cuja dire¢cao normal na direcdo k).

O tensor energia-momento de um sistema completo satisfaz a lei de conservagao
[13]:

8, T" =0, (2.3.28)

ou ainda,

oo(T") + 0;(T™) = 0. (2.3.29)

Com a interagao gravitacional, tem-se:
Vv, = 0. (2.3.30)

Em cosmologia, o contetido de matéria e energia do Universo é considerado um fluido
perfeito, conforme veremos. Nesse caso, o tensor energia-momento é representado por
6, 7]:

T = (p + p)u"u” + pg"”. (2.3.31)

Em que p e p representam a pressao e a densidade de energia respectivamente e u* a

4-velocidade do fluido.
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Capitulo 3

Aspectos da Cosmologia

A Cosmologia é o estudo da estrutura dinamica do Universo em larga escala [6,
7]. Sendo assim, parte do principio de que as leis da fisica sdo as mesmas em qualquer
ponto. Dessa forma, existem na natureza quatro forgas fundamentais que governam
o Universo: as forcas nucleares fraca e forte, que sao denominadas de forcas de curto
alcance, portanto, nao descrevem a dinamica do Universo e as forcas eletromagnética
e gravitacional, que sao de longo alcance.

No caso das forcas de longo alcance, ambas poderiam contribuir para o estudo da
evolucao do Universo, no entanto, macroscopicamente a matéria no seu estado natural
se apresenta eletricamente neutra, entao a forga eletromagnética nao colabora para
esta descrigao. Diante disto, a forca gravitacional torna-se a interagao predominante
para descrever a estrutura em larga escala do Universo. Logo, a Cosmologia deve ser
entendida dentro do contexto da Relatividade Geral, que é a teoria fundamental para
analisar a dinamica do Universo.

Os dados observacionais apontam que em larga escala, considerando uma ordem
maior que 100Mpc' o Universo se apresenta homogénio e isotrépico [2, 8], ou seja, a
matéria se encontra distribuida de forma homogénia e isotrépica. Para uma escala

bem menor que 100Mpc a distribuicao de matéria ¢ irregular. Para se ter uma ideia a

'Um parsec (1pc) corresponde a distancia em que a distancia média entre a Terra e o sol é de
1 arco de segundo (larcseg) [4], equivale a 3.26 anos-luz (distancia que a luz viaja em um ano), ou
ainda 30.9 trilhoes de quilometros.
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nossa galaxia faz parte de um pequeno grupo de galdxias chamado de grupo local. As
estimativas indicam que a Via Lactea ¢ uma das maiores galaxias do grupo local pos-
suindo cerca de 10" (cem bilhdes) de estrelas com um diametro de aproximadamente
30K pc (Kiloparsecs), que corresponde a 10° anos-luz [4]. Pertence a um aglomerado
composto por 30 galaxias com um comprimento de aproximadamente 1M pc chamado
de grupo local, que tem como mais préximo, o aglomerado de Virgo contendo 2000
galdxias inseridas num volume de 5Mpc [4]. Portanto, é numa escala muito grande

que as observagoes indicam que o Universo é homogénio e isotrépico.

3.1 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Inspirado pelas observacoes, o modelo cosmolégico padrao se baseia no chamado
principio cosmolégico, que pode ser enunciado da seguinte forma: “Dois observadores
que estejam acompanhando o movimento cosmolégico, devem estar expostos a mesma
interpretagao do Universo”[2]. Entdao, de acordo com esse principio, existe um tempo
cosmoldgico(t), tal que as hiper superficies, com t= cte, sdo espagos tridimensionais
homogéneos e isotrépicos [19]. A homogeneidade significa que em torno de qualquer
ponto desse espago a métrica é invariante por translacao, quanto a isotropia, significa
que em torno de qualquer ponto a métrica ¢ invariante por rotacao. Logo, temos uma
simetria esférica em qualquer ponto. Se existe simetria associada a métrica, entao, as
transformacoes de simetria desta, as isometrias, sao geradas por vetores de Killing, em

que a derivada de Lie da métrica g,, ¢ nula, portanto:
Legu, =0, (3.1.1)

ou ainda,

O oge oge
Dz I g T 9y

¢ ~0. (3.1.2)

Em que obtemos [7]:

V.6, = —V,&,, (3.1.3)
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que é chamada equacao de Killing, cuja solucao esta associada aos vetores de
Killing, geradores da isometria.

A equacao de Killing é uma equacao diferencial parcial e acoplada, ela admite,

n(n+1)

no maximo, ——

solugoes independentes. Para um espaco tridimensional homogéneo
e isotrépico, temos n = 3, em que o nimero maximo de simetrias geradas sera seis. Ou
seja, nesse espaco teremos seis vetores de Killing linearmente independentes, sendo,
trés vetores de translacao e trés vetores de rotacao. Portanto, para um espacgo tri-

dimensional homogénio e isotrépico maximalmente simétrico, o tensor de curvatura

pode ser escrito como [6, 20]:
Riji = k(Yievii — YaYje)- (3.1.4)

Em que £ ¢ uma constante chamada de constante de curvatura e +;; representa a

métrica do espaco tridimensional, assim

dI* = v;;dz'da’ . (3.1.5)

Esta representa a geometria do espaco tridimensional homogénio e isotrépico. Para en-
contrar explicitamente (em algum sistema de coordenadas) as componentes da métrica
do espago tridimensional homogénio e isotropico deve-se escolher um ponto arbitrario
como origem do sistema de coordenadas (em torno desse ponto a métrica é invariante

por rotagoes, ou seja, simetria esférica), dessa forma:

di* = O dr? 4 r2(d6* + sen?0d¢?). (3.1.6)

Sendo A(r) uma fungao desconhecida que deve também satisfazer a condi¢ao de homo-
geneidade. Nesse caso, podemos determiné-la utilizando o tensor de Riemann. Entao,
contraindo o primeiro i e o terceiro k indices da Equagao (3.1.4) obtemos o tensor de
Ricci descrito por:

Ry =R’ jy = k(690 — 07j0); (3.1.7)
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logo,

le = Qk?’yjl. (318)

que representa o tensor de Ricci para métrica da Equacao (3.1.5). Calculando suas

componentes, veremos que as componentes nao-nulas sao:

N
Ry =— 3.1.9
11 r ) ( )
1 Y -2
Ryy = 1—|—§Te N —e (3.1.10)
(&
R33 = S€n2(9)R22. (3111)

Substituindo essas componentes na Equagao (3.1.8), obtem-se duas equagoes indepen-

dentes. Paraj =1 el =1, obtemos a componente R;; da métrica dada por:

RH = 2]€’)/11, (3112)
sendo
d(e™)
= —2kr. 1.1
e r (3.1.13)

Integrando a Equagao (3.1.13), temos:
e = —kr’ 4 A, (3.1.14)

em que A é uma constante de integracao.

Para j =2 el = 2, obtemos a componente Ry; da métrica descrita por
Ray = 2k92, (3.1.15)

entao,

1
1+ §re*AX — e = 2kr?, (3.1.16)

que nos leva ao seguinte resultado:

A=1. (3.1.17)
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Assim, combinando a Equacao 3.1.14 com a Equacao 3.1.17, obtemos:

1
A
=—. 3.1.18
1 — kr? ( )
Logo, a métrica de um espago tridimensional homogéneo e isotrépico é definida da

seguinte forma

dl?

=17 dr® 4 r*(d6” 4 sen®0d¢p?), (3.1.19)

que representa a distancia espacial prépria entre eventos simultaneos.

Considerando observadores co-méveis (observadores que nao se movem relati-
visticamente em relacdo as galdxias) distribuidos no espago tridimensional, a linha de
Universo desses observadores deve ser ortogonal ao espaco tridimensional, homogénio e
isotropico. Sendo assim, a métrica do espaco-tempo deve obedecer a linha de Universo
que é uma geodésica na métrica, sendo que a homogeneidade e a isotropia induz que
a parte espacial do tensor métrico evolua por meio de uma funcao universal do tempo

(derivada direcional). Dessa forma, a métrica do espago-tempo sera representada por:
ds* = —dt* + a*(t)dI*. (3.1.20)

Sendo a(t) uma fungao do grau de afastamento e aproximagao dos observadores co-
moveis, t o tempo préprio medido pelos observadores e dl a distancia co-mével. Com-
binando as Equagoes (3.1.19) e (3.1.20), tem-se [4, 6, 7|:

dr?

2 2 2
ds® = —dt” + a*(t) T

+ r2(d6* + sen*0d¢?) |, (3.1.21)

é denominada de métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e satisfaz a condicao
de homogeneidade e isotropia para a geometria do espago-tempo [6, 7]. O fator a(t)
corresponde a um fator de escala que é utilizado para descrever a evolugao de distancias
espaciais e k é a constante de curvatura do espaco que pode assumir os valores k = —1,
k =0 e k = 1 que representa respectivamente, o espaco com curvatura hiperbdlica,
0 espago sem curvatura, ou seja, plano e o espago com curvatura espacial do tipo

esférica.
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Em relagao ao parametro de escala, temos que, para um a(t) crescente com o
tempo o Universo estd em expansao, caso seja decrescente, o Universo esta se con-

traindo.

3.2 Equacao de Friedmann-Lemaitre

As equagoes de Friedmann podem ser obtidas a partir da combinacao da métrica
de Friedmann-Robertson-Walker e o tensor energia-momento de um fluido perfeito, nas

equacoes de Einstein representadas por [7, 8, 13]:

G = 87G T, (3.2.22)

em que G, ¢ o tensor de Einstein descrito por:

1

G =R, — 5

Ry, (3.2.23)

e Ty, ¢ o tensor energia-momento.

Sabendo que R, representa o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci e g, 0 tensor
métrico de FRW, entao, podemos obter as equacoes de Friedmann aplicando a métrica
e o tensor energia-momento de um fluido perfeito as equagoes de Einstein. Entao,

calculando as componentes do tensor de Einstein, teremos para a componente Gqg,

1
Goo = Roo — §R9007 (3-2'24)
em que,
Roo = —32 (3.2.25)
e
i a\? k
R= {— + (—) +—2}. (3.2.26)
a a a

Substituindo na Equagao (3.2.23), teremos:

)
CL2

. 2
Goo = 3(3) 43k (3.2.27)
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em que substituindo esta na Equacao (3.2.22), obtemos Goy = 87GTy. Assim, como
Too = p, ficaremos com Gy = 87Gp que, ao ser comparada com a Equagao (3.2.34),

nos permite obter a primeira equagao de Friedmann descrita por:

<9>2_ GGk (3.2.28)

a 3 a?’
que é a primeira equacgao de Friedmann e representa a taxa de variagao de expansao do
fator de escala a(t), que pode ser descrita por H = ¢, conhecido como parametro de

Hubble. J& para a segunda equacao de Friedmann devemos encontrar a componente

(G11. Seguindo os mesmos procedimentos para a obtencao da primeira equacao, temos:

1
G = R — §Rgn, (3.2.29)
em que
ai + 2a% + 2k
Ryj=——" = 3.2.30
1 1— kr2 ( )
(§]
i a\’ k
R=6 [— + (—) +—2} . (3.2.31)
a a a

Da métrica de FRW, temos que a componente g1 = <%> , logo a componente G1;
pode ser escrita como:

—2aa a? k

Gll:l—krz_l—k:ﬂ_l—k;r?

(3.2.32)

Da Equacao (3.2.23), temos que G1; é dada por Gi; = 87GTi;. J4 a componente
Ty, do tensor energia-momento, assume a seguinte relacao: T'; = p, que na forma
covariante é descrita como:

Ti1 = pgs (3-2-33)

substituindo T1; na Equacao (3.2.23), obtemos a seguinte expressao:

2

a
G11 = 87TGp(1 — er) . (3234)
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Comparando as Equagoes (3.2.32) e (3.2.34), temos que:

Y LN\ 2
=24 _ (2) LI (3.2.35)

a a a?
Substituindo a Equagao (3.2.28) na Equagao (3.2.35), encontramos que

_—
%: ;G(3p+p). (3.2.36)

Esta é a segunda equacao de Friedmann, que descreve a taxa de aceleragao com que
o Universo se expande em funcao da densidade de matéria e da pressao do fluido
relacionadas com o fator de escala de expansao do Universo [2, 6, 7]. De acordo com
essa expressao, percebe-se que o Universo pode ser acelerado ou desacelerado, assim

para d > 0 o Universo é acelerado e @ < 0 temos um Universo desacelerado.

3.3 Densidade de energia no Universo

No Universo podemos identificar, em larga escala, trés fontes principais de
distribuicao de matéria e energia [14], ou seja: a matéria presente nos aglomerados
(como as Galdxias, Estrelas, dentre outros), a radiacao césmica (representada pelas
ondas eletromagnéticas) e a constante cosmolégica A (corresponde a energia do vécuo).

Considerando as fontes do campo gravitacional do Universo como um fluido per-
feito, iremos, através das equagoes de Einstein, encontrar a relacao entre a densidade
de energia com fator de escala, para descrevermos a energia dinamica do Universo
6, 14, 21]. Sendo assim, o tensor energia-momentum de um fluido perfeito é descrito
por:

Tw = (p+p)UU, + pgpu- (3.3.37)

Como consideramos um sistema de coordenadas co-moveis para descrever a métrica,

entao o movimento do fluido vai estar em conjunto com a do referido sistema. Portanto,
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a quadri-velocidade serd dada por U* = (—1,0,0,0) e 7}, sera:

p 00 0
0p 0O
00 po0
000 p

T =

Escrevendo na forma contravariante, teremos:

T'ul/ = diag(_pvpvpap)v (3338)

em que o traco sera:

T=T",=—p+3p. (3.3.39)

Aplicando a condigao da conservagao de energia a Equacao (3.3.37), temos:

V% =0 (3.3.40)
ou
0Ty + FZ,\T)‘o — T T"\ =0, (3.3.41)
que leva a
) a
p=-3_(p+p). (3.3.42)

A Equacao (3.3.42) é conhecida como a equacao da conservagao da energia para a
métrica de FRW para um fluido perfeito.

Para resolvermos a Equagao (3.3.42), deve-se utilizar uma equagao de estado
que relacione a densidade de energia (p) com a pressao (p). Portanto, esta relagao é

descrita através de:

P =wp. (3.3.43)

Em que w representa uma constante independente do tempo que especifica a natureza

do fluido césmico, assim, substituindo a Equacao (3.3.43) em (3.3.42), temos [6, 7|:

p a
P=32(14w). 3.44
; 3-(1+w) (3.3.44)
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Ou

—3(1+w)
“(t)] . (3.3.45)

p(t) = po {—

Qo
p(t) representa a densidade de energia em funcao do fator de escala a(t) para um fluido
perfeito.
Os exemplos mais comuns de fluidos cosmoldgicos sao a matéria, a radiacao e
a energia de vacuo [22], que de acordo com a equacao de estado (3.3.43), para cada

tipo de fluido w pode assumir os seguintes valores: w =0, w =z e w = —1.

Wl

Para w = 0 teremos um periodo dominado pela matéria diluida (poeira), em
que a matéria nao-relativistica, possui pressao zero [6]. Equivale ao comportamento
das galaxias numa escala de 100M pc, no qual a pressao é praticamente desprezivel em

relacao a densidade de energia, ou seja, para w = 0 temos:
pu(t) ~a?, (3.3.46)

que relaciona a densidade de matéria com o fator de escala, indicando a diminuicao
da densidade do nimero de particulas na medida que o Universo se expande.

Para w = %, temos o perfodo dominado pela radiagao [6, 23]. Nesse caso,
a densidade de radiagao pode ser utilizada para descrever qualquer radiacao eletro-
magnética real, ou particulas massivas que se deslocam com velocidades préximas da
luz, indistinguiveis dos fotons.

O valor de w para o caso da radiagao, considerando um géas isotropico de
particulas relativisticas como um fluido perfeito, podemos descreve-lo através da Equacao
(3.3.37). Temos ainda, que o tensor 7, para o eletromagnetismo pode ser descrito em

termos da intensidade de campo, como se segue [6, 14]:
1
TH = Fr Y — Zg“”F)“’F,\U, (3.3.47)

Em que o traco deste tensor é representado por:

1
T+, = FFMF,\ — ZFA”FAU = 0. (3.3.48)
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Comparando com a Equagao (3.3.39), temos:

1

PR = ng, (3349)

que representa a equagao de estado de um gés de fétons (radiagao) e w = %, representa
a constante para a radiacao. Portanto, a densidade de energia da radiagao descrita

pela Equagao (3.3.45) cai de acordo com a seguinte relagao:
pr(t) ~a™*. (3.3.50)

Comparando as densidades, percebemos que a densidade de energia da radiagao cai
mais rapido do que a densidade de energia na matéria, isso porque a densidade
do numero de fotons diminui na mesma propor¢ao que a densidade do numero de
particulas nao-relativisticas. Atualmente acredita-se que a densidade de energia da
radiacao é muito menor que a da matéria, com ;)Lf‘; ~ 103 [2, 6]. Porém, no passado o
Universo era muito pequeno e quem dominava era a densidade de energia da radiacao.

Para energia de vacuo, temos w = —1. Nesse caso, a equagao de estado torna-se
DPoac = —Puac, Sendo pyq. = cte que pode ser relacionada a constante cosmolégica (A)
[24], conforme veremos a seguir.

Na Relatividade Geral, a fonte de energia para o campo gravitacional é o tensor
energia-momento [6]. Na fisica ndo gravitacional, o movimento de uma particula com
a energia potencial V(x) é o mesmo que com uma energia potencial V(x)+ Vp, com Vj
sendo qualquer constante. Na gravitacao, porém, o valor real das questoes energéticas
¢é considerado, e nao apenas as diferencas entre os estados. Esse comportamento abre
a possibilidade da existéncia de energia de vacuo: uma densidade de energia do espaco
vazio. Uma caracteristica interessante, é que no vacuo nao ha uma direcao preferen-
cial, no entanto, ainda é possivel ter uma densidade de energia diferente de zero se o
tensor energia-momento estiver associado a invariancia de Lorentz com coordenadas
inerciais locais [6]. Essa invariancia de Lorentz nos leva ao tensor energia-momento

correspondente, que deve ser proporcional a métrica, logo podemos descrever o termo
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cosmoldgico Ag,, como um fluido perfeito e escrever a seguinte relacao:
Tsz(/lc = ~Puvacllpw- (3351)

Admitindo a condicao de que 7, é invariante por transformacao de Lorentz, podemos

generalizar com coordenadas localmente inerciais arbitrarias em que:
vac
Tos = —PvacGuv- (3.3.52)

Da equacao de um fluido perfeito, o tensor energia-momento dado pela Equacao
(3.3.37) equivale a expressao acima generalizada, a menos de um sinal contrario na

densidade de energia para pressao isotropica, gerando:

Pvac = —Poac- (3353)

Dividindo o tensor energia-momento em uma parte da matéria T;% e uma parte de

Vacuo T:l‘fc = —pPvacYur @ equagao de Einstein torna-se:
1 M
R, — éRgm, =87G(T,, — PoacGun)- (3.3.54)

Acrescentando a constante cosmoldégica A para encontrar solugbes para um

modelo de Universo estatico, tem-se [6, 24]:
1
R, — §Rg,w + Ag = 81G(T,,), (3.3.55)

A é inserida como uma densidade de energia no vacuo, da seguinte forma:

A

et (3.3.56)

Puac =

Portanto, para a constante cosmolédgica como distribuicao de energia-matéria a Equacao
(3.3.53) leva a um parametro w = —1, em que a densidade de energia de vicuo é dada
por:

pa(t) = po. (3.3.57)
Assim, temos trés periodos para a evolucao do Universo, sendo o primeiro dominado
pela radiacao, o segundo dominado pela matéria e por fim, o periodo dominado pela

constante cosmoldgica A [7].
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Da equagao de Friedmann, usando a constante de integracao ag, podemos fixar
o valor atual do fator de escala em ay = 1 para simplificar e obter as trés fontes para

a evolucao do Universo.

P = pm+ PR+ pa. (3.3.58)
Em que,
put = p;)gf, (3.3.59)
oR = %R, (3.3.60)
€
_ A (3.3.61)
A= 8tG’ o

Substituindo-as na Equagao (3.2.28) obtemos:

L\ 2
A
(9) _A &G (_’)OR n pOM) il (3.3.62)

3 3 at a’ a?

Definindo um potencial efetivo como sendo dado por:

. 87TG Pogr PO k
Veff(a) = 3 ( a4 + CL3 +a2, (3363)
A Equacao (3.3.62) torna-se:
A\ 2
a A
Z) === . .3.64
() 3~ Vers(0) (3.3.64)

2
Como (%) ¢ positivo, podemos fazer uma analogia com a equacgao de movimento de

uma particula submetida a um potencial V. ;¢ expressa por:

1
§mj:2 =FE — V(). (3.3.65)

A condic@o necessaria para o fator de escala ser positivo implica que Vpr(z) < %

(3)2— 0. (3.3.66)

Para Vs critico igual a % teremos:
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Desta forma, derivando a Equacao (3.3.64) de Friedmann, segue que:

i = P - eff(a)} a— % [%} a’. (3.3.67)

Para k = 0, o potencial efetivo V.ss(a) tem um predominio do periodo da matéria

sobre a radiacao, portanto:

Viysla) = -0 (p'ﬁ + pO—M). (3.3.68)

3 \ a* a3
Para k = 1, o potencial efetivo V.ss(a) tem um predominio do periodo da constante

cosmoldgica sobre a matéria e a radiagao, portanto:

87G (pon | Po 1
Versla) = T3 (a—f + agf ta (3.3.69)
Para k = —1, o potencial efetivo V.;;(a) tem um predominio do perfodo da radiagao

sobre a constante cosmoldgica e a matéria, logo:

1
Vissla) = —%(pﬂ+ pOM)— (3.3.70)

3 at a3 a?’

3.4 Parametro de desaceleracao

Um outro parametro que descreve o processo de expansao do Universo, é o

parametro de desaceleracao definido por [15, 14]:

q%(é)1(?)2. (3.4.71)

a
a

Essa expressao nos informa o quanto a taxa de aceleracao H do Universo estd se
expandindo [4]. Sendo assim, podemos determinar o fator de escala a(t) variando
no tempo e obter o comportamento do parametro de desaceleracao ¢(t) para alguns
modelos cosmoldgicos. Se ¢ < 0, a expansao do Universo é acelerada, mas se ¢ > 0

indica uma fase de desaceleracao.
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3.5 Modelos cosmoldgicos

Nesta secao iremos apresentar alguns modelos cosmolégicos como solucao das

equacoes de Friedmann.

3.5.1 Modelo cosmolégico de Einstein-de-Sitter

No modelo cosmolégico de Einstein-de-Sitter temos: A =0, popr =0e k=0, 0
que corresponde o Universo dominado pela matéria. Portanto através da equacao de
Friedmann podemos encontrar o fator de escala para o periodo da matéria [15]. Sendo

assim, partindo da Equagao (3.3.62), temos:

] 8rG
4 _ \/ w\/af?;’ (3.5.72)
a 3

denominando o = \/SWG% obtém-se que:

= aat, (3.5.73)
a

da

> obtemos que

Sendo a =
2
3 2
a(t) = (504) (t)s. (3.5.74)
A Figura 3.1 apresenta o comportamento do fator de escala para o periodo dominado

pela matéria.

[
|

alf) 14

Figura 3.1: Evolucao do fator de escala em funcao do tempo para o Universo dominado
pela matéria.
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Analisando o grafico da Figura 3.1 percebe-se que o fator de escala cresce com

o passar do tempo indefinidamente.

Utilizando a Equacao (3.4.71), o parametro de desaceleracao ¢(t) resulta num
valor de ¢(t) = %, o que corresponde a um periodo de desaceleragao constante com o

passar do tempo. Sendo o modelo mais popular até as observacoes indicarem que o

Universo estava em expansao acelerada. (Figura 3.2).

0.6

g(#) 03

0.4

0.3

05 i 15
Figura 3.2: Parametro de desaceleragao para a era dominada pela matéria.

Para o Universo dominado pela radiacao, temos: A = 0; popr = 0 e k = 0. Logo,

utilizando a Equagao (3.3.62), obtemos

a@_ \/SWG%\/@?, (3.5.75)
a

Assumindo a = @/&TG% temos:
=aa”". (3.5.76)

da

Sendo a = ¢ e fazendo os mesmos procedimentos do caso anterior, produz:

a(t) = (2at)?. (3.5.77)

Esse corresponde ao valor aproximado do fator de escala a(t) para o periodo da ra-

diacao, em que analisando, observamos que cresce com o passar do tempo indefinida-

mente [7]. (Figura 3.3).
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Figura 3.3: Evolucao do fator de escala em funcao do tempo para o universo dominado
pela radiacao.

O parametro de desaceleragao resulta em ¢ = 1, o que indica um periodo de

desaceleragao constante com o passar do tempo. (Figura 3.4).

glf) 1.0

0.8

0.6

Figura 3.4: Parametro de desaceleracao para a era dominada pela radiagao.

3.5.2 Modelo de de Sitter

Para o caso do Universo dominado pela constante cosmoldgica, que corresponde

ao modelo de de Sitter, temos que A > 0, por = 0, porr = 0 e k = 0, entao, partindo
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da Equagao 3.3.62, obtemos:

a [A
a_ /2 3.5.78
" 3 (3.5.78)

da

Como a = %,

obtemos que a(t) = e\/gt. Assim, o fator de escala para a constante
cosmolégica obedece a uma expansao exponencial [7]. (Figura 3.5).

3004

200
al t)

1004

Figura 3.5: Evolucao do fator de escala em funcao do tempo para o modelo de de
Sitter.

O parametro de desaceleragao, tem como resultado ¢ = —1 , o que indica um

periodo de aceleracao constante com o passar do tempo [7, 25]. (Figura 3.6).

-0.64

-0.8 4

git) -1.0

Figura 3.6: Parametro de desaceleracao para o modelo de de Sitter.
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Capitulo 4

Cosmologia Inflacionaria

4.1 Teoria do Big Bang

A Teoria do Big Bang'é uma teoria que prevé que o Universo originou-se de
um estado muito quente e denso, cuja expansao inicial afetou nao s6 a matéria, mas
a propria estrutura do espago-tempo [2, 9]. Tal teoria Recebeu uma extraordinéria
confirmacao experimental em 1964 com a descoberta da radiacao césmica de fundo na
faixa de microondas. Esta radiacao foi detectada no ano de 1965, pelos engenheiros de
telecomunicagbes Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson, que captaram aci-
dentalmente essa radiacao em ondas de rddio de 7,35 cm [25]. Através de dados obtidos
pelo satélite COBE? foi confirmado que essa radiacao corresponde a radiacao de um
corpo negro a 2, 7K. A radiacao é a mesma em todas as diregoes e as inomogeneida-
des seriam inferiores a uma parte em 100 mil [25]. A detec¢ao da radiacao césmica de
fundo ja havia sido prevista pelo fisico norte-americano George Gamow (1904 — 1968)

na década de 40 no entanto, na época, nao foi dada importancia. Atualmente sao

!Termo que representa a concepcdo atual de que o nosso Universo se originou de uma grande
expansao inicial do espago-tempo a cerca de 10 bilhdes de anos atrés. Neste processo de expansao tanto
a densidade como a temperatura e a pressao variaram enormemente proporcionando o predominio
das diversas formas de interagao fisica conhecidas, gerando as fases ou eras cosmoldgicas.

2Satélite norte-americano, langado em (1989), e que operou até (1994). Seu nome refere-se a
expressao Cosmic Background Explorer e conduziu trés experimentos cientificos destinados a estudar
a radiacao césmica primordial.
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consideradas como reliquias do Big Bang [26].
A teoria do Big Bang apesar de sua relevancia, apresenta alguns problemas no
que se refere as condigoes iniciais do Universo, dentre os quais podemos citar [4, 24]:

i) Problema do Horizonte: A distribui¢ao observada do fundo de microondas revela
uma grande homogeneidade. O problema, no entanto, é que estas regioes distantes
nao teriam condigoes de ter tido contato causal antes da época em que a radiacao se
desacoplou da matéria. Portanto, a grande questao é saber como o Universo conseguiu
atingir tal grau de homogeneidade.

ii) Problema da Planura: O problema da planura consiste em explicar por que a
densidade total de energia é extremamente proxima a densidade critica. De acordo com
os dados da astronomia experimental, o parametro de densidade tem um valor muito
préximo a 1, mas nao exatamente 1, que corresponde ao modelo critico (Qyra = 1), 0
que significa que a geometria do Universo é praticamente plana e, consequentemente,
a densidade de energia do Universo é quase igual a critica. Essa é uma situacao muito
especial, pois se fosse um pouco maior ou um pouco menor que a unidade no inicio do
Universo, hoje o seu valor seria muito diferente de 1, uma vez que o mesmo ¢ fungao
do tempo. Isso implica num ajuste finissimo do parametro de densidade no inicio
do Universo para que o seu valor seja compativel com o que é observado hoje, o que

realmente é algo bastante artificial em virtude desse carater altamente instavel de €.

4.2 Cosmologia Inflacionaria

A Teoria da Inflacao proposta em 1981 por Alan Guth surge como alternativa
para a explicar os problemas do horizonte e planura. A ideia central é que o Universo
sofreu uma expansao muito rapida em um periodo de tempo muito curto, durante o
qual o fator de escala foi acelerado exponencialmente [4]. De acordo com a teoria,
tal expansao foi provocada pela presenga de um campo escalar relacionado a energia

de vacuo conhecido como inflaton. Acredita-se que em algum momento a energia
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cinética do inflaton torna-se pequena e a maior parte da energia fica armazenada em
seu potencial. Esta energia possui pressao negativa e como consequéncia, provoca a
expansao acelerada muito grande em curto intervalo de tempo [6, 14, 21, 27].

O fato de propor o campo escalar (inflaton) como gerador da inflagdo, nao
¢ apenas para se obter um estagio acelerado do Universo e resolver os problemas da
planura e horizonte, mas também fornecer um mecanismo para a geracao de particulas
e da radiacao, bem como outro mecanismo para a geragao das pertubacoes primordiais

cosmoldgicas.

4.3 Teoria de Campo Escalar em Cosmologia

O campo escalar, associado a uma transicao de fase, responde pela pressao
negativa que acelera a expansao do Universo primordial. Sendo assim, introduzindo a
teoria de campo escalar em cosmologia, através do tensor energia-momento, pode-se
obter a densidade de energia e a pressao e assim relacionar o campo escalar com as
equagoes de Friedmann. Portanto, iremos utilizar o tensor energia-momento definido

por [28]:
oL

/J/ = ———
=500

O — 0L L. (4.3.1)
que obedece a lei de conservacao, pois utilizando as equagoes de movimento podemos
verificar explicitamente que este tensor energia-momentum possui essa caracteristica,
ou seja

8, 1", = 0. (4.3.2)

Substituindo a equagao de um campo escalar real na Equacao (4.3.1), obtemos o tensor

energia-momentum para um campo escalar descrito por:
T/ux = u¢au¢ + g/u/»C; (433)
em que L é a lagrangeana padrao de campos escalares, definida por [11, 28, 29, 30):

L= —%ama% — V(). (4.3.4)
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Substituindo a Equagao (4.3.4) em (4.3.3) temos:
1
T;w = ,ugbauﬁs - gul/§ u¢au¢ - guuv(¢) (435)
Fazendo p = 0, v = 0 e considerando ¢ = ¢(t) temos:
1.,

Como o tensor energia-momento possui componente Tyy = p, assim, comparando com

a Equagao (4.3.6) iremos obter a densidade de energia que é dada por:
1.,
p= §(b + V(9). (4.3.7)

Agora substituindo y = 1 e v = 1, teremos a componente 77; do tensor energia-

momento descrita por:
1
Ty = 5((90@2 — V(). (4.3.8)
Temos que as componentes 117 = p1; 1o = po;T33 = p3, mas como a pressao € cons-

tante, entao: p; = py = p3 = p logo, comparando com a Equagao (4.3.7) encontramos

que a pressao é dada por:
1.
p=5¢ V() (4.3.9)
A partir da primeira equacao de Friedmann e da expressao da densidade de

energia p, obteremos a seguinte equacao:

<g>2 820[ & V(qﬁ)} . (4.3.10)

Para a segunda equacgao de Friedmann, temos

d 87TG

#-vi) (43.11)

Com a equacao da conservacao de energia para a métrica de FRW de um fluido perfeito,
representada pela Equacdo (3.3.42) e substituindo os valores de densidade e pressao
encontrados, iremos obter que:

oV

¢+3 ¢+8¢

0, (4.3.12)
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que é a equacao de movimento da particula que governa a evolucao temporal do campo

escalar. Chamando H = %, logo a Equagao (4.3.12) torna-se:

&+ 3He+ a\; 0. (4.3.13)

Em que H representa a taxa relativa de crescimento do Universo, ou seja, taxa de
expansao conhecida como sendo o paramentro de Hubble. Percebe-se que o parametro
de Hubble atua como um termo de atrito [31].

Da Equagao (4.3.13) do movimento da particula podemos analisar a evolugao
temporal do campo escalar, pois de acordo com o principio cosmoldgico, o Universo
é homogeéneo e isotrépico, portanto varia somente como funcao do tempo, ou seja,
¢ = ¢(t). Assim a Equacgao (3.2.28), para k = 0, torna-se:

<9>2 87@{ 3+ (@} (4.3.14)

a

Na equacdo acima, se ¢> << V(¢) teremos que p = V(¢g) e p = —V(¢h), entdo
podemos obter um regime de aceleracao positiva quando a pressao for negativa, onde
p = —p e percebemos que de acordo com a equacao da pressao de um fluido perfeito e
da densidade de energia esta condicao ¢ satisfeita desde que o termo cinético permaneca
subdominante, sendo desprezivel com relagao ao termo potencial. Com esta condicao,
o potencial escalar torna-se maximo, e como a expansao ¢é acelerada, o potencial deve
variar lentamente nesse perfodo. Logo teremos que V =~ constante, ou 2% = ¢, onde &
¢ um valor muito pequeno. Essa aproximacao é conhecida como aproximagao de slow-
roll (rolamento lento), caracterizando uma expansao acelerada. No regime slow-roll,
g'b ~ constante e qb = 0 de tal forma que a Equacao (4.3.12) pode ser escrita como
6, 7, 14, 27]:
oV

34 q’b 3 = 0. (4.3.15)

Como V = constante, entao a equagao de Friedmann torna-se:

LN\ 2
(9) _ Gy (4.3.16)
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onde obtemos:

a(t) = eV T, (4.3.17)

Assim, percebe-se que independente da forma do potencial, a aproximacao slow-roll
sempre fornecera uma solucao exponencial de tal forma que p = —p = —V semelhante
ao que ocorre no modelo para o Universo dominado pela constante cosmoldgica, que

corresponde ao modelo de de Sitter [32]. Neste periodo o inflaton evoluird do estado

ov

% nao for pequeno, o

de falso vacuo para o estado de vacuo verdadeiro quando
que corresponde ao término do regime inflacionario em que o potencial chega ao seu

minimo e o termo cinético nao é mais desprezivel e, de acordo com a Equagao (4.3.13),

o inflaton sofre oscilagoes amortecidas e perde energia, reaquecendo o Universo.

4.4 Modelos de potenciais

Vimos que o campo escalar (inflaton) é submetido a um potencial V(¢). Nesta
secao iremos apresentar alguns modelos de potenciais, seguindo alguns procedimen-
tos matematicos, que viabilizem analisar o comportamento do fator de escala e do

parametro de desaceleracao para cada modelo.

4.4.1 Modelo de campo escalar: Potencial quadratico

Considere o modelo mais comum de campo escalar (¢) com massa (m) e com

densidade de energia potencial conforme segue [25, 27, 28]
V() = =m?¢*. (4.4.18)

Substituindo a Equagao (4.4.18) na equagao que governa a evolugao temporal, teremos

. 1%
¢+3Ho+ 5 =0 (4.4.19)

ou

é+3Hé+m2p = 0. (4.4.20)
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Em que o termo 3H ¢, é interpretado como um termo de atrito.
Nesse caso, a primeira equacao de Friedmann, considerando a aproximacao slow-

roll e 0 espago com curvatura nula, apresenta-se da seguinte forma:

81G
H? = T[V(ﬁﬁ)]’ (4.4.21)
que leva a
H = ?mqﬁ. (4.4.22)

Tendo em vista que estamos considerando o regime slow-roll, que significa que o
campo escalar move-se muito lentamente como uma bola em um liquido viscoso [8],
temos que o termo de atrito 3H ¢ domina sobre o termo de aceleracao ¢ e a condigao

P < V(¢) torna-se vélida. Sendo assim, a Equagao (4.4.19), torna-se:
3Hp + m?¢p = 0. (4.4.23)

Agora, substituindo a Equagao (4.4.22) em (4.4.23), produz

m

h=— 4.4.24
) WorTeh (4.4.24)

em que obtemos:
o(t) = by — — = (4.4.25)

5 mt.
A Figura 4.1 apresenta o comportamento do campo escalar ¢(t).
-
034
061

o(t)
0.4

[
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w
=
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Grafico do campo escalar ¢(t) em funcio do tempo (f).

Figura 4.1: Evoluc¢ao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial quadratico.
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Substituindo a Equacao (4.4.25) em (4.4.22), podemos determinar o fator de

escala a(t) para esse campo, ou seja

a 4G m
— =1/ —m(opy — t 4.4.26
()= 5mion— st (4.4.26)
em que
da G m?
— =2 —g — —1 4.4.27
(a dt) ) (1.4.27)
obtemos:
a(t) = aoez/:’)mﬁ\/na¢(o)t—1/3m2t2_ (4.4.28)

A Figura 4.2 apresenta o comportamento do fator de escala para o campo ¢.

0 0.3 1 1.3 2 23
t
Grafico do fator de escala a(f) em fungdo do tempo(t)

Figura 4.2: Evolucao do fator de escalar a(t) para o modelo potencial quadratico.

Analisando o gréfico da Figura 4.2 percebe-se que o fator de escala a(t) cresce expo-
nencialmente, apresentando dessa forma comportamento que, para tempos suficiente-
mente curtos, descreve um modelo de Universo dominado pela constante cosmologica
conhecido como modelo de de Sitter [7]. Porém, para tempos suficientemente longos
o Universo tende a desacelerar.

O parametro de desaceleragao é determinado utilizando a Equagao (4.4.28) e

calculando suas respectivas derivadas, conforme apresenta a Equagao (3.4.71). Assim,
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teremos que:

qa _ 267TG G2 — Am\3TVGhot + 2m2t> — 3
@ (Vgﬁ\/a(%) - mt>2

(4.4.29)

A Figura 4.3 descreve o comportamento de ¢(t), ou seja, do parametro de desace-

leracao.

Grafico do pardmetro de desaceleragdo para o potendal quadratico

Figura 4.3: Comportamento do parametro de desaceleragao ¢(t) para o modelo poten-
cial quadratico.

A Figura 4.4 representa em conjunto, tanto o fator de escala, quanto o parametro
de desaceleracao para este caso. Observa-se que na medida que o fator de escala cresce
exponencialmente, o parametro de desacelera¢ao permanece negativo, ou seja, g(t) < 0
e quando o fator de escala decresce o parametro de desaceleracao torna-se positivo.
Assim, para t = 0..1.8, o modelo de potencial utilizado indica um periodo de expansao
acelerada do Universo, caracterizando a inflagao primordial. Portanto, este potencial

satisfaz o modelo tedrico de de Sitter.
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Figura 4.4: Comportamento do fator de escala a(t) e do parametro de desaceleracao
q(t) para o modelo potencial quadratico.

4.4.2 Modelo de campo escalar: Potencial tipo cosseno

Para o modelo de potencial tipo cosseno, temos a seguinte configuracao [25, 33|:
V(¢) = C cos® Bo. (4.4.30)

Em que C' e 3 sao constantes. Entao, seguindo os mesmos procedimentos do modelo
anterior, a equacao de movimento do campo escalar, no regime slow-roll, se apresenta

COo1mo segue

ov

3H + 3 = 0. (4.4.31)
Nesse caso, teremos:
3H) + %2:6@ = 0. (4.4.32)
Dai
3H¢ — CBsin(26¢) = 0. (4.4.33)

Relacionando o potencial V(¢) = C cos? 3¢, com a Equagao (3.2.28), resulta em:

a 8rGC
<5>: 3 | cos B¢ (4.4.34)




que, substituindo na Equagao (4.4.33), produz:

40

8 .
3( fc\ cos Bd|)p — CBsin28¢ = 0, (4.4.35)
sendo
in 2
(%): Cfsin28¢ (4.4.36)
3 %| cos o]
denominando
3 8rGC
V3
X=_Y > 4.4.37
o (4437)
temos que:
X] cos 6]
do = dt. 4.4.38
2sin B¢ cos o ¢ ( )
Nessa situacdo, iremos considerar o intervalo ¢, tal que |cos¢| = cos S, o que
implica em t < ty. Que resulta em:
2 28(t—tg)
o= 3 arctan (e X ) (4.4.39)

A Figura 4.5 apresenta o comportamento de ¢(t), para o modelo de potencial tipo

cosseno.

T T T 1

0 3 10 15 20
t

Grafico do campo escalar ¢(f) em fungdo do tempo (f).

Figura 4.5: Evoluc¢ao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial tipo cosseno.

O fator de escala a(t), para este modelo, é obtido substituindo ¢ na Equagao

(4.4.34).
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2 28(t—t
cos [ (B arctan (e e )) ’, (4.4.40)

2
—e2 X e Y)
Bt0 Bt Bto Bt Bt
—2/3X\/7 WC’G(62X+62X)\/6(—ln(eQX+62X>+ln(eX))Zﬁt})
<£T+627> B(

9_ [87GC
a 3

em que obtém-se:

a(t) =e

(4.4.41)

Admitindo C = 1,G = 1,8 = 1,X = 1,ty = 10, podemos observar o seguinte
comportamento para o fator de escala de acordo com a Figura 4.6.

3.3 % 1071
3ox 107144
2.5 % 10714
2% 107144
aft)
1.5 % 10714

1% 10714

5.% 10715

8 ] 9 ] 10

Grafico do fator de escala a(f) em fungdo do tempo

Figura 4.6: Evolucao do fator de escala a(t) para o modelo de potencial tipo cosseno.

Comparando o grafico da Figura 4.6 com o grafico da Figura 4.2 observa-se que a
evolugao do fator de escala a(t) para os dois modelos de potenciais cresce exponen-
cialmente em um periodo de tempo muito curto, indicando a fase inflacionéaria. No
entanto, no caso do potencial tipo cosseno, percebe-se que a expansao acelerada do
Universo ocorre de forma mais rapida.

Quanto ao parametro de desaceleracao, temos que:
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q(t): —1/6 \/_\/_eﬁto+3e4t0+2t\/_\/__382t0+4t\/_\/_+86t\/_\/_

2 2
dtp+21 o e“ 2tp+4t 0 ‘3“ 4.4.42
+6e +6e
2t0+e2t 2 210+62t

( _ebtoy3edtot2t_ 3e210+4t+eﬁt

A Figura 4.7 apresenta o comportamento do parametro de desaceleracao para o

modelo potencial tipo cosseno.

0.4

-0.64

-0.84
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Grafico do parametro de desaceleragdoq(t) em fungdo do tempo(t)

Figura 4.7: Comportamento do parametro de desaceleragao ¢(t) para o modelo poten-
cial tipo cosseno.

Observando o grafico da Figura 4.7 percebe-se que, para t < ty, o parametro de
desaceleragao assume o valor ¢(t) = —1 o que indica um periodo de expansao acelerada
do Universo neste intervalo.

4.4.3 Modelo de campo escalar: Potencial tipo seno

O modelo de potencial tipo seno, é representado pela seguinte expressao:

V(g) = Csin’ 8o. (4.4.43)

Em que C e ( sao constantes. Seguindo os mesmos procedimentos dos modelos an-

teriores, a equacao de movimento do campo escalar, no regime slow-roll, se apresenta
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da seguinte forma:

.0V
3Ho + 8_¢ =0. (4.4.44)
Nesse caso, teremos
. CO(sin® Bo)
3Hp + T =0 (4.4.45)
ou
3H¢p 4+ CBsin(26¢) = 0. (4.4.46)

Substituindo o potencial V(¢) = C'sin® ¢, na Equacao (3.2.28), temos:

(g) =/ 8W§C| sin 84|, (4.4.47)

que, substituindo na Equagao (4.4.46), produz

IrGC

3( 3

| sin B¢|)¢ + CBsin2B¢ = 0 (4.4.48)

ou

(@) _ __ CBsin26¢ (4.4.49)
3

dt 871'??’0‘ sin B¢|

3 8rGC
V 3
A=Y ~ (4.4.50)

denominando A como sendo

cp
entao,
Al sin B9
dop = —dt. 4.4.51
2sin B¢ cos B ¢ ( )
Nessa situagao, iremos considerar o intervalo (¢, tal que |sinS¢| = sin ¢, o que

implica em t < t,. Portanto, resulta que:

2 (t=tg)
o(t) = = arccot(e” o

; ). (4.4.52)

A Figura 4.8 apresenta o comportamento do campo ¢(t) para o modelo potencial tipo
seno. Admitindo 8 =1, A = 1,y = 10, observa-se o seguinte comportamento para o

campo escalar:



T T T 1

0 3 10 13 20
t

Grafico do campo escalar ¢f) em fungio do tempo.
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Figura 4.8: Evoluc¢ao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial tipo seno.

Para determinar o fator de escala a(t), vamos substituir o campo escalar ¢(t)

encontrado na Equacao (4.4.47), assim:

a /87rGO <2 _28(t—tg) )
- = sin | —arccot(e” A )
a 8
da _ 87TGC
— = 1/

denominando ¢, como sendo

Y

ou

/87TGC’
= cte,

substituindo na Equacao (4.4.54) e integrando, temos:

a(t) =-e

A Figura 4.9 apresenta o comportamento do fator de escala para

Assumindo S =1,A=1,c=1,ty = 10, teremos:

2 i t
smﬁ(g arccot(e = 0)))’dt,

. _o Blt=tg) ) o B—tp)
—1/2icAln( e A 4i|B7141/2icAln| e A )BTt

(4.4.53)

(4.4.54)

(4.4.55)

(4.4.56)

esse modelo.
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8 9 10 11 12
t
Grafico do fator de escala at) em funcdo do tempo (f)

Figura 4.9: Evolucao do fator de escala a(t) para o modelo de potencial tipo seno.

Comparando o grafico da Figura 4.9 com o gréafico da Figura 4.6, percebe-se que a
evolugao do fator de escala a(t), para os modelos de potenciais seno e cosseno, ocorre
de forma semelhante.

Para o parametro de desaceleragao, deve-se utilizar a Equacao (3.4.71), em que

se obtém:

q(t) = — (e7 #0724 _ 1) 217200, (4.4.57)

A Figura 4.10 apresenta o comportamento do parametro de desaceleracao.

504

g(f) -3504

-1004

-1304

Grafico do pardmetro de desacel eragdo gt) em fungio do tem po (t).

Figura 4.10: Comportamento do parametro de desaceleragao ¢(t) para o modelo de
potencial tipo seno.
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Analisando a Figura 4.10 percebe-se que, para t < ty, ¢(t) < 0 o que indica uma
fase do Universo em expansao acelerada.

A Figura 4.11 apresenta os comportamentos, em conjunto, do fator de escala e

do parametro de desaceleragao. A andlise conjunta indica um periodo de aceleracao

do Universo em t < .

a® a(t)

Comparando gt} com aft) para o potencial tipo seno

Figura 4.11: Comparando o parametro de desaceleragdo ¢(t) com o fator de escala
a(t), para o modelo de potencial tipo seno.

4.4.4 Modelo de campo escalar: Potencial tipo quartico com

coeficiente dependente do tempo

O modelo de potencial tipo quértico, que vamos utilizar, é representado da

seguinte forma [34]:

V(¢) = A(t)o". (4.4.58)

Em que A(t) = Ao + \it, é denominada constante de acoplamento, Substituindo o
potencial na equacao de movimento da particula, considerando o regime slow-roll,
obtemos:

3H¢ + %?&) =0. (4.4.59)

Assim,

3H¢ + 4A(t)¢® = 0. (4.4.60)
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Nesse caso, a primeira equacao de Friedmann, considerando a aproximacao slow-

roll, apresenta-se da seguinte forma:

H =1 8“;” ora

(4.4.61)

Sendo G(t) um parametro que varia com o tempo [35, 36]. Portanto, podemos assumir

G(t) = Yo% Assim, a Equacdo (4.4.61), torna-se:

At)
H— /871'20)\0 ¢2,

que substituindo na Equagao (4.4.60), produz:

87TGO )\0
3 - - -
(5

como A(t) = Ao + Ait, nos leva a:

dp _ —2(h + Mit)

dt,
(b V 67TGO /\0

em que obtemos:
\/5(>\0t+1/2>\1t2)

71/3 V7T Gp Ao

¢2)¢'> — (D),

(4.4.62)

(4.4.63)

(4.4.64)

(4.4.65)

A Figura 4.12 apresenta a evolugao do campo escalar ¢(t), considerando Gog = 1, ¢ =

1, )\0 = 16/\1 = —0.12.

0.9
0.8
0.7+
0.6+
0.5
0.4+
0.3

0.2+

T T T T T T
0 1 2 3 4 3 6

t
Grafico do campo escalar ¢(f) em funcio do tempo (t)

Figura 4.12: Evolugao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial tipo quértico.
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A Figura 4.12 indica que a evolu¢ao do campo escalar ¢(t) decresce exponencial-
mente com o tempo.

Neste caso do modelo de potencial tipo quartico,o fator de escala é dado por:

(@) = @&dt, (4.4.66)
a

substituindo o campo escalar ¢(t) descrito pela Equagao (4.4.65) e aplicando a integral,

podemos determinar o fator de escala, que é dado por:

a(t) = apexp {1/3 V6T Gy X (9250)2 Vmexp (1/3 % v:;AGIU’\O)\/gerf

N e Vi 1 (4.4.67)
3V3 et +1/3 V0 3¢wwo¢ oAk
\/WC(})\O \/WGO/\O

Em que erf(x) é a fun¢do erro. Assumindo Gy = 1,¢9 = 1,a0 = 1, g = 1, A\; = —0.12
et=0- -%, obtemos o comportamento para o fator de escala a(t), apresentado na

Figura 4.13.

0.9+

0.8
0.6

044

0.3

0 1 2 3 4 3 6 7 8
t
Grafico do fator de escala aff) em funcio do tem po (t) para t=0. 233,

Figura 4.13: Evolugao do fator de escalar a(t) para o modelo de potencial tipo quartico.

Analisando a Figura 4.13, percebe-se que o fator de escala apresenta comporta-
mento crescente. No entanto, nota-se que inicialmente cresce exponencialmente, apés
um certo tempo esse crescimento diminui e depois aumenta novamente. Para ¢ > 23—5,

o comportamento do fator de escala é apresentado na Figura 4.14.
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] 3 10 13
t
Grafico do fator de escala aft) em fimcio do tempo (t) para t>253.

Figura 4.14: Evolucao do fator de escalar a(t) para o modelo de potencial tipo quartico
considerando t > 23—5

No grafico da Figura 4.14, percebe-se que para t > %—5,0 fator de escala apresenta
divergéencia a partir de um determinado tempo, assim, o modelo de densidade de
energia apresentado torna-se instavel nessas circunstancias. Isto porque para os valores
de parametros utilizados, esse valor de tempo inverte o sinal de A\ o que faz com que
o potencial fique invertido, o que gera instabilidade.

No caso do parametro de desaceleracao, este é dado por:
V23t t+2) V2v/3t(A t42)
q(t) = <—7T A S W 1) N (4.4.68)

Construindo o grafico obtemos o seguinte comportamento para o parametro de desa-

celeragao: (Figura 4.15).
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q®

-14d
Grafico do parametro de desacel eragéo gt) em fungio do tempo (t).

Figura 4.15: Comportamento do parametro de desaceleragao ¢(t) para o modelo de
potencial tipo quartico considerando ¢t = 0 - %

Analisando o grafico da Figura 4.15, percebe-se que existem regioes aceleradas
e desaceleradas. Assim, apresenta inicialmente uma expansao acelerada do Universo
(fase inflaciondaria), depois uma fase de desaceleracao e posteriormente o Universo
comegca a se expandir de forma acelerada novamente. Esta tltima, podemos relacionar
a fase atual do Universo, que de acordo com as observacoes, se encontra em uma nova
fase de expansao acelerada.

Podemos analisar também, neste modelo, o comportamento da equacao de es-

tado cuja expressao pode ser descrita por [35]:

wlt) = %(2(](1%) - 1>, (4.4.69)

como o parametro de desaceleracao é dado pela Equagao (4.4.68), obtemos que:

V2V3t(A1t+2)
v

V21/3t(Aqt42)
w(t) = —2/3 (W e ? — At — 1) JMTTAT 1y (4.4.70)

Assumindo os mesmos valores atribuidos as constantes, anteriormente, temos que o

comportamento da equacao de estado ¢ dado pelo grafico da Figura 4.16.
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Grafico da equagio de estado w(t) em fungdo do tempo(t)

Figura 4.16: Comportamento da equagao de estado w(t) em fun¢ao do tempo para
t=0..25
3

Analisando o gréafico da Figura 4.16 , percebemos que apresenta os trés tipos de
fluidos cosmoldgicos, entdo no caso em que w(t) = 0 identificamos o periodo dominado

pela matéria, para w(t) = % temos o periodo dominado pela radiagdo e em w(t) =

—1 quem domina é a constante cosmoldgica (A) [37]. Para ¢t > 2, temos o grafico

apresentado na Figura 4.17.

w(t)

'
(]
L

Grafico da equagio de estado w(t) em fungdo do tempo(t)

Figura 4.17: Comportamento da equagao de estado w(t) em fun¢ao do tempo para
t> %
3

Neste caso, observamos que a constante cosmoldgica (A) é quem predomina, carac-
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terizando dessa forma um modelo de Universo de de Sitter [7].
Podemos ainda escrever a densidade de energia e a pressao em termos do modelo

de potencial tipo quadratico apresentado, assim p e p sao dadas respectivamente por:

1

p= 5452 + (1)
p= %# — A(t)p". (4.4.71)

Calculando a derivada de ¢(t) e fazendo as devidas substituigoes nas relagoes acima,

obtemos:

\/€<1/2 t231 420 t)

‘1/3m> TGy A

p(t) = 1/3 ¢02 ()\1 t+ )\0)2 (e

4.4.72
~1/3 ‘/5<1/2t2““0t)>4 ( )

+ (A1t + o) ¢o’ (e vV Go o

Cuja Figura 4.18 apresenta o comportamento da densidade, ou seja, p(t).

0.104

0.054

Grafico da densidade p(tf) em fungio do tempo ().

Figura 4.18: Comportamento da densidade p(t) em funcdo do tempo (t) para ¢t =

25
0.2,

Observando o grafico da Figura 4.18 percebe-se que, para a fase do Universo em

expansao acelerada, a densidade p(t) diminui com o passar do tempo.  Para a pressao
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tem-se:

\/6’(1/2t2/\1+A0 t)

BT )WlGolx\O_l

p(t) = 1/3¢0" (Mt + )’ (e

4.4.
~1/3 “6(1/“2”“00)4 (4.4.73)

— (At + o) g0’ (e V7 Go o

A Figura 4.19 apresenta o comportamento da pressao em funcao do tempo para o

modelo tipo potencial quartico, para o intervalo t = 0 - %

-0.02

Grafico da pressio p(t) em fungio do tempo (€).

Figura 4.19: Comportamento da pressao p(t) em fungao do tempo (t) parat =0 - 23—5

A Figura 4.19 indica que a pressao p(t) assume valores negativos para a fase do
Universo em expansao acelerada.
Nesta faixa de tempo observamos que nao existem singularidades futuras no

fator de escala, densidade de pressao e na densidade de energia.



54

Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho propomos alguns modelos de potenciais, dentre os quais: o
potencial quadratico, o tipo cosseno, o tipo seno e o potencial tipo quartico com
coeficiente dependente do tempo, que aplicados as equacoes de Friedmann, podemos
analisar a fase inflacionaria. Sendo assim, observamos através do comportamento do
fator de escala e do parametro de desaceleracao que a evolucao do Universo apresenta
periodos de aceleragao e de desaceleracao.

Para os modelos de potenciais tipo quadratico, tipo cosseno e tipo seno, con-
siderando o espaco plano, verificamos um periodo em que o Universo se expande ace-
leradamente até um determinado tempo, denominado de periodo inflacionario. Nessa
fase quem domina a evolugao do Universo é o campo escalar (inflaton) representado
pelo seu potencial. Verificamos ainda que os resultados obtidos satisfazem o modelo
cosmoldégico de de Sitter.

No caso do modelo potencial tipo quartico com coeficiente dependente do
tempo, identificamos um comportamento mais dinamico da evolucao do Universo.
Inicialmente verificamos uma expansao acelerada (fase inflaciondaria), depois uma de-
saceleracao e por fim observamos que o Universo comeca a acelerar novamente. Esta
ultima, podemos relacionar a fase atual do Universo, que de acordo com as observagoes,
se encontra em uma nova fase de expansao acelerada.

Identificamos com o modelo do tipo quartico, através da equacao de estado,
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os periodos dominados pela matéria, radiacao e constante cosmoldgica. Ja para a
densidade de energia e pressao, observamos que nesta faixa de tempo nao existem
singularidades futuras.

Portanto, para esses modelos foi possivel identificarmos as regices de aceleragao
e desacelaracao do Universo, descrevendo dessa forma a inflagdo primordial e ainda a

atual fase de expansao do Universo, estando assim de acordo com as observacoes.
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Apeéendice A

Principio da Equivaléncia

A Relatividade Geral estd fundamentada em dois principios que descrevem o
comportamento das leis fisicas quando se refere ao estudo da gravitacao. O primeiro
é o da covariancia, que afirma que nao existe sistema preferencial e o segundo é o
principio da equivaléncia, segundo o qual estabelece que nao existem testes, realizados
por observadores locais, que os levem a diferenciar entre um campo gravitacional e
um referencial acelerado, ou seja, sistema acelerado é fisicamente indistinguivel, local-
mente, de um campo gravitacional [2]. Por exemplo, vamos admitir um referencial
em queda livre em um campo gravitacional, um observador ira verificar que corpos
de diferentes massas inerciais sofrem a mesma aceleracao. De acordo com o principio
da equivaléncia, se este observador estivesse em um referencial acelerado, iria cons-
tatar o mesmo comportamento da situagao anterior [2]. Ou seja, corpos em queda
livre (sem interagao eletromagnética, fraca ou forte) seguem trajetdrias que dependem
apenas das condigoes iniciais (posigao e velocidade). Isto decorre pelo fato de que,
experimentalmente no vacuo, as observacoes sugerem que a massa inercial é igual a
massa gravitacional para qualquer corpo, constatando que todo corpo cai com a mesma
aceleragao, independente da estrutura e composi¢ao quimica [7, 15].

Considere M como sendo a massa da Terra, r seu raio e m¢g a massa gravitacional

de uma particula de teste. Entao, de acordo com a mecanica newtoniana, o mdédulo
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da forca gravitacional entre M e m¢ sera dado por

GMmG
T2

F (A1)

Sendo m¢ a medida da intensidade de interacao gravitacional entre os corpos, ou
seja, mq é uma fonte do campo gravitacional equivalente a uma “carga gravitacional”.
Entretanto, pela segunda lei de Newton, uma forga aplicada a um corpo é proporcional

ao produto da sua massa inercial e da aceleragao provocada no mesmo, entao
F =mja, (A.2)

em que F' é o médulo da forca que age na particula e m; é a massa inercial da
particula de teste que mede a resisténcia que os corpos tém a mudanca do seu estado

de movimento. Logo, igualando a equacao (A.1) com a equagao (A.2) obtemos:

GMmG
—2 - mra, (A.3)
ou ainda,
GM
a="¢ 5 = cte. (A.4)
myry T

A igualdade da massa gravitacional e inercial para todos os corpos, significa que um
corpo em queda livre tem uma aceleracao igual a aceleragao gravitacional e podemos
anular localmente os efeitos de um campo gravitacional com a escolha adequada de

referenciais, j& que todos os corpos estao sujeitos a uma mesma aceleragao [2, 7).

A.1 Tensor de Curvatura

O transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito fechado em um
espago curvo levard a uma transformacao do vetor [6, 7, 33]. Considere dois campos
vetoriais U e W tais que [U,w]. Com as curvas integrais de T e W construimos um

paralelogramo infinitesimal conforme indica a Figura (A.1).
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Figura A.1: Transporte paralelo de um vetor ao longo de um paralelogramo
infinitesimal.

Para transportarmos um terceiro vetor ¢ ao longo deste paralelogramo devemos
efetuar o transporte de g até o ponto A ao longo do lado 1. Logo o vetor transportado

paralelamente ao longo de uma curva obedece a equacao

gt daP

R N o (g A.

d\ + aﬂ€ <d>\> Oa ( 5)
der B 4 e daxP

A= = —ThetvdN (A7)
= &y — Fgﬁgavﬁd)\ (A.8)

onde Fgﬁfa é calculado no ponto p.
Agora efetuando o segundo transporte de &% do ponto A até o ponto C ao longo

do lado 2 na curva vamos obter

&1 =&~ Th(A)g wdo, (A.9)

onde

T 5(Xa) = T (2, + TdN), (A.10)



Note que: 2/y = xlhy + v*'dA portanto teremos que

H _TH énﬁgﬁ 01
Dlip(Xa) = Thy(Xp) + 20 d,

i
BFQB
oxY

em que é calculado no ponto p.

Logo ao longo do caminho 1 — 2 vamos ter:

f*“ _ (SM_FM fo‘vﬁd)\)— (F“ (X>+8F
c D afs afs p 69$7

B
oxr

ow
(€2 — T2 eMPdN) (wg (X,) + =—LZv"dA

63

(A.11)

(A.12)

Agora vamos efetuar o transporte de 5 de P até B pelo lado 3. Com isso vamos

obter:

& = &b — Thu"wdw.

Transportando o vetor £ de B até C ao longo do lado 4 vamos ter

&= = ThgrvPd.

Mas sabemos que 7, = zlh + whdo, entao

Isrp =L g(x, + wdo)

ou
I
s

oxY

w’do.

Tos(es) = Top(ep) +

Sabemos que:

ou

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Logo ao longo do caminho 3 — 4 vamos ter

o
Er = (e — T el do) — (w (X,) + araﬁwvda> y
c D afs af p ax’y

«a a ¢n,,.p B8 8?)1? K
(& — 7. 8Mwldo) | vy (Xp) + pyvell do |d\. (A.19)

Vamos comparar §.(1,2) com §.(34) fazendo a variacao. Portanto vamos ter:

08" = &0 — Easa (A.20)
em que
ser = {rg &0V WY = Th, £8wvT 4+ Th o £0Pw? — Th o Mo +
LOU° L Ow?
(rgﬂg " = Thpt® 5 )] dAdo, (A.21)

sendo o colchete de Lie igual a zero e que é dado por:

Lo Low?
<FZB§ awa — Fgﬁf ax”v >: 0. (A.22)
Portanto vamos ficar com a seguinte equacao:
06" = [Thy —Th s+ Db T0, —Th T 160w dAdo (A.23)
ou
O e r* e T, — T T €% wdAd A24
d\do = [ apy " Lays TLlobag =1y ow]é vw g. (A.24)

Tomando o limite da expressao acima, quando dA do — 0, obtemos:
_TH p 7 p
Em que a quantidade finita avaliada no ponto P representa o tensor de Riemann,

descrito acima.



