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“Sua falta de fé é perturbadora.”
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3.1 Descrição do campo eletromagnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Resumo

Desenvolvemos neste trabalho, um estudo teórico da aplicação da dinâmica de

campo térmico sobre o modelo de Jaynes-Cummings. De acordo com a abordagem feita

por Hashizume no artigo, “A new perspective to formulate a dissipative thermo field dyna-

mics” aplicamos os mesmos conceitos para investigar o processo de relaxação envolvido no

modelo de Jaynes-Cummings. Num primeiro momento, fizemos uma revisão de alguns ele-

mentos primordiais para a compreensão de toda a discussão envolvida nessa dissertação.

Em seguida, estudamos processos de relaxação em sistemas quânticos simples, para pode-

mos, mais tarde, traçar um paralelo entre os resultados e estabelecer alguma relação com

o que foi encontrado. Diante da Dinâmica de campo térmico, mas conhecida como TFD

(Thermo Field Dynamics), usamos uma abordagem feita por Hashizume e colaboradores,

e investigamos como o processo de relaxação se desenvolve mediante a representação via

TFD.

Palavras-chave: Dinâmica de Campo Térmico - Modelo de Jaynes-Cummings -

Dissipação - Relaxação.
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Abstract

We develop in this work, a theoretical study of the application of the Thermo

field dynamics on the model of Jaynes-Cummings. According to the approach taken

by Hashizume in the article, “A new perspective to formulate a dissipative thermo field

dynamics”, we use the same concepts to investigate the relaxation process involved in

model Jaynes-Cummings. In the first moment, we did a review of some key elements

to comprenção all the discussion involved in this dissertation. Then, we study relaxation

processes in simple quantum systems, for we could later draw a parallel between the results

and establish some relationship to what was found. Front the thermal field dynamics,

but known as TFD, we use an approach made by Hashizume and colaborators, and we

investigated how the relaxation process it developed through the representation via TFD.

Keywords: Thermal Field Dynamic - Jaynes-Cummings Model - Dissipation - Re-

laxation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O tema central do nosso trabalho é revisar e discutir alguns mecanismos relaci-

onados aos processos de relaxação (tanto no Modelo de Jaynes-Cummings, MJC, como

em outros sistemas), sejam eles correspondentes ao decaimento natural (tempo de vida),

decoerência (perda da fase relativa entre superposições quânticas) , etc., vamos explicitar

um breve panorama sobre alguns trabalhos que investigaram temas correlacionados ao

nosso. Naturalmente, sabemos que há um enorme interesse da comunidade em estudar

a interação de um sistema quântico em contado com um reservatório (banho térmico, ou

ambiente). Uma vez que o sistema é perturbado externamente e retirado da condição

de equiĺıbrio, sua tendência é relaxar e retomar a condição anterior. A situação mais

comum, acreditamos, está relacionada ao tempo de vida de um átomo, por exemplo, que

se encontra no estado excitado. A interação deste sistema com o vácuo quântico é o

mecanismo responsável pelo decaimento natural (ou emissão espontânea), que foi tratada

primeiramente por Weisskopf-Wigner [36] e, atualmente, ainda é fruto de correções no

espectro de frequência [6]. Sistemas quânticos mais complexos, em relação ao número de

estados e sua interação com campos aplicados externamente, foram estudados e modela-

dos sob a perspectiva de entender os mecanismos de relaxação. Como poderemos ver no

caṕıtulo 3, átomos possuindo três ńıveis, sob certas condições, podem ser preparados em

superposições quânticas que exibem o efeito de EIT (Transparência Induzida Eletromag-

neticamente). De maneira simples, o EIT corresponde a um cancelamento (que pode ser

total) na absorção dos fótons do campo eletromagnético estando este último em ressonân-

cia com o átomo. Esse cancelamento pode ser explicado levando em conta a coerência

(superposição) entre os estados fundamentais. Diversos modelos explicam algumas situa-



ções experimentais espećıficas. Por exemplo, para uma degradação da superposição devido

à influência de inomogeneidade de campos magnéticos espúrios, S. Pustelny e colabora-

dores tem um belo trabalho que considera um gradiente de campo magnético com apenas

dois valores distintos, porém, que deixa o sistema relativamente complicado [27]. Além

disso, D. Moretti e colaboradores investigaram, em sistemas semelhantes, situações que tal

inomogeneidade pode ser “mascarada” com aplicação de campo magnético externo e bem

definido em relação ao eixo de quantização, “suavizando” o efeito de decoerência [26]. Em

adição, E. Figueroa e colaboradores investigaram a decoerência em sistemas apresentando

EIT sob a perspectiva de comparação entre mecanismos de troca de população ou simples

defasamento, tendo a temperatura como parâmetro principal [11]. Eles mostraram que

efeitos de defasamento da superposição entre os estados excitados é majoritário em relação

à troca de população entre tais estados. Em em relação ao MJC, que foi estudado pela

primeira vez em 1963 [20], diversos modelos foram investigados para um melhor entendi-

mento da interação entre um átomo de dois ńıveis com um modo quantizado do campo

eletromagnético no interior da cavidade e sua interação com a vizinhança.

Por fim, Masashi Ban investigou [4] os efeitos térmicos no MJC à temperatura

finita também utilizando TFD, no entanto, numa perspectiva distinta da que usamos

em nosso trabalho. O autor fez uma comparação direta entre seu formalismo e o de

Liouvillevon Neumann, discutindo aspectos interessantes, mostrando ser praticamente

equivalentes. No entanto, na TFD, quantidades f́ısicas podem ser expressas, pelo menos a

baixas temperaturas, como expansão de um parâmetro que não é expĺıcito no formalismo

de Liouvillevon Neumann. Recentemente, Seyed Mahmoud Ashrafi e colaboradores [3]

abordaram o MJC considerando que a cavidade possua uma relaxação (“damping“), onde

foi utilizado um método com razoável complexidade, ”dissipative interaction picture“, para

estudar a estat́ıstica quântica do sistema.

Por exemplo, M. Scala [28] e colaboradores estudaram através do quadro de RWA

(Rotating Wave Approximation) como uma derivação microscópica da equação mestra

para o modelo de Jaynes-Cummings com perda na cavidade é dada levando em conta

um termo dissipativo. No nosso estudo, o tratamento dado ao MJC foi de acordo com a

abordagem feita por Hashizume e colaboradores [17], onde estudaram um simples modelo

propondo uma nova perspectiva sobre a dissipação térmica com base na TFD, no qual

ressaltam uma interação efetiva entre os espaços originais e Til. Em nossa análise, desen-
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volvemos uma investigação em torno dos posśıveis processos de relaxação envolvido neste

modelo sob a ótica da TFD. Para estabelecer uma relação mais próxima a estes proces-

sos, revisamos sistemas quânticos que revelaram diferentes formas de relaxação, como por

exemplo a relaxação devido a decoerência que ocorre no Sistema de três ńıveis - EIT e o

modelo de Jaynes-Cummings, que apresenta um processo de relaxação devido a perda de

fótons na cavidade.

É pautado nestes aspectos que este trabalho é desenvolvido, de forma tal, que a

sua estrutura segue o seguinte padrão:

• Caṕıtulo 1 - Introdução.

• Caṕıtulo 2 - Revisão de conceitos da Mecânica Quântica primordiais para a com-

preensão dessa dissertação.

• Caṕıtulo 3 - Análise e discussão de sistemas quânticos sobre a perspectiva dos pro-

cessos de relaxação envolvidos.

• Caṕıtulo 4 - Investigação posśıveis processos de relaxação envolvidos no MJC, le-

vando em conta os efeitos decorrente da ação do reservatório térmicos, via o forma-

lismo da TFD

• Caṕıtulo 5 - Considerações finais.

Antes de darmos inicio ao nosso estudo, uma importante observação deve ser feita. Devido

a um conflito de notação, precisamos deixar claro o que foi adotado em nosso trabalho.

• Notação - Na TFD os termos ditos estendidos são representados com um chapéu,

assim como convencionalmente são representados os operadores. Para resolver este

conflito, vamos mudar a representação dos operadores e manter os termos estendidos

com o chapéu. Vetores serão representados normalmente em negrito. Ou seja,

Operadores → O

Termos estendidos → Ô

V etores → O

nem sempre será posśıvel representar os operadores por essa fonte diferenciada, mas

nesses casos, eles serão distintos.
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Caṕıtulo 2

Revisão de elementos primordiais

Mecânica Quântica

Neste caṕıtulo faremos uma revisão dos elementos da Mecânica Quântica que são

relevantes para o desenvolvimento deste trabalho de dissertação. Este pode ser um ca-

ṕıtulo cansativo para o leitor familiarizado com o assunto, pois faz uma revisão teórica

de Mecânica Quântica. Se este for o caso, o caṕıtulo 3 dá ińıcio ao estudo pelo qual a

teoria também aparece, mas de forma aplicada. Entretanto, a revisão faz-se necessária

para esclarecer por quais vias teóricas esta dissertação se baseia.

2.1 Mecânica Quântica

Antes de apresentar a base da Mecânica Quântica é preciso conceituar o Espaço

de Hilbert (H), pois todas grandezas são definidas a partir desse espaço. Em seguida será

apresentado, de forma resumida, os Postulados da Mecânica Quântica, o Operador matriz

densidade e uma introdução ao Formalismo da Óptica Quântica; conceitos que formam a

base teórica para a compreensão desta dissertação.

2.1.1 Espaço de Hilbert

É um espaço vetorial complexo de dimensão finita e de quadrados integráveis, ou

seja, apesar da dimensão infinita, as suas integrais quadráticas são finitas. O Espaço

de Hilbert é composto de produto interno, tal que sua norma é definida a partir de um

produto interno deste espaço [2].



Conceituar o Espaço de Hilbert talvez fosse desnecessário, pois o intuito aqui é

apenas uma revisão, mas posteriormente falaremos sobre duplicação deste espaço, de

forma que o leitor se sentirá mais familiarizado com o tema quando citado.

2.1.2 Postulados da Mecânica Quântica

• Postulado 1 - Os estados de um sistema quântico são representados por vetores

do espaço de Hilbert complexo. O vetor |Ψ〉 é chamado de Ket e correspondente

a um dado estado quântico; a correspondência é tal que dois vetores linearmente

dependentes representam o mesmo estado.

O vetor de estado |Ψ〉 pode ser escrito como combinação linear dos vetores da base

do espaço de Hilbert,

|Ψ〉 =
∑
k

ck|uk〉 (2.1)

onde os kets uk são autokets de uma base de dimensão k do espaço H e ci = 〈ci|Ψ〉

para i = 1 · · · k com
∑n

i=1 |ci|2 = 1.

Quando o Ket |Ψ〉 varre todo o espaço H, o produto com qualquer vetor, forma um

novo espaço vetorial. Este é o espaço de H chamado de Dual, denotado por H† [32].

Para cada vetor |Ψ〉 vai existir um dual correspondente, |Ψ〉† = 〈Ψ|, onde o vetor

〈Ψ| é chamado de Bra.

• Postulado 2 - O observável é uma propriedade do sistema f́ısico que, a principio,

pode ser medido e é representado por operadores hermitianos. De maneira mais

formal, podemos dizer que: Qualquer variável dinâmica clássica será representada

por operadores lineares hermitianos, cujos autovalores constituem uma base sobre

o espaço H. Qualquer função destas variáveis dinâmicas, também fica representada

por uma função do operador. Assim, estes operadores são ditos observáveis.

• Postulado 3 - A medida de um observável A é um resultado numérico chamado de

autovalor de A; após a medida, o estado quântico colapsa em um autoestado com

um autovalor. Tal como,

A|Ψ〉 = an|Ψ〉 (2.2)

onde an é o autovalor. A probabilidade do resultado an ser encontrado em uma

medida feita sobre o sistema no estado |Ψ〉, é dado por:

5



Prob(an) = ‖Pn|Ψ〉‖2 = 〈Ψ|Pn|Ψ〉. (2.3)

onde ‖Pn|Ψ〉‖ é a norma da projeção de |Ψ〉 e Pn = |n〉〈n| é o operador projeção

na direção do Ket |Ψ〉.

Se o resultado an é encontrado, então o estado quântico torna-se:

|Ψn〉 =
Pn|Ψ〉

(〈Ψ|Pn|Ψ〉)1/2
. (2.4)

Note que |Ψn〉 está normalizado, onde a normalização é dada por
∑

n Prob(an) = 1.

• Postulado 4 - A evolução temporal de um estado quântico é regida por uma trans-

formação unitária. A amplitude de probabilidade de um estado quântico no tempo to

é representado por |Ψ(0)〉, num certo tempo depois t, a amplitude de probabilidade

torna-se |Ψ(t)〉. Isso ocorre através de transformações unitárias dada por:

|Ψ(t)〉 = U(t)|Ψ(0)〉. (2.5)

O operador evolução temporal pode ser escrito como U(t) = exp(− i
~Ht), onde H

é o operador hamiltoniano do sistema. A propriedade fundamental de U(t) é a

unitariedade, ou seja,

U †(t)U(t) = U(t)U †(t) = 1. (2.6)

• Postulado 5 - Como o sistema f́ısico S1 está associado ao espaço de Hilbert H1 e o

sistema S2 ao espaço de Hilbert H2, então a composição dos sistemas S1 + S2 será

associado com o produto tensorial de dois espaços vetoriais de Hilbert H1⊗H2 [10].

2.2 Operador matriz densidade

Diferentemente da Mecânica clássica, onde é posśıvel determinar a dinâmica com-

pleta em qualquer instante de tempo de um sistema f́ısico, conhecendo-se a sua posição

e os momentos iniciais, e sendo posśıvel obter suas equações de movimento; na Mecâ-

nica quântica, a descrição do sistema passa a ser através de uma teoria intrinsecamente

probabiĺıstica.
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Um sistema quântico fechado é em geral, uma idealização extremamente forte.

Onde é negligenciado qualquer interação com o meio externo, podendo ser descrito por

um estado puro como uma superposição de estados |uk〉, portanto:

|Ψ(t)〉 =
∑
k

ck(t)|uk〉, (2.7)

onde os coeficientes ck(t) satisfazem a seguinte relação
∑

k |ck(t)|2 = 1. De acordo com

o postulado 1, |Ψ(t)〉 é um vetor de estado, ele carrega todas as informações dispońıveis

sobre o sistema.

Em um sistema onde há perda de energia e informação sobre a fase relativa entre

os estados, há uma mistura estat́ıstica, a qual nos referimos como incertezas clássicas.

Neste caso, o sistema é descrito por um estado misto.

No formalismo do operador matriz densidade é posśıvel incluir as incertezas clás-

sicas, que possibilita trabalhar ao mesmo tempo com as probabilidades estat́ısticas e as

incertezas quânticas. O operador matriz densidade é definido como:

ρ(t) =
∑
k

pk|Ψk(t)〉〈Ψk(t)|, (2.8)

onde pk representa a probabilidade de encontrar o sistema no estado |Ψk(t)〉 e satisfaz a

seguinte relação
∑

k |pk(t)|2 = 1.

Reescrevendo o estado de um forma mais geral numa base como |un〉, temos

|Ψk(t)〉 =
∑
n

cn,k(t)|un〉. (2.9)

Substituindo a equação (2.9) na equação (2.8) podemos encontrar os elementos de ρmn(t),

onde m e n podem ser iguais (m = n) ou diferentes (m 6= n). Para m = n temos,

ρnn(t) =
∑
k

pk|cn,k(t)|2 (2.10)

e para m 6= n,

ρmn(t) =
∑
k

pkcm,k(t)c
∗
n,k(t). (2.11)

A equação (2.10) representa os termos diagonais do operador matriz densidade,

que estão associados a probabilidade de encontrar um sistema f́ısico num dado estado da

base |un〉 e são denominados populações. Já a equação (2.11) representa os elementos

fora da diagonal, que estão relacionados a interferência entre os estados |um〉 e |un〉, estes

elementos são denominados coerências.
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O operador densidade nos permite extrair toda a informação sobre o sistema, esteja

ele num estado puro ou misto. O valor esperado de um observável O do sistema pode ser

calculados através do traço de Oρ(t), tal como:

〈O〉 =
∑
k

pk〈Ψk|O|Ψk〉 = Tr(Oρ). (2.12)

Derivando a equação de Schrödinger, obtemos a evolução no temporal do operador

matriz densidade

i~ρ̇(t) = [H, ρ(t)], (2.13)

onde H é o hamiltoniano do sistema. A equação (2.13) é denominada de equação quântica

de Liouville-Von Neumann.

Em um caso real devemos acrescentar os termos de perda populacional dos ńıveis

devido ao decaimento espontâneo ou outros fenômenos, em razão da interação do sistema

com o meio. Estes termos podem, em geral, ser inclúıdos fenomenologicamente de modo

que a equação (2.13) torne-se numa equação conhecida como equação ótica de Bloch [23]

i~ρ̇(t) = [H, ρ(t)] +

(
∂ρ

∂t

)∣∣∣∣
rel

, (2.14)

onde
(
∂ρ
∂t

)∣∣∣
rel

representa a taxas de relaxações das populações e coerências.

É importante mencionar que o termo de relaxação contido na equação (2.14) será

detalhado um pouco mais em seções posteriores para sistemas f́ısicos relativamente bem

conhecidos. Isto está diretamente ligado ao tema central de nosso trabalho, que envolve o

conceito de relaxação, porém sem fazer o uso expĺıcito de 2.14 (vide o caṕıtulo 4). No en-

tanto, antes disto, continuaremos com a revisar pontos indispensáveis para entendimento

mı́nimo desta dissertação.

2.3 Formalismo da Óptica Quântica

Nesta seção faremos uma breve discussão dentro do formalismo da Óptica Quântica,

inicialmente apresentando a quantização do campo eletromagnético e suas propriedades

básicas e em seguida descreveremos alguns dos posśıveis estados que a luz pode assumir.
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Por fim, é dada uma explanação sobre os componentes comuns de estados quânticos em

experimentos de óptica quântica.

2.3.1 Quantização do Campo Eletromagnético

A quantização do campo eletromagnético no espaço livre começa com a descrição

clássica dada pelas equações de Maxwell [30]. Baseando-se principalmente nas ideias de

Faraday, Maxwell realizou uma das śınteses mais fundamentais ao mostrar que todos os

fenômenos elétricos, magnéticos e ópticos podem ser descritos, unificadamente, a partir

de um conjunto de quatro equações diferenciais, conhecidas como equações de Maxwell.

As equações de Maxwell criam uma ligação entre o campo elétrico E e o campo magnético

B [19]. No vácuo, onde não há cargas ĺıquidas e nem correntes, as equações se tornam

∇ · E = 0, (2.15)

∇ ·B = 0, (2.16)

∇× E +
∂B

∂t
= 0, (2.17)

∇×B− 1

c2

∂E

∂t
= 0 (2.18)

onde c é a velocidade da luz e pode ser descrita pela seguinte relação,

c =
1

√
µ0ε0

. (2.19)

As entidades f́ısicas µ0 e ε0 são a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica do

vácuo, respectivamente.

As equações de Maxwell podem ser combinadas resultando em uma nova equação,

que prevê e, portanto, descreve a onda eletromagnética. Estamos interessados em encon-

trar a equação do campo elétrico onde a dependência temporal e espacial seja explicita.

Vamos usar as equações de Maxwell para encontrar o campo elétrico dependente do tempo

e espaço, tomando o rotacional sobre a equação (2.17) obtemos,

∇× (∇× E) = −∇×
(∂B

∂t

)
∇(∇ · E)−∇2E = − ∂

∂t
(∇×B)

∇2E =
∂

∂t
(∇×B). (2.20)
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Substituindo a equação (2.18) na equação (2.20) chegamos a seguinte equação,

(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
E = 0. (2.21)

A solução da equação (2.21) dá a dependência temporal e espacial do campo elétrico

E(r, t),

E(r, t) = i
∑
k

( ~ωk
2V ε0

)1/2

[αkuk(r)e−iωkt − α∗ku∗k(r)eiωkt], (2.22)

em que ~ é a constante de Planck dividida por 2π, V é o volume de quantização do campo

eletromagnético, k é o vetor de onda do modo, ωk é a frequência angular do modo k, α e α∗

são amplitudes complexas sem dimensão advindas da análise de Fourier e uk é uma função

do modo que descreve a sua polarização. A quantização do campo eletromagnético é feita

pela troca de α e α∗ pelos operadores de aniquilação e criação a e a†, respectivamente.

Usando o fato dos fótons serem bósons1, a relação de comutação entre a e a† é

[ak, ak] = [a†k, a
†
k] = 0, [ak, a

†
k] = δkk. (2.23)

O campo quantizado assim se torna

E(r, t) = i
∑
ks

(~ωk
2ε0

)1/2

[aksuk(r)e−iωkt − a†ksu
∗
k(r)eiωkt], (2.24)

o hamiltoniano clássico para o campo pode ser calculado a partir da energia do campo

eletromagnético, da seguinte forma

H =
∑
k

~ωk
(
a†kak +

1

2

)
. (2.25)

Com essa descrição, podemos avançar e falar sobre os estados do campo eletro-

magnético. Esta é uma parte fundamental desta revisão, pois está diretamente ligado ao

sistema que vamos trabalhar posteriormente.

1Bósons são part́ıculas que obedecem à estat́ıstica de Bose-Einstein. Dentre os exemplos de bósons

estão as part́ıculas elementares, como o fóton, o glúon, o bóson de Higgs, e part́ıculas compostas, como

mésons e núcleos atômicos estáveis, como o hélio-4
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2.3.2 Estados do campo eletromagnético

O intuito desta seção é fazer uma breve revisão sobre alguns estados fundamen-

tais do campo eletromagnético, pois são teorias fundamentais para o entendimento desta

pesquisa e que serão aplicadas no presente estudo.

• Estado de Fock (Número) - O estado número, que também é conhecido pelo

estado de Fock, é representado usando a notação de Dirac, como |n〉 e apresenta

um número de fótons bem definido. O estado número é autoestado do operador

N = aa† com autovalores dado por,

N|n〉 = n|n〉. (2.26)

A ação dos operadores de aniquilação e criação sobre esses estados é

a|n〉 =
√
n|n− 1〉, (2.27)

a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉. (2.28)

O Estado de Número |n〉 constitui um conjunto |n〉 completo no espaço de H [22] e

são ortonormais.

• Estado Coerente - Glauber [15] introduziu os estados coerentes em 1963 com o

objetivo de descrever uma teoria consistente com a importância da coerência óptica.

Bastante conhecidos na literatura, os estados coerentes são denotados por |α〉 e são

autoestados do operador aniquilação a

a|α〉 = α|α〉, (2.29)

note que α é um número complexo, podendo ser escrito como α = |α|eiθ, sendo |α|

o modulo do parâmetro de coerência e θ é a fase.

Os estados números formam um conjunto completo e assim podemos expandir |α〉

da seguinte forma,

|α〉 =
∞∑
n=0

Cn|n〉 (2.30)

onde os coeficientes Cn(t) satisfazem a seguinte relação
∑

n |Cn(t)|2 = 1.
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Atuando o operador aniquilação na equação (2.30) temos

a|α〉 =
∞∑
n=0

Cna|n〉 (2.31)

α|α〉 =
∞∑
n=0

Cn
√
n|n− 1〉. (2.32)

Mudando o coeficiente na equação (2.32), ou seja, fazendo n→ n+ 1

α|α〉 =
∞∑
n=0

Cn+1

√
n+ 1|n〉, (2.33)

substituindo a equação (2.30) na equação (2.33) acima, podemos concluir que

αCn = Cn+1

√
n+ 1

Cn+1 =
αCn√
n+ 1

, (2.34)

que é a relação de recorrência dos coeficientes do estado coerente. Podemos reescre-

ver esta relação aplicando sucessivamente aos termos n = 0, 1, 2, 3, 4, 5... na equação

(2.34) e veremos que há uma relação em torno do coeficiente C0. Ou seja, quando

n = 0 temos

C1 = αC0, (2.35)

para n = 1,

C2 =
αC1√

2
=
α2C0√

2
, (2.36)

para n = 2,

C3 =
αC2√

3
=
α3C0√

3
, (2.37)

é notório que a relação de recorrência formada em torno do coeficiente C0 é da

seguinte forma:

Cn =
αnC0√
n!
. (2.38)
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Com essa relação podemos explicitar o estado coerente como,

|α〉 = C0

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉. (2.39)

Para determinar o valor de C0 vamos lançar mão da condição de normalização do

estado coerente, ou seja,

〈α|α〉 = |C0|2
∞∑

l,n=0

α∗lαn√
l!n!
〈l|n〉

1 = |C0|2
∞∑

l,n=0

α∗lαn√
l!n!

δl,n

1 = |C0|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!

1 = |C0|2e|α|
2

C0 = e−
1
2
|α|2 (2.40)

lembrando que 〈α|α〉 = 1 e que
∑∞

n=0
xn

n!
= ex. Assim a equação (2.39) normalizada

é dado por,

|α〉 = e−
1
2
|α2|

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉. (2.41)

Uma outra forma de de obter o estado coerente é através da aplicação do operador

deslocamento (D) no estado de vácuo. Não iremos fazer essa demonstração aqui,

pois foge ao nosso propósito.

Assim como apenas citamos que o estado coerente pode ser encontrado através do

operador deslocamento, vamos citar outros estados fundamentais do campo eletromagné-

tico.

• Estado Térmico - Considerando uma fonte em equiĺıbrio térmico a uma tempera-

tura T absoluta emitindo luz, o operador densidade pode ser escrito como,

ρ = Ne−βH (2.42)

onde, N = [tr(e−βH)]−1, H = ~ω(N + 1/2) e β = 1/κBT , onde κB é a constante de

Boltzmann. Este estado define o campo eletromagnético no estado térmico.
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• Estado Comprimido - Diferente do estado térmico, o estado comprimido é pura-

mente quântico. Matematicamente o estado pode ser descrito da seguinte forma:

|α, z〉 = S(z)|α〉 = S(z)D(α)|0〉, (2.43)

que é a atuação do operador deslocamento no estado de vácuo, seguido pela atuação

do operador de compressão que é definido da seguinte forma:

S(z) = exp
[1

2
(z∗a2 − za†2

]
, (2.44)

sendo, z = reiφ o parâmetro de compressão, r é o modulo do parâmetro de com-

pressão e φ é a fase.

O estado coerente comprimido é gerado através de processos não-lineares, envol-

vendo termos quadráticos dos operadores de criação e aniquilação.

A revisão de elementos da Mecânica quântica se faz necessária devido o grande

uso que faremos durante esse trabalho de dissertação, mas este é apenas um caṕıtulo de

revisão e apoio, caso o leitor ache necessário a busca de conceitos em outras fontes é de

grande ajuda. Na próximo caṕıtulo faremos uma revisão de trabalhos bem conhecidos na

literatura e os conceitos aqui vistos serão efetivamente utilizados.
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Caṕıtulo 3

Relaxação em sistemas quânticos

A finalidade deste caṕıtulo é investigar sistemas f́ısicos que, em primeira aproxima-

ção, apresentem modelos teóricos que explicam bem os fenômenos de relaxação observados

na prática. Entre eles, estudaremos o modelo de Jaynnes-Cummings. Logo, julgamos im-

portante este caṕıtulo pois podemos encará-lo com um breve revisão bibliográfica onde

diversos mecanismos de relaxação podem ser explicitados e discutidos.

3.1 Descrição do campo eletromagnético

A luz é uma onda eletromagnética, que ao interagir com a matéria, provoca uma

pertubação na sua configuração. Quando a frequência do campo eletromagnético é igual

a frequência de transição atômica, a resposta óptica do meio é aumentada, e dizemos que

a luz é ressonante no meio. O campo elétrico cria dentro de cada átomo uma separação

de cargas que oscilam na mesma frequência do campo incidente, gerando um momento

de dipolo induzido. Para melhor compreender a interação luz-matéria, consideramos o

modelo semi-clássico, em que o átomo atua como sistema quântico e o campo como um

sistema clássico. Este campo eletromagnético é descrito pelas equações de Maxwell:

∇ ·B(r, t) = 0 (3.1)

∇ ·D(r, t) = ρlivre (3.2)

∇× E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t) (3.3)

∇×H(r, t) = j +
∂

∂t
D(r, t). (3.4)



O campo elétrico (E(r, t)) e o campo magnético (B(r, t)) relacionam-se com o vetor

intensidade magnética (H(r, t)) e o vetor deslocamento (D(r, t)) da seguinte forma:

D(r, t) = ε0E(r, t) + P(r, t) (3.5)

B(r, t) = µ0H(r, t) + M(r, t) (3.6)

onde P(r, t) e M(r, t) são, respectivamente, a polarização e magnetização.

Assumindo, o caso em que todas as transições são do tipo dipolo elétrico e que

ρlivre = 0 = j, podemos dizer que os campos eletromagnéticos induzidos no meio são

causados pela radiação dos dipolos atômicos [7],

D(r, t) = ε0E(r, t) + P(r, t) (3.7)

B(r, t) = µ0H(r, t) (3.8)

consideramos que não há efeito de magnetização apreciáveis, de modo que M(r, t) é nulo.

Utilizando a identidade vetorial ∇× (∇×E) = ∇(∇·E)−∇2E) e a equação (3.3)

temos,

∇× (∇× E(r, t)) = ∇×
(
− ∂

∂t
B(r, t)

)
= − ∂

∂t
(∇×B(r, t)). (3.9)

Podemos substituir o campo magnético na equação acima por B = µ0H e em seguida

usar a equação (3.4) para chegar em,

∇× (∇× E(r, t)) = −µ0
∂

∂t

( ∂
∂t

D(r, t)
)
. (3.10)

Substituindo a equação (3.5) nesta equação

∇× (∇× E(r, t)) = −µ0
∂2

∂t2
(ε0E + P)

= −µ0ε0

(
∂2

∂t2
E +

1

ε0

∂2

∂t2
P

)

=

(
1

c2

∂2

∂t2
E +

1

c2ε0

∂2

∂t2
P

)

∇ · (∇E)−∇2E2 =

(
1

c2

∂2

∂t2
E +

1

c2ε0

∂2

∂t2
P

)
, (3.11)

onde c é a velocidade da luz que é dada por c = 1√
µ0ε0

. Sabemos das identidades vetoriais

que ∇ · (∇E) = 0 e assim

16



∇2E2 − 1

c2

∂2

∂t2
E =

1

c2ε0

∂2

∂t2
P. (3.12)

Esta equação mostra que a polarização cria um campo elétrico como resposta dos átomos

ao feixe de luz incidente, ou seja, a polarização representa a resultante macroscópica da

soma de todos os momentos de dipolo induzido na região onde ocorre a interação. Logo,

P = N〈d〉 (3.13)

onde N é a densidade de átomos na região de interação com o campo e 〈d〉 = −e〈r〉 é a

média dos momentos de dipolo elétrico individuais de cada átomo. Para se obter o valor

esperado da polarização, vamos usar o formalismo do operador matriz densidade e a partir

da equação (2.12) conclúımos,

P = Ntr(dρ). (3.14)

A polarização é a resposta dos átomos ao campo incidente, é nela que focaremos a

atenção , ou seja, é o observável que utilizaremos para obter grandezas f́ısicas que deverão

proporcionar as caracteŕısticas mais relevantes do sistema, como a susceptibilidade. Essa

polarização, por sua vez, estará relacionada com as coerências atômicas

3.2 Sistema de dois ńıveis

No sistema de dois ńıveis vamos estudar a interação de um campo eletromagné-

tico monocromático de frequência ω com um átomo de dois ńıveis. Esse problema será

importante para introduzir alguns conceitos que serão úteis em modelos mais complexos

abordados em seguida. Além disso, nossa discussão estará pautada em torno do processo

de relaxação existente.

Considerando um átomo de dois ńıveis, onde |a〉 representa o estado fundamental

e |b〉 o estado excitado, interagindo com um campo eletromagnético monocromático de

frequência ω, onde a dessintonia é expressa como ∆ = ω0 − ω e a taxa de decaimento

entre os ńıveis é representada por Γ, como mostra a figura 3.1.
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Figura 3.1: Átomo de dois ńıveis interagindo com um campo eletromagnético.

Vamos escrever o hamiltoniano livre (que não há interação) do sistema levando em

consideração que no ńıvel fundamental a energia é nula, assim temos que H0 = ~ω0|b〉〈b|.

Em seguida podemos escrever o hamiltoniano de interação átomo-campo da seguinte forma

Hint = −d · E. (3.15)

O momento de dipolo é escrito como d = −er e o campo eletromagnético de frequência

ω é dado por:

E(t) =
1

2
(Eeiωt + E∗e−iωt) (3.16)

onde E é a amplitude do campo.

Podemos reescrever o momento de dipolo, em termos dos seus elementos de matriz,

usando o operador identidade.

d = IdI

= (|a〉〈a|+ |b〉〈b|)d(|a〉〈a|+ |b〉〈b|)

= |a〉〈a|d|a〉〈a|+ |a〉〈a|d|b〉〈b|+ |b〉〈b|d|b〉〈b|+ |b〉〈b|d|a〉〈a|

d = daa|a〉〈a|+ dbb|b〉〈b|+ dab|a〉〈b|+ dba|b〉〈a| (3.17)

onde dij = 〈i|d|j〉.

O momento de dipolo d é um operador com paridade ı́mpar, então, para os estados

atômicos com paridade bem definida, todos os elementos diagonais são nulos, tal que,

〈a|d|a〉 = 〈b|d|b〉 = 0. Para um sistema de dois ńıveis é, necessário verificar que os
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estados tenham paridade bem definida. Assim, o momento de dipolo tem a seguinte

forma:

d = dab|a〉〈b|+ dba|b〉〈a|. (3.18)

Com todas essas informações podemos reescrever o hamiltoniano de interação ex-

plicitando os seus termos,

Hint = −(dab|a〉〈b|+ dba|b〉〈a|)
1

2
(Eeiωt + E∗e−iωt)

Hint = −dbaE

2
eiωt|b〉〈a| − dabE

2
eiωt|a〉〈b| − dbaE

∗

2
e−iωt|b〉〈a| − dabE

∗

2
e−iωt|a〉〈b| (3.19)

Vamos fazer uma aproximação a partir daqui, pois quando consideramos que o

campo oscila em torno da frequência de ressonância os termos cuja as frequências oscilam

rapidamente com ±(ω + ω0) são desprezados, pois estão fora da frequência de ressonân-

cia. Assim, o primeiro e quarto termo da equação (3.19) serão desprezados. Quando

desprezamos termos não ressonantes do hamiltoniano de interação, estamos fazendo uma

aproximação de onda girante (R.W.A. - Rotating Wave Approximation). Essa aproxima-

ção nos leva ao hamiltoniano de interação reduzido com a forma:

Hint = ~Ωeiωt|a〉〈b|+ ~Ω∗e−iωt|b〉〈a|, (3.20)

onde Ω = −dabE/2~ e Ω∗ = −dabE
∗/2~, o termo Ω é conhecido como frequência de Rabi.

Podemos agora escrever o hamiltoniano total,

H = ~ω0|b〉〈b|+ ~Ωeiωt|a〉〈b|+ ~Ω∗e−iωt|b〉〈a|. (3.21)

Vamos considerar que a população se conserva (sistema é fechado) para escrever

as equações de Bloch das populações ρii e das coerências ρij. Vamos utilizar a equação

(2.14) para escrever uma relação e determinar as equações de Bloch; sabendo que ρ̇ij =

〈i|[H, ρ]|j〉 temos,

ρ̇ij = −i{ω0〈i||b〉〈b|ρ|j〉+ Ωeiωt〈i||a〉〈b|ρ|j〉+ Ω∗e−iωt〈i||b〉〈a|ρ|j〉

−ω0〈i|ρ|b〉〈b|j〉 − Ωeiωt〈i|ρ|a〉〈b|j〉 − Ω∗e−iωt〈i|ρ|b〉〈a|j〉}. (3.22)

19



A partir da relação estabelecida na equação (3.22), vamos atribuir os posśıveis valo-

res de i e j e adicionar fenomenologicamente, como foi citado no final da seção 2.2, o termo

de relaxação para finalmente determinar as equações para as populações e coerências.

• Quando i = j = a temos,

ρ̇aa = −iΩeiωtρba + iΩ∗e−iωtρab + Γρbb (3.23)

• Quando i = j = b temos,

ρ̇bb = −iΩ∗e−iωtρab + iΩeiωtρba − Γρbb. (3.24)

• Quando i 6= j e i = a, j = b,

ρ̇ab = iω0ρab + iΩ(ρaa − ρbb)eiωt −
Γ

2
ρab. (3.25)

• Para encontrar ρ̇ba basta escrever o conjugado hermitiano de ρ̇ab,

ρ̇ba = −iω0ρba − iΩ∗(ρaa − ρbb)e−iωt −
Γ

2
ρba. (3.26)

As duas primeiras equações (3.23) e (3.24) são as equações de Bloch para as popu-

lações onde, Γ representa a taxa de decaimento populacional e os sinais positivo e negativo

mostra a direção deste decaimento. Ou seja,

∂ρaa
∂t

∣∣∣∣
rel

= Γσbb

∂ρbb
∂t

∣∣∣∣
rel

= −Γσbb,

e as equações (3.25) e (3.26) são as equações de Bloch para as coerências, onde Γ/2

representa a taxa de decaimento devido a interferência entre os estados. Portanto,

∂ρab
∂t

∣∣∣∣
rel

= −Γ

2
σab

∂ρba
∂t

∣∣∣∣
rel

= −Γ

2
σba.
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Fazendo uma mudança de variáveis, por outras denominadas variáveis lentas, pois

σ depende do tempo de forma mais lento do que o fator exponencial, podemos reescrever

as equações de Bloch. Substituindo nas equações as variáveis,

ρii = σii (3.27)

ρab = σabe
iωt (3.28)

ρba = σbae
−iωt (3.29)

obtemos as novas equações,

σ̇aa = −iΩσba + iΩ∗σab + Γσbb (3.30)

σ̇bb = −iΩ∗σab + iΩσba − Γσbb (3.31)

σ̇ab = i∆σab + iΩ(σaa − σbb)−
Γ

2
σab (3.32)

σ̇ab = −i∆σba − iΩ(σaa − σbb)−
Γ

2
σba (3.33)

onde ∆ é a dissintonia dado por ∆ = ω0 − ω.

Para encontrar a coerência σab vamos procurar por soluções no estado estacionário,

ou seja, σ̇ij = 0 e juntamente com a condição de normalização ρaa + ρbb = 1 resolver o

seguinte sistema:

−iΩσba + iΩ∗σab + Γσbb = 0 (3.34)

−iΩ∗σab + iΩσba − Γσbb = 0 (3.35)

i∆σab + iΩ(σaa − σbb)−
Γ

2
σab = 0 (3.36)

−i∆σba − iΩ∗(σaa − σbb)−
Γ

2
σba = 0. (3.37)

Usando as equações (3.36), (3.37) e a condição de normalização podemos explicitar

σab e σba como:

σab = Ω
(2σbb − 1)

(∆ + iΓ/2)
(3.38)

σba = Ω∗
(2σbb − 1)

(∆− iΓ/2)
. (3.39)
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Substituindo as equações (3.38) e (3.39) na equação (3.35), vamos conseguir expli-

citar a população σbb, ou seja,

− i|Ω|2 (2σbb − 1)

(∆− iΓ/2)
+ i|Ω|2 (2σbb − 1)

(∆ + iΓ/2)
+ Γσbb = 0

i|Ω|2
[

∆ + iΓ/2−∆ + iΓ/2

(∆− iΓ/2)(∆ + iΓ/2)

]
+ 2i|Ω|2

[
−∆− iΓ/2 + ∆− iΓ/2
(∆− iΓ/2)(∆ + iΓ/2)

]
σbb + Γσbb = 0

−2|Ω|2(Γ/2)

(∆− iΓ/2)(∆ + iΓ/2)
+

[4|Ω|2(Γ/2) + Γ(∆− iΓ/2)(∆ + iΓ/2)]

(∆− iΓ/2)(∆ + iΓ/2)
σbb = 0

σbb =
2|Ω|2(Γ/2)

4|Ω|2(Γ/2) + Γ[∆2 + (Γ/2)2]
=

2|Ω|2(Γ/2)

(Γ/2)[4|Ω|2 + 2∆2 + 2(Γ/2)2]

σbb =
2|Ω|2

4|Ω|2 + 2∆2 + 2(Γ/2)2
. (3.40)

Agora substituindo a equação (3.40) em (3.38), vamos finalmente obter a coerência σab

tal como,

σab = −Ω

[
1− 4|Ω|2

4|Ω|2+2∆2+2(Γ/2)2

]
∆ + iΓ/2

σab = −Ω
[4|Ω|2 + 2[∆2 + (Γ/2)2]− 4|Ω|]

[4|Ω|2 + 2∆2 + 2(Γ/2)2](∆ + iΓ/2)

σab = −Ω
2(∆ + iΓ/2)(∆− iΓ/2)

2(∆ + iΓ/2)
[
∆2 + Γ2

4
+ 2|Ω|2

]
σab = −Ω

(∆− iΓ/2)[
∆2 + Γ2

4
+ 2|Ω|2

] (3.41)

observe que [∆2 + (Γ/2)2] = (∆ + iΓ/2)(∆− iΓ/2).
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Anteriormente, vimos que a interação do campo com o átomo gera uma polarização,

que via formalismo do operador densidade pode ser escrito, da seguinte forma:

P = Ntr(dρ)

P = N
∑
j

〈ψj|ρd|ψj〉

P = N
∑
j

∑
k

〈ψj|ρ|ψk〉〈ψk|d|ψj〉

P = N
∑
jk

djkρjk

P = Nd(ρab + ρba) (3.42)

onde d = djk, pois djk = e(rjk) e r é a distância entre os polos, ou seja, rjk = rkj.

Substituindo as variáveis lenta ρab = σabe
iωt e ρba = σbae

−iωt na equação (3.42),

P = Nd(σabe
iωt + σbae

−iωt)

P = Nd[σab(cos(ωt) + isen(ωt)) + σba(cos(ωt)− isen(ωt))]

P = Nd[σabcos(ωt) + iσabsen(ωt) + σbacos(ωt)− iσbasen(ωt)]

P = Nd[(σab + σba)cos(ωt)− i(σba − σab)sen(ωt)]. (3.43)

Quando o campo encontra-se a baixa intensidade, a polarização gerada da interação com

o átomo, pode ser descrita como uma função linear do campo.

P(r, t) = ε0χE(r, t) (3.44)

onde ε0 é a constante dielétrica do vácuo e χ = χ′+iχ′′ é uma função complexa denominada

susceptibilidade óptica linear. A parte imaginária desta função χ′′ descreve a absorção

ocorrente no meio, enquanto a parte real χ′ está associada à dispersão. Vamos redefinir a

equação (3.42) do seguinte modo:

P = Nd[χ′ cos(ωt)− χ′′ sin(ωt)]. (3.45)

Através da equação (3.45) podemos dizer que χ′ é a componente que oscila em fase com o

campo incidente, logo não dissipa energia, enquanto χ′′ é a componente responsável pela

absorção, pois está em quadratura com o campo. Portanto, a absorção está vinculada

a parte imaginária, χ′′, da susceptibilidade, ao mesmo tempo que a parte real χ′ estar

23



vinculada à dispersão, exatamente como citado anteriormente, quando introduzimos a

susceptibilidade óptica linear. Vamos mostrar que isso é verdade encontrando os valores

de χ′ e χ′′, mas para isso assumimos que Ω = Ω∗ o que não torna o problema menos geral.

Assim temos que a componente de dispersão tem a seguinte forma,

χ
′

= (σab + σba)

χ
′

= Ω

[
− (∆− iΓ/2)

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2
− (∆ + iΓ/2)

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2

]

χ
′

= Ω

[
−2∆

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2

]

χ
′

= −2∆

[
Ω

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2

]
χ
′

= −2∆L(∆) (3.46)

e a componente de absorção é dada por,

χ
′′

= i(σba − σab)

χ
′′

= iΩ

[
− (∆ + iΓ/2)

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2
+

(∆− iΓ/2)

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2

]

χ
′′

= iΩ

[
−i2Γ/2

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2

]

χ
′′

= Γ

[
Ω

∆2 + Γ2/4 + 2|Ω|2

]
χ
′′

= ΓL(∆) (3.47)

onde L(∆) = Ω

∆2+ Γ2

4
+2|Ω|2

é a curva Lorentziana de largura ∆ω = 2

√(
Γ
2

)2

+ 2Ω2. Note

que para campo muito fraco a largura é, ∆ω = Γ.

Portanto, a susceptibilidade é a função na qual estamos interessados, a fim de

obtermos informações a respeito da interação do sistema com a radiação incidente. Sob a

perspectiva do processo de relaxação, a componente da susceptibilidade que nos interessa

é a parte imaginária, ou seja, a componente responsável pela absorção (χ′′ = ΓL(∆)):

χ
′′

=
ΓΩ

∆2 + Γ2

4
+ 2|Ω|2

. (3.48)

Vamos normalizar a absorção por Γ e assim obtemos,

χ
′′

=
4Ω/Γ

1 +
(

2∆
Γ

)2

+ 8
(
|Ω|
Γ

)2 . (3.49)
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Do ponto de vista da taxa de relaxação Γ (relacionada ao tempo de vida), o sistema

de dois ńıveis, interagindo com um campo eletromagnético aplicado externamente, é um

dos mais simples posśıveis. No entanto, com o objetivo de relacionar esta seção com

a que virá adiante (EIT), vamos introduzir uma taxa de relaxação relacionada com a

decoerência entre os estados “a” e “b”. Na prática, os mecanismos relacionados à esta taxa

estão intimamente relacionados à densidade e/ou temperatura absoluta que o sistema se

encontra, podendo, então, esta ser maior do que a Γ (decaimento natural).

Explicitamente, a taxa γ pode estar relacionada, por exemplo, à colisões do átomo

de dois ńıveis com a parede da célula que o limita espacialmente. Adicionando este termo

obteremos assim as equações,

σ̇aa = −iΩσba + iΩ∗σab + Γσbb (3.50)

σ̇bb = −iΩ∗σab + iΩσba − Γσbb (3.51)

σ̇ab = i

[
∆ + i

(Γ

2
+ γ
)]
σab + iΩ(σaa − σbb) (3.52)

σ̇ab = −i

[
∆− i

(Γ

2
+ γ
)]
σab − iΩ(σaa − σbb). (3.53)

Para resolver esse sistema vamos procurar soluções no estado estacionário σ̇ij = 0,

levar em conta que a população se conserva ρaa +ρbb = 1 e trabalhar de forma semelhante

ao que foi feito anteriormente para encontrar a coerência σab. Logo, vamos conseguir

encontrar a equação,

σab =
−Ω[∆− i(Γ/2 + γ)]

∆2 +
(

Γ
2

+ γ
)2

+ 4Ω2

Γ

(
Γ
2

+ γ
) . (3.54)

Com o valor da coerência em mãos, podemos agora procurar a componente da

susceptibilidade que representa a absorção. Para isso basta proceder de forma análoga ao

que foi feito anteriormente de modo que alcance

χ
′′

=
4(1 + 2γ/Γ)Ω

Γ

1 + 4γ
Γ

(
1 + γ

Γ

)
+ 8Ω2

Γ2

(
1 + 2γ

Γ

)
+
(

2∆
Γ

)2 , (3.55)

onde está normalizada por Γ.

Como dito anteriormente, o objetivo deste caṕıtulo é introduzir e resumir alguns

resultados simples que apresentem mecanismos de alargamento devido a processos de
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relaxação. Inicialmente, vamos mostrar a figura 3.3 para discutir uma caracteŕıstica que

não está ligada a tais processos, mas importante em sistemas quânticos de dois ńıveis

interagindo com campo externo.

A figura 3.3 mostra a parte imaginária da susceptibilidade em função da dessin-

tonia do campo aplicado externamente (como dito antes, a absorção é proporcional à

parte imaginária da susceptibilidade) para três valores distintos da frequência de Rabi (a

intensidade experimental é proporcional ao quadrado da frequência de Rabi).

Como podemos observar, a curva apresenta um pico em ∆ = 0, caracterizando a

ressonância atômica (máxima absorção). Além disto, um aspecto interessante é a maior

largura à meia altura para curvas com maiores valor da frequência de Rabi. Este tipo

de comportamento é conhecido com ”alargamento por potência”e, como é evidente, ele

acompanha, inclusive, uma diminuição na absorção. Esta diminuição é um efeito de

saturação no sistema atômico.

Figura 3.2: Curva de absorção destacando o comportamento de alargamento por potência.

Finalmente, após essa breve discussão sobre o alargamento por potência, vamos

estudar o comportamento baseado na equação (3.55); isto nos auxiliará no entendimento

da revisão e do trabalho.

Para trabalhar com um sistema real é preciso adicionar o termo de relaxação refe-

rente à emissão espontânea, mas esse termo diz respeito a uma caracteŕıstica natural de

cada átomo. Podemos considerar um termo aditivo, γ, que é responsável pela perda de

coerência (ou decoerência) relativa entre os dipolos induzidos nos átomos pela luz inci-
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dente, devido principalmente às colisões interatômicas. Este não é um termo de relaxação

caracteŕıstico do sistema, o que possibilita a sua variação e assim permiti a observação

em diferentes situações. Logo, para deixar nosso modelo mais reaĺıstico e para podermos

investigar o fenômeno de relaxação, vamos discutir como é o comportamento da absorção

(ainda em função da dessintonia) quando o sistema apresenta uma taxa γ.

Na figura 3.3, assumimos valores bem distintos para a taxa γ, o que nos permite

concluir que a largura cresce com o aumento de γ uma vez que este aumento representa

o crescimento da decoerência, resultando assim em um decréscimo na população, o que

representa o decĺınio da absorção.

Figura 3.3: Curva de absorção para um termo de relaxação aditivo γ.

Neste sistema de dois ńıveis introduzimos de forma detalhada propriedades que

serão omitidas no modelo a seguir e vimos que a decoerência está intimamente ligada ao

processo de relaxação existente.

3.3 Sistema de três ńıveis - EIT

Ao preparar um sistema atômico numa superposição coerente de estados, sob certas

condições, é posśıvel eliminar a emissão de fluorescência. Aplicando dois feixes de laser,

simultaneamente no meio atômico espećıfico, podemos manipular essa configuração de

forma a adquirir condições apropriadas para que seja posśıvel eliminar a absorção de um

dos feixes. Este é o efeito chamado de Transparência Eletromagneticamente Induzida,

mais conhecido pela sigla EIT (Electromagnetically Induced Transparency) [16].
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Nesta seção analisaremos o fenômeno de EIT por meio do modelo teórico de três

ńıveis, na configuração Λ. Aqui não detalharemos os cálculos, como feito na seção an-

terior com o modelo de dois ńıveis, o nosso objetivo é explicar como funciona o modelo

analisado e através da curva de absorção, apresentar e discutir resultados. Como feito

anteriormente, vamos variar um termo que representa a decoerência no sistema e verificar

o comportamento da absorção. Descreveremos a ressonância de EIT alargada homoge-

neamente1 onde os principais mecanismos envolvidos neste processo de alargamento do

espectro são os de decaimento populacional relacionados ao tempo de vida do estado

excitado e a intensidade do feixe de bombeamento Ω.

Figura 3.4: Átomo de três ńıveis interagindo com dois campos eletromagnéticos numa configuração do

tipo Λ.

Um sistema de três ńıveis numa configuração Λ, na qual é acoplado dois campos

eletromagnéticos idênticos ao usado no sistema de dois ńıveis, com frequência ω1 e ω2

respectivamente, de modo que a população do sistema é conservada, de acordo com a

figura 3.4. O estado excitado é dado pelo estado |a〉 e os estados |b〉 e |c〉 são os estados

fundamentais do sistema. A interação é a mesma vista na seção anterior, neste caso, um

átomo interage com o feixe de sonda com frequência de Rabi α, acoplado aos estados

|a〉 ↔ |b〉, e com feixe de bombeamento com frequência de Rabi Ω acoplado aos estados

|a〉 ↔ |c〉, cuja as transições são apenas do tipo dipolo elétrico, mas entre os estados

fundamentais não estão acoplados por essa transição.

O feixe de bombeamento tem dessintonia ∆ab = ωab − ω1 e o feixe sonda tem

dessintonia ∆ac = ωac − ω2, onde ωab e ωac são frequências das transições |a〉 ↔ |b〉 e

1Homogeneamente no sentido que os átomos são indistingúıveis e de mesma energia.
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|a〉 ↔ |c〉 respectivamente. O estado excitado decai com uma taxa γ2 entre |a〉 ↔ |c〉

e uma taxa γ1 entre |a〉 ↔ |b〉, mas considerando que os estados |b〉 e |c〉 são muitos

próximos, podemos dizer que as taxas γ1 e γ2 são iguais e portanto Γ = γ1 = γ2 (também

relacionada ao tempo de vida), já a taxa de decaimento da coerência (ou decoerência)

entre os estados fundamentais é representada por γbc

A mensuração do sinal de EIT é feita sobre a quantidade de energia absorvida

pelo feixe de sonda α, e indiretamente na coerência induzida nos ńıveis atômicos |a〉 e

|b〉. O feixe de sonda tem uma baixa intensidade, assim temos a vantagem de poder des-

prezar efeitos não-lineares, quando escolhemos este feixe para verificar a absorção. Assim

como no sistema de dois ńıveis, o observável f́ısico envolvido no processo é a susceptibili-

dade, logo podemos obter a absorção analisado a sua parte imaginária. Mas para definir

a susceptibilidade, é necessário determinar a coerência induzida pelos feixes de sonda e

bombeamento, de forma semelhante ao sistema de dois ńıveis. A solução das equações de

Bloch em regime estacionário permite determinar a coerência através de métodos pertur-

bativos. Com isso, temos que a coerência no estado estacionário é dado por:

σ
(1)
ab =

iαΓcb
ΓcbΓab + Ω2

(3.56)

onde σ
(1)
ab está na primeira ordem de pertubação, Γab = Γ + i∆ab e Γcb = γbc + i∆bc.

A equação (3.44) é uma função linear que representa a polarização gerada da

interação do átomo o campo a baixa intensidade. Reescrevendo essa equação para o feixe

de sonda obtemos,

Pα = Ndabσ
(1)
ab = ε0χE. (3.57)

onde N é a densidade de átomos na região, dab o momento de dipolo induzido, ε0 é a

constante de permissividade do vácuo, χ é a susceptibilidade e E o campo eletromagnético.

Podemos agora expressar a susceptibilidade em termos da coerência a partir da equação

(3.57), como σab = ε0χE
Ndab

e também definir a frequência de Rabi α = dabE
~ . Substituindo

essas informações na equação (3.56) temos,

χ =
iηΓcb

ΓcbΓab + Ω2
(3.58)

onde η =
Nd2

ab

ε0~ é constante.
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Os ńıveis mais baixos de energia são bem próximos, no sentido que podemos con-

siderar que possuem a mesma energia, ou seja, são degenerados. Portanto, podemos

expressar as frequências naturais como ωac = ωab = ω2, desta forma as dessintonias po-

dem ser escrita em torno de um termo geral, relativa à diferença entre os feixes. Definindo

∆ ≡ ω2 − ω1 temos,

∆ab = ω2 − ω1 = ∆ (3.59)

∆ac = ω2 − ω2 = 0 (3.60)

∆ab = (ω2 − ω1)− 0 = ∆ (3.61)

Podemos agora reescrever a equação (3.58) como:

χ =
iη(γbc + i∆)

(γbc + i∆)(Γ + i∆) + Ω2
. (3.62)

Da seção anterior sabemos que a parte real da susceptibilidade representa à disper-

são do sistema, e a parte imaginária a absorção. Para determinar a parte imaginária, χ′′,

que é o nosso interesse aqui, basta multiplicar e dividir a equação (3.62) pelo conjugado

do seu denominador

χ′′ =
η[∆2Γ + γbc(Ω

2 + γbcΓ)]

∆2(γbc + Γ)2 + (∆2 − γbcΓ− Ω2)2
. (3.63)

Normalizando a absorção por Γ temos que,

χ′′ =
η
[
∆2 + γbc(

Ω2

Γ
+ γbc)

]
[

∆4

Γ
+ ∆2

Γ
(γ2
bc − 2Ω2 + Γ2) + γbcΓ + Ω2

Γ
(2γbcΓ + Ω2)

] . (3.64)

Como feito anteriormente para o sistema de dois ńıveis, vamos plotar as curvas

de absorção em função da dissintonia ∆. Vamos plotar as curvas variando a decoerência

entre os estados fundamentais.

Analisando a figura 3.5, observamos o efeito da taxa de decaimento γbc entre os

estados |b〉 e |c〉. Quando essa taxa, γbc, tem um valor pequeno, temos um forte efeito

de transparência, chegando a ser praticamente por completo, na ressonância se γbc é

bastante reduzido; no entanto, o bombeamento óptico se torna mais acentuado. Conforme

a taxa γbc vai aumentando, a transparência diminui, pois para γ elevado, a decoerência

diminui “destruindo” rapidamente o estado escuro, o que limita a transparência obtida
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Figura 3.5: Curva de absorção para EIT

na ressonância, uma vez que este efeito é resultado do bombeamento dos átomos para

um estado escuro, que é uma superposição coerente dos estados |b〉 e |c〉. Esse estado é

transparente ao campo de radiação e, por esse motivo, é denominado Estado Escuro.

Analisando estes dois últimos sistemas simples, podemos ter uma ideia do papel

de termos relacionados à relaxação, sejam eles de decaimento natural do estado excitado

ou correspondente à superposição quântica.

Para continuarmos, portanto, nossa revisão sobre tais processos, vamos estudar o

MJC ideal (sem termos de relaxação) e, posteriormente, um modelo mais reaĺıstico. Isto

será importante para correlacionarmos com nosso estudo via TFD.

3.4 Modelo de Jaynes-Cummings

Os modelos vistos até aqui, sistema de dois e três ńıveis, descrevem a intera-

ção semi-clássica entre o átomo e o campo eletromagnético, onde o átomo recebe um

tratamento quântico, enquanto o campo um tratamento clássico. O modelo de Jaynes-

Cummings (MJC) descreve a interação átomo-campo num regime completamente quân-

tico, ou seja, o campo eletromagnético é quantizado.

O MJC descreve a interação entre um modo de campo eletromagnético quantizado

e um átomo de dois ńıveis, ressonante ou quase-ressonante com o modo do campo. Este

é o modelo mais simples que descreve a interação de dois sistemas quânticos: campo (um

oscilador harmônico) acoplado ao átomo (um sistema de dois ńıveis).
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Definindo os auto-estados de energia excitado |e〉 com energia 1
2
~ωa e fundamental

|f〉 com energia −1
2
~ωa, podemos escrever o hamiltoniano para o átomo da seguinte forma,

Ha = Ef |f〉〈f |+ Ee|e〉〈e| (3.65)

onde Ef e Ee é a energia no estado fundamental e excitado respectivamente. O hamilto-

niano do campo eletromagnético quantizado é dado por,

Hc =
∑
k

~ωk
(
a†kak +

1

2

)
. (3.66)

Podemos olhar apenas para um modo do campo de modo que, um dado vetor de base

definido pelo operado a†kak, em que {|n〉}∞n=0 é denominado base de Fock, é interpretado

como um estado onde o campo possui n excitações, ou fótons, e os operadores a†k e ak são,

respectivamente, os operadores criação e aniquilação. O operador a†kak é então chamado

de operador número, pois corresponde ao observável número de fótons do modo. Então,

o hamiltoniano de um único modo do campo eletromagnético pode ser escrito como,

Hc = ~ωca†a (3.67)

onde ωc é a frequência referente ao campo.

O hamiltoniano de interação entre o átomo e o campo é escrita pela aproximação

de dipolo,

Hi = −D · E (3.68)

lembrando que D e E são os vetores momento de dipolo elétrico do átomo e campo elétrico,

respectivamente. O campo elétrico quantizado de interesse pode ser escrito como [12]:

E(z, t) =

(
~ωc
V ε0

) 1
2

(a+ a†)sen(kz). (3.69)

Devemos transformar os vetores em operadores para estabelecer uma conexão com

a mecânica quântica. Podemos representar o operador D na base do hamiltoniano do

átomo,

D =
∑
n

∑
m

|n〉〈n|D|m〉〈m|. (3.70)
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As transições permitidas entre o estado fundamental e o estado excitado podem

ser obtidas calculando a matriz de transição de dipolo elétrico. Logo, 〈n|D|m〉 = 0 para

n = m por simetria. Além disso,

de,f = 〈n|D · ε̂|m〉 = 〈m|D · ε̂|n〉 = df,e, (3.71)

ou seja, de,f é um vetor com coordenadas reais e, por simplicidade, de,f = df,e = d. Então,

na base dos estados atômicos, D tem a seguinte representação:

D = d(|e〉〈f |+ |f〉〈e|). (3.72)

Os operadores de transição atômica, responsáveis por levar o átomo do estado

fundamental ao excitado, e de forma inversa, do estado excitado ao fundamental, são

respectivamente

σ+ = |e〉〈f |, (3.73)

σ− = |f〉〈e|, (3.74)

σz = [σ+, σ−], (3.75)

onde σz é o operador inversão de população.

Finalmente, podemos reescrever o operador momento de dipolo da seguinte forma:

D = d(σ+ + σ−). (3.76)

Assim, o hamiltoniano de interação fica

Hi = −
[
d(σ+ + σ−)

]
·

[(
~ωc
V ε0

) 1
2

(a+ a†)sen(kz)

]

Hi =

[
− d

(
~ωc
V ε0

) 1
2

sen(kz)

]
(σ+ + σ−) · (a+ a†)

Hi = λ~(σ+ + σ−)(a+ a†)

Hi = λ~(σ+a+ σ−a
† + σ+a

† + σ−a, ) (3.77)

onde λ =
[
− d

(
~ωc
V ε0

) 1
2
sen(kz)

]
/~. O primeiro termo desse Hamiltoniano descreve o

processo onde o átomo é excitado e o campo perde um fóton, e o segundo termo, o processo

inverso, o átomo decai para o estado fundamental e o campo ganha um fóton; juntos, esses

dois processos são conservativos. O terceiro termo leva o átomo para o estado excitado e
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o campo ganha um fóton, e o quarto termo leva o átomo para o estado fundamental e o

campo perde um fóton; esses dois processos não são conservativos. Este comportamento

está associado às oscilações para uma situação próximo da ressonância. Os dois primeiros

termos do hamiltoniano de interação, Hi, evoluem de maneira proporcional a e±i(ωa−ωc),

enquanto os dois últimos evoluem segundo e±i(ωa+ωc). Quando ωc ≈ ωa, ou seja, próximo

da ressonância, os dois últimos termos oscilarão mais rapidamente do que os dois primeiros,

contribuindo de forma insignificante e assim podendo ser desprezados. Essa aproximação

já foi vista neste caṕıtulo e é conhecida por aproximação de onda girante. Portanto, o

hamiltoniano de Jaynes-Cummings tem a seguinte forma:

H =
~ωa
2
σz + ~ωca†a+ λ~(σ+a+ σ−a

†). (3.78)

3.4.1 Dinâmica quântica

Introduzindo o conceito de quadro de Interação (ou de Dirac) temos que dividir o

hamiltoniano H em duas componentes

H = H0 +Hi, (3.79)

onde H0 é definido pela soma entre H0 = Ha +Hc e representa o hamiltoniano livre

H0 =
~ωa
2
σz + ~ωca†a, (3.80)

enquanto Hi representa o hamiltoniano de interação visto anteriormente. Portanto, na

representação de Schröedinger podemos escrever a seguinte equação,

i~
∂

∂t
|Ψ〉 = (H0 +Hi)|Ψ〉. (3.81)

Podemos escrever a equação (3.81) na representação de interação através da trans-

formação unitária,

|Ψ̃〉 = e
iH0t

~ |Ψ〉. (3.82)

Assim, a dinâmica do sistema será regida pela equação

i~
∂

∂t
|Ψ̃〉 = H̃i|Ψ̃〉, (3.83)

onde H̃i = e
iH0t

~ Hie
− iH0t

~ .
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Fazendo uso do Lema de Baker-Hausdorff que tem a forma

eλABe−λA = B+λ[A,B]+
λ2

2!
[A, [A,B]]+ · · ·+ λn

n!
[A, [A, [A, · · · [A,B]]] · · · ]+ · · · , (3.84)

e com o uso das relações de comutação que são satisfeitos pelos operadores H0 e Hi[
σz, σ+

]
= σzσ+ − σ+σz = 2σ+ (3.85)[

σz, σ−
]

= σzσ− − σ−σz = −2σ− (3.86)[
a†a, a†

]
= a†[a, a] + [a†, a]a = −a (3.87)[

a†a, a
]

= a†[a, a†] + [a†, a†]a = a†, (3.88)

podemos reescrever H̃i como:

H̃i = λ~(σ+ae
i∆t + σ−a

†e−i∆t). (3.89)

O hamiltoniano de Jaynes-Cummings pode ser facilmente expresso pelo conjunto

dos estados do átomo e dos estados de Fock do campo, uma vez que, o conjunto de

autoestados de H0, {|e, n〉, |f, n〉}, forma uma base completa para o espaço gerado por

Átomo⊗Campo. Podemos escrever o estado do sistema como uma combinação linear

desses:

|Ψ̃〉 =
∞∑
n=0

ce,n(t)|e, n〉+ cf,n(t)|f, n〉, (3.90)

onde ce,n e cf,n são as amplitudes de probabilidade.

Substituindo as equações (3.89) e (3.90) na equação Schröedinger, equação (3.83),

temos:

i~
∞∑
n=0

ċe,n(t)|e, n〉+ ċf,n(t)|f, n〉 = λ~
∞∑
n=0

(σ+ae
i∆t + σ−a

†e−i∆t)(ce,n(t)|e, n〉+ cf,n(t)|f, n〉)

i~
∞∑
n=0

ċe,n(t)|e, n〉+ċf,n(t)|f, n〉 = λ~
∞∑
n=0

cf,n(t)
√
nei∆t|e, n−1〉+ce,n(t)

√
n+ 1e−i∆t|f, n+1〉.

(3.91)

O hamiltoniano de interação somente realiza transição de estado |e, n〉 para o estado

|f, n + 1〉 e de forma oposta, podemos considerar apenas a evolução das amplitudes de

probabilidade ce,n e cf,n+1 [30]. Portanto, a equação (3.91) fica

ċe,n(t)|e, n〉+ ċf,n+1(t)|f, n+ 1〉 = −iλ
√
n+ 1(cf,n+1(t)ei∆t|e, n〉+ ce,n(t)e−i∆t|f, n+ 1〉.

(3.92)
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Projetando a equação (3.92) acima em 〈f, n′ + 1| e 〈e, n′|, obtemos um sistema de

equações acopladas:

ċf,n+1(t) = −iλ
√
n+ 1e−i∆tce,n(t) (3.93)

ċe,n(t) = −iλ
√
n+ 1ei∆tcf,n+1(t). (3.94)

Existem algumas formas de resolver esse sistema, por exemplo, substituir a equação

(3.94) na equação (3.93), um vez que ċf,n+1(t) = ∂
∂t

(
cf,n+1(t)

)
, encontrando a equação

diferencial de segunda ordem,

c̈e,n(t)− i∆ċe,n(t) + λ2(n+ 1)cn,e(t) = 0. (3.95)

A solução desta equação diferencial tem a forma exponencial tal como,

ce,n = eiβt (3.96)

ċe,n = iβeiβt (3.97)

c̈e,n = −β2eiβt. (3.98)

Substituindo este conjunto de soluções na equação (3.95) encontramos,

β =
∆±

√
∆2 + 4λ2(n+ 1)

2
=

1

2
(∆± Ωn) (3.99)

onde Ωn =
√

∆2 + 4λ2(n+ 1) é a frequência de Rabi que depende do número de fótons.

Notem que este modelo já revela o aspecto quântico não intuitivo, pois o sistema oscila

com Ωn mesmo com n = 0 (vácuo), diferente do caso clássico, que Ω é identicamente nulo

se estivermos no vácuo.

A solução para ce,n será a combinação linear das duas soluções de β, ou seja,

ce,n = Aeiβ+t +Beiβ−t. (3.100)

Para encontrar as constantes A e B vamos usar as condições iniciais, que nos leva ao estado

estacionário, onde, ce,n = cn(0) e cf,n+1 = 0, no qual cn(0) corresponde a amplitude do

estado inicial do campo eletromagnético. Assim, os valores de A e B são
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A =
cn(0)

2

(
1− ∆

Ωn

)
(3.101)

B =
cn(0)

2

(
1 +

∆

Ωn

)
. (3.102)

A solução do coeficiente ce,n(t) é finalmente dada como

ce,n(t) = cn(0)

[
cos

(
Ωn

2
t

)
− i∆

Ωn

sen

(
Ωn

2
t

)]
ei

∆
2
t, (3.103)

de forma análoga o coeficiente cf,n+1 pode ser encontrado usando a condição inicial, dada

mais acima, cf,n+1 = 0. Assim,

cf,n+1(t) = −cn(0)

[
2iλ
√
n+ 1

Ωn

sen

(
Ωn

2
t

)]
ei

∆
2
t. (3.104)

Substituindo as equações (3.103) e (3.104) na equação (3.90) vamos obter o estado

para o sistema. Lembrando que estamos considerando apenas a evolução das amplitudes

de probabilidade ce,n e cf,n+1, temos que o estado do sistema é da forma

|Ψ̃〉 = ei
∆
2
t

∞∑
n=0

cn(0)
{[
cos
(Ωn

2
t
)
− i∆

Ωn

sen
(Ωn

2
t
)]
|e, n〉−

[2iλ
√
n+ 1

Ωn

sen
(Ωn

2
t
)]
|f, n+1〉

}
.

(3.105)

Considerando um estado inicial |Ψ̃(0)〉, em que o estado coerente do campo |α〉, interage

com o átomo de maneira ressonante (∆ = 0) temos, cn(0) = e
|α|2

2
an√
n!

. Logo,

|Ψ̃〉 = e
|α|2

2

∞∑
n=0

an√
n!

[
cos(λ

√
n+ 1t)|e, n〉 − isen(λ

√
n+ 1t)|f, n+ 1〉

]
. (3.106)

Podemos agora calcular a inversão de população, W (t), que dá a diferença entre

as probabilidades de encontrar o átomo nos estados excitado e fundamental,

W (t) = 〈σz〉 = 〈Ψ̃|σz|Ψ̃〉

= e−|α
2|
∞∑
n=0

α2n

n!
cos(2λ

√
n+ 1t). (3.107)

Chamando n̄ = |α|2 de número médio de fótons do campo, temos então que

W (t) = e−n̄
∞∑
n=0

n̄n

n!
cos(2λt

√
n+ 1). (3.108)
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Figura 3.6: Inversão de população para n̄ = 40.

A figura 3.6 representa a curva de inversão de população, pelo qual é posśıvel

observar o fenômeno conhecido como colapsos e ressurgimentos. Este fenômeno advém

da interação de um átomo com o estado coerente do campo da luz, devido à defasagem,

provocada pela diferença de frequência entre cada um dos n fótons que formam o estado

coerente. A inversão de população é composta pela superposição das oscilações geradas

pela interação do átomo com cada estado de Fock, o que provoca uma incomensurabilidade

das frequências de oscilações de cada termo da série.

Logo que o sistema passa a interagir, a probabilidade de se encontrar o átomo no

estado fundamental ou excitado é maior, mas após um determinado peŕıodo de tempo, a

coerência quântica colapsa, reduzindo a zero o valor da inversão de população. No entanto,

após um certo peŕıodo de tempo, os termos da série voltam a se encontrar quase em fase

novamente e a coerência quântica ressurge de forma espontânea, mas parcialmente.

3.4.2 Inversão de população para o caso dissipativo

Na seção anterior não consideramos a ação do ambiente, que é uma boa aproxi-

mação quando a cavidade tem um fator de qualidade elevado. No entanto, experimen-

talmente, um fator de qualidade elevado ao ponto de ser posśıvel desprezar a ação do

ambiente não é plauśıvel, mas podemos ignorar outros tipos de relaxação envolvidas, tal

como, o decaimento espontâneo do átomo. Portanto, para um modelo reaĺıstico a dissi-

pação do campo na cavidade, devido a interação com o ambiente, deve ser considerado.
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Com intuito de discutir um pouco mais deste sistema sob a perspectiva da relaxa-

ção, vamos expor um resultado interessante e já investigado por Clarissa do Vale da Silva

Lima [9]. Assim, para introduzir no sistema a ação do ambiente, este é modelado como

um conjunto infinito de osciladores harmônicos em equiĺıbrio térmico. Nessas condições, o

operador densidade, que gera a equação que descreve a inversão de população é expresso

como:

ρ̇(t) =
[
cos(B)− i∆t

2B
sen(B)

]
|α(t)〉〈α(t)| ⊗ |e〉〈e|

[
cos(B)− i∆t

2B
sen(B)

]
+
[
cos(B)− i∆t

2B
sen(B)

]
|α(t)〉〈α(t)| ⊗ |e〉〈f |

[iλt
2B

asen(B)
]

−
[iλt

2B
a†sen(B)

]
|α(t)〉〈α(t)| ⊗ |f〉〈e|

[
cos(B) +

i∆t

2B
sen(B)

]
+
[2λ2t

B
a†sen(B)

]
|α(t)〉〈α(t)| ⊗ |f〉〈f |

[ t
2B

asen(B)
]
, (3.109)

onde B =

√
∆2+4λaa†

2
t e α(t) = αe−γt.

A inversão de população para o sistema é encontrada a partir da equação (3.109)

e é escrita da seguinte forma:

W (1)(t) = tr(σzρ
(1)(t))

= e−|α|
2e−2γt

∞∑
n=0

|α|2ne−2nγt

n!

1

Ω2
n

[∆2 + 4λ2(n+ 1)cos(Ωnt)], (3.110)

onde γ é a taxa de dissipação de fótons da cavidade e Ωn = ∆2 + 4λ2(n+ 1).

A partir da equação (3.110) é posśıvel plotar a curva de inversão da população

em função do tempo. Na referência citada nesta subseção há uma figura relevante ao

nosso proposito. Na figura 4.12, foi plotado quatro gráficos para valores distintos de γ e

observado o comportamento de cada uma das curvas de uma forma conjunta. Note que

|α(t)|2 = n̄e−2γt ≡ n̄(t) é o valor esperado do número médio de fótons.

Na figura 3.7(a) a curva de inversão de população comporta-se de forma aproximada

do caso sem dissipação, devido ao baixo valor de γ essa reação era algo esperado. Conforme

o valor de γ aumenta, os tempos de ressurgimentos são antecipados, pois as interferências

quânticas responsáveis pelos colapsos vão se degradando em um intervalo de tempo cada

vez menor (1/γ), chegando a um limite onde o fenômeno quântico não pode ser mais

observado. Quando γ ≈ 1, como na figura 3.7(d), não é posśıvel distinguir, a partir

2Figura 4.1 da dissertação de mestrado da Clarissa do Vale da Silva Lima .
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Figura 3.7: Inversão de população com dissipação com α = 5, ∆ = 0.5 e λ = 1.

de uma dinâmica quântica ou semi-clássica, a medida da inversão quântica, pois nesta

região, a inversão de população quântica se comporta da mesma forma que a inversão de

população clássica.

Durante esse caṕıtulo observamos a ação de processos de relaxação de alguns mo-

delos bem conhecidos na literatura, esse tipo fenômeno é de grande interesse para o nosso

trabalho, pois nos permitirá fazer um paralelo junto aos nossos resultados. É importante

mencionar que embora os três casos revisados neste caṕıtulo tenham sido investigados

no contexto de relaxação, cada um possui fundamental diferença. Note que no último

caso (MJC), o estudo correspondem à perda de fótons na cavidade, enquanto que os dois

primeiros são fenômenos relacionados com o decaimento e/ou decoerência dos estados

atômicos. No próximo caṕıtulo vamos, analisar novamente o MJC, mas agora, utilizando

a Teoria de Campo Térmico. Passaremos a ver o nosso trabalho efetivamente.
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Caṕıtulo 4

Dissipação térmica descrito pela

TFD (Thermo Field Dynamics)

Neste caṕıtulo vamos introduzir a teoria da Dinâmica de Campo Térmico, mais

conhecida por sua grafia em inglês como, Thermo Field Dynamics (TFD), para que em

seguida possamos analisar o artigo publicado na revista Physica A, que se chama A new

perspective to formulate a dissipative thermo field dynamics, que foi a base para o desen-

volvimento neste trabalho.

4.1 TFD (Thermo Field Dynamics)

Desenvolvida por Hiroomi Umezawa e Yasushi Takahashi em 1975, a TFD é uma

formulação a tempo real, onde o espaço de Hilbert H é duplicado quando a ação do

reservatório sobre o sistema é levado em consideração, o que caracteriza uma duplicação

dos graus de liberdade do sistema [33].

A grandeza fundamental da Mecânica Estat́ıstica do equiĺıbrio é a média estat́ıstica

de um observável A, definida, no ensemble canônico à temperatura T , como:

〈A〉 ≡ Tr[ρ(β)A] =
1

z(β)
Tr[e−βHA], (4.1)

onde z(β) é a função partição que é dada como z(β) = Tr[e−βH], H é o hamiltoniano

e β é dado por β = 1/κBT , onde T é a temperatura e κB é a constante de Boltzmann.

Levando em conta essas observações iremos introduzir, a grosso modo, a TFD.



A TFD foi desenvolvida buscando-se construir uma representação no qual as médias

estat́ısticas no ensemble coincidam, ou seja, o que procuramos é um estado no qual o seu

valor esperado seja igual a média estat́ıstica de um operador. O estado termalizado |0(β)〉

é conhecido como vácuo térmico. De acordo com o que busca a teoria, o valor esperado

em um vácuo térmico será dado por,

〈0(β)|A|0(β)〉 = 〈A〉 =
1

z(β)
Tr[e−βHA]. (4.2)

Lembrando que, para um sistema em equiĺıbrio, a média de um operador A é dado por,

〈A〉 =
1

z(β)
Tr[e−βHA]. (4.3)

Usando a base formada pelos autoestados |n〉 do hamiltoniano H temos,

〈A〉 =
1

z(β)

∑
n

〈n|e−βHA|n〉; (4.4)

como H|n〉 = En|n〉, onde En = (n+ 1/2)~ω, temos

〈A〉 =
1

z(β)

∑
n

〈n|e−βEnA|n〉 (4.5)

e assim,

〈0(β)|A|0(β)〉 =
1

z(β)

∑
n

e−βEn〈n|A|n〉. (4.6)

Podemos escrever o estado termalizado, de acordo com a álgebra do espaço de H,

da seguinte forma:

|0(β)〉 =
∑
n

gn(β)|n〉. (4.7)

Multiplicando pela esquerda por 〈m|

〈m|0(β)〉 =
∑
n

gn(β)〈m|n〉, (4.8)

e usando a condição de ortonormalidade 〈m|n〉 = δm,n temos,

gn(β) = 〈n|0(β)〉, (4.9)

42



onde gn(β) é uma função par. Dessa forma o valor esperado em um vácuo térmico nos dá

uma relação do tipo:

〈0(β)|A|0(β)〉 =
∑
n

∑
m

g∗ngm〈n|A|m〉∑
n

∑
m

g∗ngm〈n|A|m〉 =
1

z(β)

∑
n

e−βEn〈n|A|n〉

∑
n

∑
m

g∗ngm〈n|A|m〉 =
1

z(β)

∑
n

∑
m

e−βEn〈n|A|m〉〈m|n〉

g∗n(β)gm(β) =
1

z(β)
e−βEnδm,n. (4.10)

Está relação não pode ser satisfeita, uma vez que gn(β) é uma função escalar, devido

a definição do delta de Kronecker. A relação encontrada é incoerente, o que nos leva

a concluir que |0(β)〉 não pertence ao espaço H [21], pois podemos definir o delta de

Kronecker a partir do produto escalar entre dois vetores em R3, o que sugere que gn(β) deve

ser um vetor definido num certo espaço vetorial, assim o resultado acima seria proveniente

de um produto escalar de vetores.

Vamos introduzir um espaço formado pelo produto tensorial dos elementos de base

dado por |n, m̃〉 = |n〉 ⊗ |m̃〉, onde gn(β) é definido como gn(β) = fn(β)|ñ〉. Assim,

g∗m(β)gn(β) = 〈m̃|f ∗m(β)fn(β)|ñ〉

g∗m(β)gn(β) = f ∗m(β)fn(β)δm,n. (4.11)

Quando comparamos a equação (4.11) com a equação (4.10) conclúımos quer

f ∗m(β)fn(β) =
1

z(β)
e−βEn , (4.12)

onde teremos que,

fn(β) =
e−

βEn
2√

z(β)
. (4.13)

Com o valor de fn(β) em mãos, podemos reescrever gn(β) como gn(β) = e−
βEn

2√
z(β)
|ñ〉 e por

fim definir o estado de vácuo térmico |0(β)〉 de forma consistente,

|0(β)〉 =
1√
z(β)

∑
n

e−
βEn

2 |n, ñ〉 (4.14)

este vetor de estado pertence ao espaço vetorial dado por HT = H⊗ H̃.
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Quando introduzimos um espaço vetorial, que nos permitiu definir o vetor de estado

termalizado |0(β)〉, introduzimos um espaço chamado de Til (ou Dual) H̃, o qual afetou

o grau de liberdade do sistema, duplicando-o. O espaço Til tem as mesmas propriedades

do espaço original de Hilbert. Uma das interpretações para a existência do espaço Til [1]

parte da Teoria quântica de campos (TQC) axiomática do Wightman, no qual prever que

numa TQC, a temperatura finita, seria necessário a duplicação dos graus de liberdade.

O espaço Til é uma réplica do espaço de Hilbert, assim a álgebra de operadores

sobre esses dois espaços deve ser isomorfa, de modo que podemos caracterizar o espaço

Til definindo um mapeamento entre essas álgebras [21], dado por:

(AiAj)∼ = ÃiÃj

(cAi +Aj)∼ = c∗Ãi + Ãj

(A†i )
∼ = (Ãi)† (4.15)

(Ãi)∼ = Ai

[Ai, Ãj] = 0.

Estas propriedades são chamadas de regras de conjugação Til.

Com a revisão feita no capitulo 2 e a introdução da teoria TFD reunimos elementos

que nos permite analisar o artigo, A new perspective to formulate a dissipative thermo field

dynamics, de forma que possibilite uma percepção clara sobre o mesmo.

4.2 Revisão do artigo: A new perspective to formulate a

dissipative thermo field dynamics

Neste artigo, Yoichiro Hashizume, Masuo Suzuki e Soichiro Okamura utilizaram

um simples exemplo de spin 1/2, pelo qual alcançaram uma interação efetiva entre o

espaço original e o Til. Com este resultado, foi posśıvel compreender como, através de um

tratamento simples, os rúıdos térmicos foram renormalizados na representação da TFD.

Porém, eles não distinguiram a origem da perturbação térmica, do ponto de vista dos

primeiros prinćıpios, mas esclarecem fenomenologicamente o esquema de renormalização

de rúıdos térmicos usando TFD. Esse artigo foi o ponto de partida para o desenvolvimento

deste trabalho, onde os principais conceitos são vistos aqui. Basicamente, faremos uma

revisão da segunda seção do mesmo, sem a preocupação em explicitar os demais cálculos.
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4.2.1 Observação de uma nova perspectiva sobre um simples

exemplo com ruido térmico.

Desenvolvida por Umezawa e Takahashi em 1975, a TFD é uma formulação a

tempo real, onde o espaço de Hilbert é duplicado quando caracterizado uma duplicação

dos graus de liberdade. Para estudar propriedades estat́ısticas usando TFD, é necessário

fazer a introdução de espaço Til de forma a duplicar o sistema. Portanto, o vetor de

estado |Ψ〉, que será o vetor de estado na representação da TFD, é dado por:

|Ψ〉 = ρ1/2|n, ñ〉, (4.16)

onde ρ é o operador matriz densidade. As bases |n〉 e |ñ〉 são, respectivamente, autoestados

do hamiltoniano H no espaço original e H̃ no espaço Til e seus autovalores são dados por

En, ou seja, H|n〉 = En|n〉 e H̃|ñ〉 = En|ñ〉. Os n formam um conjunto ortogonal completo

de base arbitrária.

A dinâmica neste formalismo permite escrever a equação de evolução temporal do

seguinte modo

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = ĤΨ(t)〉, (4.17)

aqui Ĥ é chamado de espaço estendido e definido como Ĥ = H − H̃. Desta forma, o

espaço Til é introduzido de um ponto de vista matemático, mas seus significados ainda

f́ısicos não são tão claros [25]. No entanto, o espaço duplo Hilbert é muito útil na prática

e tem diversas aplicações, como no estudo da entropia de um buraco negro [18], [24].

Em 1961, Schwinger [29] mostrou que os efeitos de um banho térmico podem ser

representados por um rúıdo térmico, usando um propagador de flutuação de osciladores

quânticos. Aqui, foi adotado um sistema de spin com o rúıdo térmico R(t) descrito pelo

seguinte hamiltoniano incluindo uma variável spin S0,

H = H0 − JR(t)S0 (4.18)

onde H0 é um hamiltoniano de interesse, sem o rúıdo, J é uma constante de acoplamento

e R(t) é considerado como o rúıdo branco gaussiano, ele satisfaz

〈R(t)〉R = 0 e 〈R(t)R(t′)〉R = εδ(t− t′), (4.19)
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onde ε é um paramento que define a intensidade do ruido. Aqui, a notação 〈A〉R não é

uma média quântica, é uma média sobre o parâmetro estocástico A.

O ruido térmico é aplicado no espaço original e Til, porque o espaço Til tem que ser

isomorfo frente ao espaço original. Assim, o hamiltoniano duplicado, ou seja, hamiltoniano

espaço estendido, e escrito como:

Ĥ = Ĥ0 − JR(t)(S0 − S̃0) ≡ Ĥ0 + Ĥ′(t). (4.20)

onde Ĥ′(t)) é o hamiltoniano de interação onde conta o ruido. A evolução temporal do

vetor de estado |Ψ(t)〉 da TFD é expresso como:

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = ĤΨ(t)〉 = (Ĥ0 + Ĥ′(t))|Ψ(t)〉, (4.21)

a solução desta equação é dada por,

|Ψ(t)〉 = Û(t)|Ψ(t = 0)〉. (4.22)

O operador evolução temporal Û(t) aqui, carrega o ruido térmico R(t) e é expresso

como:

Û(t) = Û0

{
1 +

∞∑
n=1

( 1

i~

)n ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnĤ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)

}
, (4.23)

onde Û0(t) ≡ exp[−iĤ0t/~] é o termo sem interação. Então, tomando a média estocástica

〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)〉, obtém-se o operador 〈Û(t)〉R. Aqui é necessário aplicar uma

aproximação de desacoplamento (aproximação de campo médio )como:

〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)〉R ' 〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2)〉R〈Ĥ′(t3)Ĥ′(t4)〉R · · · 〈Ĥ′(t2k−1)Ĥ′(t2k)〉R.

(4.24)

Mas se 2k ≡ n, encontra-se,

〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)〉R =
[
εJ2(S0 − S̃0)2

]k
δ(t1 − t2) · · · δ(t2k−1 − t2k). (4.25)

Com o uso da equação (4.25) é posśıvel encontrar a média estocástica do operador evolução

temporal, 〈Û(t)〉R, na seguinte forma,

〈Û(t)〉R = Û0(t)exp
[
− εJ2

2~2
(S0 − S̃0)2t

]
= e−iĤ0t/~eγtS0S̃0−γt, (4.26)

onde γ ≡ εJ2/~2 e (S0 − S̃0)2 = −2S0S̃0 + 2.
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Na equação (4.26) aparece uma interação efetiva, entre o espaço original e Til,

representada por γtS0S̃0, esta interação depende dos parâmetros ε e J . É uma interação

exatamente análoga ao tipo spin-spin, no espaço usual; no entanto, aqui temos uma

interação entre espaços de Hilbert distintos. Consequentemente, este tipo de interação

aparece apenas no sistema de dissipação com banho térmico. No caso presente, tomando

a média estocástica do operador evolução temporal Û(t), o rúıdo desaparece de forma

expĺıcita do hamiltoniano efetivo Ĥeff . Então podemos concluir que os efeitos dissipativos

são renormalizados nas interações efetivas entre os espaços originais e Til. Usando as

notações S0 = e−iH0t/~S0e
iH0t/~ e S0 = e−iH̃0t/~S̃0e

iH̃0t/~, a derivada no tempo do vetor de

estado dissipativo da TFD, |Ψdiss(t)〉 tem a seguinte forma:

∂

∂t
|Ψdiss(t)〉 =

( ∂
∂t
〈Û(t)〉R

)
|Ψdiss

0 〉

=
( 1

i~
Ĥ0 + Λ̂0(t)

)
|Ψdiss(t)〉, (4.27)

com a condição inicial |Ψ(t = 0)〉 ≡ |Ψ0〉 = |Ψdiss(t = 0)〉 = |Ψdiss
0 〉, onde a interação

efetiva i~Λ̂0(t) e definida como:

i~Λ̂0(t) ≡ i~γ(S0(t)S̃0(t)− 1). (4.28)

A equação (4.28) mostra o termo dissipativo Λ̂0(t) que inclui uma interação efetiva, o

qual é denotada por uma forma de convolução advinda da definição do Hamiltoniano da

TFD, Ĥ ≡ H−H̃, na equação (4.21) de evolução temporal de vetores de estado da TFD.

Assim, essa interação efetiva é peculiar à TFD dissipativa. Quando não há dissipação, a

interação efetiva i~Λ̂0(t) desaparece para ε→ 0, e a equação (4.27) torna-se uma equação

diferencial ordinária (não-dissipativa), tal como a equação (4.17). O hamiltoniano efetivo,

de acordo com as equações (4.27) e (4.28), pode ser expresso da seguinte forma

Ĥeff = Ĥ0 + i~Λ̂0(t), (4.29)

este termo é claramente não-hermitiano.

Essa estrutura não-hermitiana é regida [34] pela limitação f́ısica, levando em conta

as condições iniciais e finais das propriedades de relaxação e condições de estado térmico.

Neste artigo foi feito uma nova interpretação dessa estrutura, reduzindo a pertubação

térmica sobre o estado térmico. Na figura 4.1 temos uma relação alternativa entre o espaço

original e a TFD. A imagem mostra a equivalência entre um sistemas de spin com um
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Figura 4.1: Ilustração da correspondência entre um sistema dissipativo com um banho térmico e um

sistema com interação efetiva na TFD.

campo aleatório, devido a um banho térmico definido no espaço de Hilbert e um sistema

finito com interação efetiva, definido no duplo espaço de Hilbert. A correspondência entre

estes os dois sistemas gera a perspectiva de que a perturbação térmica é descrita por

interações efetivas não-hermitianas.

Para descrever explicitamente o vetor de estado dissipativo da TFD, |Ψdiss(t)〉, foi

usado um simples exemplo em que o hamiltoniano H0 tem a forma

H0 = −µBHSz0 , (4.30)

em que H é o campo magnético aplicado externamente e µB é o momento magnético. A

condição inicial dada por, |Ψ0〉 ≡ |Ψ(t = 0)〉, tem a forma,

|Ψ0〉 = α1|+, +̃〉+ α2|+, −̃〉+ α3|−, +̃〉+ α4|−, −̃〉. (4.31)

onde {α1, α2, α3, α4|
∑4

j=1 α
2
j = 1}. Assim o vetor de estado dissipativo da TFD é expresso

como:

|Ψdiss(t)〉 = 〈Û(t)〉R|Ψ0〉

= (α1|+, +̃〉+ α4|−, −̃〉) + e−2γt(e−2iωtα2|+, −̃〉+ e2iωtα3|−, +̃〉) (4.32)

onde ω = µBH/~. Este é um simples exemplo que mostra o emaranhamento entre o

espaço original e til decrescendo de forma exponencial. Por exemplo, num sistema de dois

ńıveis com ruido colorido, resultado análogo a este é encontrado, como pode ser visto na

equação (2.3.31), página 23 de [5]. Simplificando as flutuações térmicas, tanto no espaços

originais quanto no espaço til, a interação efetiva i~Λ̂0(t) aparece diretamente. Este é um

dos pontos mais importantes da perspectiva atual.
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Na seção 4.3 iremos abordar os cálculos que foram omitidos aqui, onde teremos

uma melhor compreensão e esclarecimento de detalhes aqui negligenciados. As ideias

vistas serão utilizadas como ponto de partida para nosso trabalho, onde iremos mostrar

um modelo mais sofisticado para investigar os processos dissipativos via TFD.

4.3 Processo dissipativo do modelo de Jaynes-Cummings

via TFD

No caṕıtulo 4 introduzimos a Dinâmica de Campo Térmico, em seguida fizemos

revisão de uma seção do artigo que norteou este trabalho. Nesta seção vamos aplicar as

ideias vistas anteriormente em um modelo bem conhecido da literatura, no entanto, mais

arrojado que o proposto no artigo. Nossa atenção ficou voltada aos processos dissipativos

envolvidos neste contexto.

4.3.1 Termo de interação não-hermitiano

O modelo que estamos usando, o de Jaynes-Cummings -MJC, não leva em consi-

deração a interação com a cavidade. A piore, consideramos uma cavidade com um fator

de qualidade bastante elevado. Este fato não elimina por completo a interação com o

ambiente, a temperatura é um exemplo. Em termos microscópicos, levamos em conta

as flutuações devido ao reservatório térmico, onde o rúıdo representa essas flutuações

microscópicas. Essa flutuação descreve a ação do reservatório térmico sobre o sistema

átomo-campo, que por sua vez dissipa energia em forma de luz dentro da cavidade.

Essa flutuação pode ser introduzida através do método de Langevin, que é muito

usado para descrever flutuações aleatórias de um sistema pré-estabelecido. É acrescentado

um rúıdo ao sistema, o qual vai representar flutuações microscópicas, onde este rúıdo é

uma variável estocástica. Em nosso modelo, essa variável estocástica é a variável R(t)

dependente do tempo. Com o acréscimo desta ao modelo, precisamos estabelecer alguns

parâmetros estocásticos desta variável R(t). O caso mais simples de rúıdo, o mesmo que

foi usado no artigo, é gaussiano e markoviano. O processo gaussiano é determinado pelas

suas médias simples e quadráticas, neste caso teremos

〈R(t)〉R = 0. (4.33)
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O ı́ndice R está representando uma média estocástica e já foi explicado na seção anterior.

Se o processo também é markoviano ele pode ser descrito de forma aproximada por,

〈R(t)R(t′)〉R = εδ(t− t′) (4.34)

onde ε é um parâmetro a ser determinado. O rúıdo térmico R(t) é então considerado

como o rúıdo branco.

Este parâmetro ε é de grande relevância para o trabalho, no sentindo de justificar

o uso do TFD, que é uma teoria que introduz a temperatura ao sistema que a descreve.

Mas em nosso trabalho a temperatura não é vista de forma expĺıcita, pois está camuflada

neste parâmetro ε. A partir do teorema de flutuação-dissipação, é posśıvel encontrar o

valor de ε na qual se vincula uma função de autocorrelações das flutuações do reservatório

térmico ao elemento dissipativo do sistema, representado na equação (4.35) abaixo pela

variável D. Assim,

〈R(t)R(t′)〉R = DκBTδ(t− t′) (4.35)

onde κB é a constante de Boltzmann e T a temperatura. Toda essa discussão sobre

processo estocástico, método de Langevin e teorema de flutuação-dissipação é detalhado

nas referências [8], [13], [14] e [35].

Diante desta proposta, podemos escrever o hamiltoniano do modelo com o rúıdo

incluso. Vamos aqui trabalhar com um modelo totalmente quântico, mas também fa-

laremos do modelo semi-clássico, fazendo as devidas considerações. O hamiltoniano de

Jaynes-Cummings totalmente quântico, descrito na equação (3.78), tem a seguinte forma:

H =
~ωa
2
σz + ~ωca†a+ λ~(σ+a+ σ−a

†) (4.36)

onde
(

~ωa
2
σz + ~ωca†a

)
é chamado de hamiltoniano livre e pode ser representado como

H0. 0 hamiltoniano proposto aqui leva algumas modificações, como a presença do rúıdo

e a modificação da notação, assim

H = H0 − λR(t)(aσe + a†σf ) (4.37)

onde σ+ ≡ σe = |e〉〈f | é o responsável pela transição do estado fundamental para o

excitado, σ− ≡ σf = |f〉〈e| faz a transição do estado excitado para o fundamental e

lembrando que λ é uma constante de acoplamento no qual ~ foi englobado.
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Sabemos que no espaço duplicado o hamiltoniano torna-se o hamiltoniano estendido

denotado por Ĥ = H− H̃ e assim teremos

Ĥ = H0 − λR(t)(aσe + a†σf ) + H̃0 − λR(t)(ãσ̃e + ã†σ̃f )

Ĥ = Ĥ0 − λR(t)(aσe + a†σf − ãσ̃e − ã†σ̃f ), (4.38)

lembre-se que o espaço Til é uma cópia do espaço original. Para diminuir a notação,

podemos escrever o hamiltoniano estendido de uma forma compacta como, Ĥ = Ĥ0 +

Ĥ′(t), onde Ĥ′(t) ≡ −λR(t)(aσe + a†σf − ãσ̃e − ã†σ̃f ).

A dinâmica que rege o sistema na estrutura da TFD é descrita, também, pela

equação Schrödinger. Fazendo a evolução temporal do vetor de estado da TFD, |Ψ(t)〉

obtemos,

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 = (Ĥ0 + Ĥ′(t)).|Ψ(t)〉 (4.39)

A solução da equação (4.39) é dada por |Ψ(t)〉 = Û(t)|Ψ(t = 0)〉, onde Û(t) é o operador

de evolução temporal.

O hamiltoniano Ĥ′(t), além de depender do tempo, claramente não comutam entre

si, quando encontra-se em diferentes intervalos de tempo. Portanto, a solução formal do

operador de evolução temporal Û(t) é chamada de série de Dyson e é dada por

Û(t) = Û0

{
1 +

∞∑
n=1

( 1

i~

)n ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnĤ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)

}
, (4.40)

onde Û0(t) ≡ exp[iĤ0t/~] não inclui o rúıdo térmico R(t). Note que Û(t) e composto de

termos estocástico.

Tomando a média estocástica do operador de evolução temporal 〈Û(t)〉R, encon-

tramos a função de autocorrelação 〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)〉. É necessário desacoplar esta

função e para isso vamos usar uma aproximação de desacoplamento (aproximação de

campo médio) do tipo:

〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(tn)〉R ' 〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2)〉R〈Ĥ′(t3)Ĥ′(t4)〉R · · · 〈Ĥ′(t2k−1)Ĥ′(t2k)〉R.

(4.41)

Fazendo uma mudança como n ≡ 2k, encontra-se,

〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(t2k)〉R =
[
ελ2(A− Ã)2

]k
δ(t1 − t2) · · · δ(t2k−1 − t2k) (4.42)

onde A ≡ aσe + a†σf e Ã ≡ ãσ̃e + ã†σ̃f .
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Podemos encontrar a média estocástica do operador de evolução temporal 〈Û(t)〉R
com o uso da equação (4.42) e lembrando que n ≡ 2k, assim temos que

〈Û(t)〉R = Û0

{
1 +

∞∑
k=1

( 1

i~

)2k
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ t2k−1

0

dt2k〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(t2k)〉R

}
,

(4.43)

o que nos permite verificar o comportamento de 〈Û(t)〉R e tentar estabelecer alguma

relação. Então, analisando o somatório termo a termo, para alguns valores de k, podemos

estabelecer uma relação para os termos entre as chaves.

• Para k = 1 temos, ( 1

i~

)2
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2)〉R =

= − 1

~2

[
ελ2(A− Ã)2

] ∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2δ(t1 − t2)

=
[
− ελ2(A− Ã)2

2~2
t
]
. (4.44)

• Para k = 2 temos,( 1

i~

)4
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

dt3

∫ t3

0

dt4〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2)Ĥ′(t3)Ĥ′(t4)〉R =

=
1

~4

[
ελ2(A− Ã)2

]2
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

dt3

∫ t3

0

dt4δ(t1 − t2)δ(t3 − t4)

=
[ελ2(A− Ã)2

2~2
t
]2

. (4.45)

• Para k = 3 temos,( 1

i~

)6
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ t5

0

dt6〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(t6)〉R =

= − 1

~6

[
ελ2(A− Ã)2

]3
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ t5

0

dt6δ(t1 − t2) · · · δ(t5 − t6)

=
[
− ελ2(A− Ã)2

2~2
t
]3

. (4.46)

• Para k = 4 temos,( 1

i~

)8
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ t7

0

dt8〈Ĥ′(t1)Ĥ′(t2) · · · Ĥ′(t8)〉R =

=
1

~8

[
ελ2(A− Ã)2

]4
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ t7

0

dt8δ(t1 − t2) · · · δ(t7 − t8)

=
[ελ2(A− Ã)2

2~2
t
]4

. (4.47)
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O fator adicional 1/2 surgiu porque a função delta situa-se no limite superior da integração

(veja o apêndice 2 de [5]).

Claramente há uma relação, porém é preciso fazer alguns ajustes para estabelece-

la de forma contundente. Podemos notar que para valores pares de k, o termo entre os

colchetes é positivo, mas se adicionarmos o sinal negativo a esses termos positivos não

estaŕıamos alterando o resultado final, pois eles encontram-se elevados a um número par.

Portanto, adicionando este sinal negativo, dentro do colchete, para os termos positivos,

podemos escrever uma relação para todos os termos entre chaves. Ou seja,

{
1 +

[
− ελ2(A− Ã)2

2~2

]
t+
[
− ελ2(A− Ã)2

2~2

]2

t2 +
[
− ελ2(A− Ã)2

2~2

]3

t3 · · ·
}

(4.48)

esta relação nada mais é que uma função exponencial. Assim, podemos escrever a média

estocástica do operador de evolução temporal 〈Û(t)〉R como:

〈Û(t)〉R = Û0exp
[
− ελ2(A− Ã)2

2~2

]
, (4.49)

lembrando que Û0(t) ≡ exp[iĤ0t/~] temos,

〈Û(t)〉R = exp
[
− iĤ0t

~

]
exp
[
− ελ2(A− Ã)2

2~2

]
. (4.50)

O próximo passo agora é abrir o termo (A − Ã)2, mas para facilitar os cálculos, num

primeiro momento, vamos tratar este termo como um simples produto notável de acordo

com as regras de comutação Til descrita na equação (4.15) e em seguida analisar cada

termo. Então,

(A− Ã)2 = A2 − 2AÃ+ Ã2. (4.51)

Analisando cada um dos termos separadamente teremos:

• para A2,

A2 = (aσe + a†σf )
2 = (aσe + a†σf ) · (aσe + a†σf )

A2 = aaσ2
e + aa†σeσf + a†aσfσe + a†a†σ2

f . (4.52)

como σ2
e = 0 e σ2

f = 0 encontra-se,

A2 = aa†σeσf + a†aσfσe. (4.53)
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O operador número tem a forma, N = a†a. Então, podemos redefinir a†a = N e

aa† = N + I e reescrever A2 como:

A2 = (N + I)σeσf +Nσfσe

A2 = Nσeσf + σeσf +Nσfσe = N (σeσf + σfσe) + σeσf

A2 = N + σeσf . (4.54)

onde (σeσf + σfσe) = I

• Para Ã2 o precedimento é análogo ao feito acima. Assim,

Ã2 = Ñ + σ̃eσ̃f . (4.55)

• Para AÃ,

C = (aσe + a†σf ) · (ãσ̃e + ã†σ̃f )

AÃ = (aãσeσ̃e + aã†σeσ̃f + a†ãσf σ̃e + a†ã†σf σ̃f ). (4.56)

Com as equações (4.51), (4.54), (4.55) e (4.56) podemos escrever (A − Ã)2 da seguinte

forma:

(A− Ã)2 = N + σeσf − 2(aãσeσ̃e + aã†σeσ̃f + a†ãσf σ̃e + a†ã†σf σ̃f ) + Ñ + σ̃eσ̃f . (4.57)

Substituindo a equação (4.57) na equação (4.49), encontramos finalmente o valor da média

estocástica do operador de evolução temporal 〈Û(t)〉R. Portanto,

〈Û(t)〉R = Û0exp

{
γ

[
−(σeσf + σ̃eσ̃f )

2
+aãσeσ̃e+aã

†σeσ̃f+a
†ãσf σ̃e+a

†ã†σf σ̃f−
(N + Ñ )

2

]
t

}
(4.58)

onde γ = ελ2

~2 .

Na equação (4.58) aparece uma interação efetiva entre os espaços original e Til,

esta interação depende dos parâmetros ε e λ contidos em γ. Este tipo de interação efetiva

aparece apenas em sistemas dissipativos com um banho de térmico, consequentemente a

solução da equação (4.39) é dada nestes termos dissipativo,

|Ψdiss(t)〉 = 〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉. (4.59)
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Vamos derivar no tempo o vetor de estado dissipativo da TFD no intuito de determinar

o termo de interação efetiva. Assim,

∂

∂t
|Ψdiss(t)〉 =

( ∂
∂t
〈Û(t)〉R

)
|Ψdiss

0 〉

∂

∂t
|Ψdiss(t)〉 =

(
Ĥ0

i~
+

[
− (σeσf + σ̃eσ̃f )

2
+ aãσeσ̃e + aã†σeσ̃f + a†ãσf σ̃e + a†ã†σf σ̃f

−(N + Ñ )

2

])
〈Û(t)〉R|Ψdiss

0 〉

∂

∂t
|Ψdiss(t)〉 =

(
Ĥ0

i~
+ Λ̂0(t)

)
〈Û(t)〉R|Ψdiss

0 〉 (4.60)

onde |Ψdiss
0 〉 = |Ψ(0)〉 = |Ψ0〉 e Λ̂0(t) é o termo de interação que procurávamos e tem a

forma, Λ̂0(t) = − (σeσf+σ̃eσ̃f )

2
+ aãσeσ̃e + aã†σeσ̃f + a†ãσf σ̃e + a†ã†σf σ̃f − (N+Ñ )

2
. Note que

o termo de interação é dependente do tempo, pois

aσe = a(t)σe(t) = a(0)σe(0)e−i(ωa−ωc)t, (4.61)

a†σf = a†(t)σf (t) = a†(0)σe(0)ei(ωa−ωc)t. (4.62)

Portanto, Λ̂0(t) é o termo dissipativo que inclui interação efetiva entre os espaços

original e Til. Note que, uma vez feito a média estocástica do operador de evolução

temporal 〈Û(t)〉R, o rúıdo térmico, de uma forma explicita, desaparece. No entanto, se ε→

0 a interação efetiva é perdida e neste caso não há dissipação derivada da interação com

o reservatório térmico. A partir da equação (4.60) podemos expressar um hamiltoniano

efetivo dado por,

Ĥef = Ĥ0 + i~Λ̂0(t). (4.63)

A interpretação de Ĥef é a mesma para o termo encontrado no artigo. Apesar da

complexidade do termo encontrado aqui, em comparação ao do artigo, a estrutura que

rege as limitações f́ısicas permanecem as mesmas. Logo, o termo da equação (4.62) é

não-hermitiano.

O próximo passo é descrever o vetor de estado dissipativo da TFD, |Ψdiss〉. No

entanto, na seguinte subseção, vamos descrever este vetor para um modelo semi-clássico

e depois voltar ao caso totalmente quântico.
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4.3.2 Vetor de estado dissipativo para o caso semi-clássico

O tratamento acima foi aplicado para um modelo totalmente quântico, mas aqui

iremos trabalhar com um modelo semi-clássico. No entanto, vamos apresentar alguns re-

sultados, onde a demostrações é feita de forma análoga ao descrito na subseção 4.3.1. Não

iremos nomear novamente cada parâmetro que aparecer, pois são os mesmos já descritos,

exceto, em casos relevantes ou de um novo parâmetro.

O rúıdo térmico, devido as flutuações que ocorre por conta da interação com o

reservatório térmico é, assim como no caso quântico, um rúıdo gaussiano. Ou seja,

〈R(t)〉R = 0 e 〈R(t)R(t′)〉R = εδ(t− t′), (4.64)

e novamente, ε é um paramento que define a intensidade do rúıdo.

O hamiltoniano para este modelo é proposto levando em consideração toda a dis-

cussão feita sobre a introdução do rúıdo na subseção 4.3.1, neste contexto temos

H = H0 − λR(t)(E0σe + E ′0σf ), (4.65)

onde E0 e E ′0 são as amplitudes do campo elétrico e H0 = ~ωa|e〉〈e|, considerando que no

estado fundamental a energia é nula e no excitado a energia seja ~ωa. O hamiltoniano no

sistema duplicado, ou seja, o hamiltoniano estendido Ĥ = H− H̃ tem a forma:

Ĥ = Ĥ0 − λE0R(t)((σe + σf )− (σ̃e + σ̃f )), (4.66)

onde consideramos, sem perda de generalidade do sistema, que E0 = E ′0.

A próxima etapa seria fazer a evolução temporal do vetor de estado da TFD,

|Ψ(t)〉, obtendo um vetor de estado dissipado dado por |Ψdiss〉 = 〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉. A média

estocástica do operador de evolução temporal 〈Û(t)〉R para o modelo em questão é dada

por:

〈Û(t)〉R = Û0exp[γE0(σeσ̃e + σeσ̃f + σf σ̃e + σf σ̃f − I)t] (4.67)

onde Û0 = exp[−iĤ0t/~] e γ = ελ2/~2.

Para obter o vetor de estado dissipativo temos que atuar com 〈Û(t)〉R sobre |Ψdiss
0 〉

que na condição inicial |Ψdiss(t = 0)〉 assume a forma

|Ψdiss
0 〉 = α1|e, ẽ〉+ α2|e, f̃〉+ α3|f, ẽ〉+ α4|f, f̃〉 (4.68)

onde {α1, α2, α3, α4|
∑4

j=1 α
2
j = 1}, são números reais.
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Sabemos que 〈Û(t)〉R é uma função de operadores, não é hemitiano, portanto, não

é posśıvel atuar sobre |Ψdiss
0 〉 diretamente. Vamos expandir apenas a parte não-hemitiana

de 〈Û(t)〉R e assim atuar sobre |Ψdiss
0 〉.

Para facilitar os cálculos, vamos compactar a notação fazendo L̂ ≡ σeσ̃e + σeσ̃f +

σf σ̃e + σf σ̃f , note que L̂ se encontra no espaço duplicado. Com um exemplo genérico

é posśıvel justificar essa afirmação, tomando o produto entre dois termos de espaços

diferentes temos,

Ω(1) · Λ(2) = (Ω(1) ⊗ I(2))(I(1) ⊗ Λ(2))

= (Ω(1)I(1))⊗ (I(2)Λ(2)). (4.69)

Para uma explanação mais completa, a cerca de operação entre sistemas distintos, veja o

caṕıtulo 10 de [31]. Com a mudança na notação, podemos reescrever a média estocástica

do operador evolução temporal como,

〈Û(t)〉R = e
−iĤ0t

~ e−γE0IteγE0L̂t. (4.70)

Antes de fazer a expansão, vamos verificar o comportamento de L̂ atuando sobre

os estados da base de |Ψdiss
0 〉:

L̂|e, ẽ〉 = |f, f̃〉, (4.71)

L̂|e, f̃〉 = |f, ẽ〉, (4.72)

L̂|f, ẽ〉 = |e, f̃〉, (4.73)

L̂|f, f̃〉 = |e, ẽ〉. (4.74)

Podemos reescrever L̂ como

L̂ = σe(σ̃e + σ̃f ) + σf (σ̃e + σ̃f ), (4.75)

logo L̂2 fica,

L̂2 = σeσf (σ̃e + σ̃f )
2 + σfσe(σ̃e + σ̃f )

2,

L̂2 = (σeσf + σfσe)(σ̃e + σ̃f )
2,

L̂2 = I(σ̃e + σ̃f )
2,

L̂2 = (σ̃e
2 + σ̃eσ̃f + σ̃f σ̃e + σ̃f

2),

L̂2 = Ĩ, (4.76)
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onde σ̃e
2 = σ̃f

2 = 0, (σeσf + σfσe) = I e (σ̃eσ̃f + σ̃f σ̃e) = Ĩ. Neste caso observamos que,

L̂|e, ẽ〉 = |f, f̃〉, (4.77)

L̂2|e, ẽ〉 = |e, ẽ〉, (4.78)

L̂3|e, ẽ〉 = |f, f̃〉, (4.79)

L̂4|e, ẽ〉 = |e, ẽ〉. (4.80)

Com estes resultados podemos dizer que para L̂2n aplicado sobre um estado, resulta

num estado oposto e para L̂2n−1 aplicado sobre o estado, resulta no mesmo estado; onde

n = [1,∞).

Então, expandindo a função do operador L̂, eγE0L̂t temos,

eγE0L̂t = 1 + γE0L̂t+
(γE0L̂t)2

2!
+

(γE0L̂t)3

3!
+

(γE0L̂t)4

4!
+ · · · . (4.81)

Vamos agora, atuar o eγE0L̂t expandido sobres as bases do estado.

• Atuando sobre |e, ẽ〉,

eγE0L̂t|e, ẽ〉 =
[
1 + γE0L̂t+

(γE0L̂t)2

2!
+

(γE0L̂t)3

3!
+

(γE0L̂t)4

4!
+ · · ·

]
|e, ẽ〉

eγE0L̂t|e, ẽ〉 = |e, ẽ〉+ γE0t|f, f̃〉+
(γE0t)

2

2!
|e, ẽ〉+

(γE0t)
3

3!
|f, f̃〉 · · ·

eγE0L̂t|e, ẽ〉 = cosh(γE0t)|e, ẽ〉+ senh(γE0t)|f, f̃〉. (4.82)

• Atuando sobre |e, f̃〉,

eγE0L̂t|e, f̃〉 =
[
1 + γE0L̂t+

(γE0L̂t)2

2!
+

(γE0L̂t)3

3!
+

(γE0L̂t)4

4!
+ · · ·

]
|e, f̃〉

eγE0L̂t|e, f̃〉 = |e, f̃〉+ γE0t|f, ẽ〉+
(γE0t)

2

2!
|e, f̃〉+

(γE0t)
3

3!
|f, ẽ〉 · · ·

eγE0L̂t|e, f̃〉 = cosh(γE0t)|e, f̃〉+ senh(γE0t)|f, ẽ〉. (4.83)

• Atuando sobre |f, ẽ〉,

eγE0L̂t|f, ẽ〉 =
[
1 + γE0L̂t+

(γE0L̂t)2

2!
+

(γE0L̂t)3

3!
+

(γE0L̂t)4

4!
+ · · ·

]
|f, ẽ〉

eγE0L̂t|f, ẽ〉 = |f, ẽ〉+ γE0t|e, f̃〉+
(γE0t)

2

2!
|f, ẽ〉+

(γE0t)
3

3!
|e, f̃〉 · · ·

eγE0L̂t|f, ẽ〉 = cosh(γE0t)|f, ẽ〉+ senh(γE0t)|e, f̃〉. (4.84)
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• Atuando sobre |f, f̃〉,

eγE0L̂t|f, f̃〉 =
[
1 + γE0L̂t+

(γE0L̂t)2

2!
+

(γE0L̂t)3

3!
+

(γE0L̂t)4

4!
+ · · ·

]
|f, f̃〉

eγE0L̂t|f, f̃〉 = |f, f̃〉+ γE0t|e, ẽ〉+
(γE0t)

2

2!
|f, f̃〉+

(γE0t)
3

3!
|e, ẽ〉 · · ·

eγE0L̂t|f, f̃〉 = cosh(γE0t)|f, f̃〉+ senh(γE0t)|e, ẽ〉. (4.85)

Come este resultado podemos, finalmente, atuar com eγE0L̂t sobre |Ψdiss
0 〉, logo

eγE0L̂t|Ψdiss
0 〉 = eγE0L̂tα1|e, ẽ〉+ eγE0L̂tα2|e, f̃〉+ eγE0L̂tα3|f, ẽ〉+ eγL̂tα4|f, f̃〉,

= (α1cosh(γE0t) + α4senh(γE0t))|e, ẽ〉

+(α4cosh(γE0t) + α1senh(γE0t))|f, f̃〉

+(α2cosh(γE0t) + α3senh(γE0t))|e, f̃〉

+(α3cosh(γE0t) + α2senh(γE0t))|f, ẽ〉. (4.86)

Podemos atuar de forma direta com a função de operadores, que carrega o operador

identidade, uma vez que se trata de um operador hermitiano. Portanto, atuando com

e−γE0It sobre a equação (4.86), temos:

e−γE0IteγE0L̂t|Ψdiss
0 〉 = e−γt[(α1cosh(γE0t) + α4senh(γE0t))|e, ẽ〉

+(α4cosh(γE0t) + α1senh(γE0t))|f, f̃〉

+(α2cosh(γE0t) + α3senh(γE0t))|e, f̃〉

+(α3cosh(γE0t) + α2senh(γE0t))|f, ẽ〉]. (4.87)

Para atuar sobre o vetor de estado dissipativo com o hamiltoniano livre no espaço

duplicado Ĥ0, temos que definir a sua forma antes de atuar no estado. Sabemos que

H0 = ~ωa|e〉〈e|, logo

Ĥ0 = ~ωa(|e〉〈e| − |ẽ〉〈ẽ|). (4.88)

Como σe = |e〉〈f | e σf = |f〉〈e| então podemos chegar σeσf = |e〉〈e|, de forma bastante

simples. A partir dessa definição podemos reescrever Ĥ0 como,

Ĥ0 = ~ωa(σeσf − σ̃eσ̃f ). (4.89)
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Na equação (4.89) temos uma operação entre dois sistemas distintos e para fazer esta

operação temos que duplicar cada um dos termos. Assim,

Ĥ0 = ~ωa(σeσf ⊗ Ĩ− I⊗ σ̃eσ̃f )

Ĥ0 = ~ωa[|e〉〈e| ⊗ (|ẽ〉〈ẽ|+ |f̃〉〈f̃ |)− (|e〉〈e|+ |f〉〈f |)⊗ |ẽ〉〈ẽ|]

Ĥ0 = ~ωa(|e, ẽ〉〈e, ẽ|+ |e, f̃〉〈e, f̃ | − |f, ẽ〉〈f, ẽ| − |e, ẽ〉〈e, ẽ|)

Ĥ0 = ~ωa(|e, f̃〉〈e, f̃ | − |f, ẽ〉〈f, ẽ|). (4.90)

Atuando com Ĥ0 sobre as bases do estado dissipativo separadamente, temos:

Ĥ0|e, ẽ〉 = 0, (4.91)

Ĥ0|e, f̃〉 = |e, f̃〉, (4.92)

Ĥ0|f, ẽ〉 = −|f, ẽ〉, (4.93)

Ĥ0|f, f̃〉 = 0. (4.94)

Assim, atuando com e−
iĤ0t

~ sobre |Ψdiss
0 〉 encontramos,

〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉 = e−iωaĤ0teγE0(L̂−I)t|Ψdiss

0 〉 =

e−γE0t[(α1cosh(γE0t) + α4senh(γE0t))|e, ẽ〉

+(α4cosh(γE0t) + α1senh(γE0t))|f, f̃〉

+e−iωat(α2cosh(γE0t) + α3senh(γE0t))|e, f̃〉

+eiωat(α3cosh(γE0t) + α2senh(γE0t))|f, ẽ〉]. (4.95)

Finalmente podemos escrever o vetor de estado dissipativo |Ψdiss(t)〉 = 〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉

como:

|Ψdiss(t)〉 = e−γE0t[(α1cosh(γE0t) + α4senh(γE0t))|e, ẽ〉

+(α4cosh(γE0t) + α1senh(γE0t))|f, f̃〉

+e−iωat(α2cosh(γE0t) + α3senh(γE0t))|e, f̃〉

+eiωat(α3cosh(γE0t) + α2senh(γE0t))|f, ẽ〉]. (4.96)

Para tentar aproximar este resultado com o encontrado no artigo, podemos definir as

constantes α1 e α2 como, α = α1 = α4 e usar a seguinte relação,

coshx+ senhx =
ex + e−x

2
+
ex − e−x

2
= ex. (4.97)
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Assim podemos reescrever a equação (4.96) da seguinte forma:

|Ψdiss(t)〉 = α(|e, ẽ〉+ |f, f̃〉)

+e−γE0t[e−iωat(α2cosh(γE0t) + α3senh(γE0t))|e, f̃〉

+eiωat(α3cosh(γE0t) + α2senh(γE0t))|f, ẽ〉]. (4.98)

Este resultado é semelhante ao encontrado pelos autores no artigo, onde os termos

coerentes dissipam. Não determinamos o termo de interação efetiva para o caso semi-

clássico, mas é posśıvel obtê-lo de forma análoga ao encontrado no caso quântico.

Abrimos este parênteses para falar sobre o caso semi-clássico, e tentar estreitar um

paralelo com o sistema proposto no artigo, além se servir como auxilio para a próxima

subseção. Portanto, vamos retomar o modelo totalmente quântico e determinar o seu

vetor de estado dissipativo.

4.3.3 Vetor de estado dissipativo para o caso quântico

Vamos aqui retomar o nosso caso quântico e definir o vetor de estado dissipativo

para este modelo. Vamos usar a seção anterior para nos auxiliar nos cálculos, pois a

álgebra é muito semelhante, diferindo, em essência, em relação a dimensão do espaço de

Hilbert.

Partindo da equação (4.58), podemos reescrever o Û0 de forma expĺıcita, levando

em conta que para o modelo que estamos trabalhando, a energia no estado fundamental

é nula e no estado excitado é ~ωa, assim como foi feito na seção anterior. Então,

H0 = ~ωa|e〉〈e|+ ~ωca†a

Ĥ0 = ~ωa(|e〉〈e| − |ẽ〉〈ẽ|) + ~ωc(N − Ñ ) (4.99)

lembrando que N = a†a e Ñ = ã†ã.

Sabemos que para definir o vetor de estado dissipativo é preciso atuar com a média

estocástica do operador evolução temporal, ou seja, 〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉. Com a condição inicial

|Ψdiss(t = 0)〉, teremos um vetor de estado inicial, para o caso quântico, com o seguinte

formato:

|Ψdiss
0 〉 = α1|0, e, 0̃, ẽ〉+ α2|0, e, 1̃, f̃〉+ α3|1, f, 0̃, ẽ〉+ α4|1, f, 1̃, f̃〉 (4.100)

onde {α1, α2, α3, α4|
∑4

j=1 α
2
j = 1}, são números reais.
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Assim como no caso semi-clássico, temos que 〈Û(t)〉R é uma função de operadores,

e uma forma de atuar com ela sobre um estado é expandindo. Novamente, para compactar

a notação vamos dizer que L ≡ (σeσf +σ̃eσ̃f )−2(aãσeσ̃e+aã
†σeσ̃f +a†ãσf σ̃e+a

†ã†σf σ̃f )+

(N + Ñ ) e assim a equação (4.58) torna-se,

〈Û(t)〉R = e
−iĤ0t

~ e
−γLt

2 . (4.101)

A partir da equação (4.42) definimos que A ≡ aσe + a†σf e Ã ≡ ãσ̃e + ã†σ̃f , de

modo que,

L = (A− Ã)2

= (σeσf + σ̃eσ̃f )− 2(aãσeσ̃e + aã†σeσ̃f + a†ãσf σ̃e + a†ã†σf σ̃f ) + (N + Ñ ).

(4.102)

No intuito de facilitar os cálculos, vamos atuar com A e Ã sobre as bases do vetor de

estado dissipativo inicial.

• Atuando sobre |0, e, 0̃, ẽ〉,

A|0, e, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉 e Ã|0, e, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 1̃, f̃〉. (4.103)

• Atuando sobre |0, e, 1̃, f̃〉,

A|0, e, 1̃, f̃〉 = |1, f, 1̃, f̃〉 e Ã|0, e, 1̃, f̃〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉. (4.104)

• Atuando sobre |1, f, 0̃, ẽ〉,

A|1, f, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉 e Ã|1, f, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 1̃, f̃〉. (4.105)

• Atuando sobre |1, f, 1̃, f̃〉,

A|1, f, 1̃, f̃〉 = |0, e, 1̃, f̃〉 e Ã|1, f, 1̃, f̃〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉. (4.106)

Vamos verificar também para o caso A2 e Ã2. Logo,

• Atuando sobre |0, e, 0̃, ẽ〉,

A2|0, e, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉 e Ã2|0, e, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉. (4.107)
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• Atuando sobre |0, e, 1̃, f̃〉,

A2|0, e, 1̃, f̃〉 = |0, e, 1̃, f̃〉 e Ã2|0, e, 1̃, f̃〉 = |0, e, 1̃, f̃〉. (4.108)

• Atuando sobre |1, f, 0̃, ẽ〉,

A2|1, f, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉 e Ã2|1, f, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉. (4.109)

• Atuando sobre |1, f, 1̃, f̃〉,

A2|1, f, 1̃, f̃〉 = |1, f, 1̃, f̃〉 e Ã2|1, f, 1̃, f̃〉 = |1, f, 1̃, f̃〉. (4.110)

Sabemos da equação (4.102) que L = (A2 + Ã2)− 2AÃ, mas é necessário duplicar

este parâmetro. Vamos dividir L em outros dois parâmetros, ou seja

L = F − 2Ĝ, (4.111)

onde F = (A2 + Ã2) e Ĝ = AÃ. Note que Ĝ está escrito no espaço duplicado, pois este

termo já se encontra duplicado. A justificativa é a mesma dada para termo L̂, no caso

semi-clássico. É preciso agora duplicar F , assim

F = (σeσf + σ̃eσ̃f ) + (N + Ñ ) (4.112)

F̂ = (σeσf ⊗ Ĩ + I⊗ σ̃eσ̃f ) + (N ⊗ Ĩ + I⊗ Ñ )

F̂ = (|e〉〈e| ⊗ (|ẽ〉〈ẽ|+ |f̃〉〈f̃ |) + (|e〉〈e|+ |f〉〈f |)⊗ ẽ〉〈ẽ|) + (N ⊗ Ĩ + I⊗ Ñ )

F̂ = [|e, ẽ〉〈e, ẽ|+ |e, f̃〉〈e, f̃ |+ |f, ẽ〉〈f, ẽ|+ |e, ẽ〉〈e, ẽ|] + (N ⊗ Ĩ + I⊗ Ñ )

F̂ = (2|e, ẽ〉〈e, ẽ|+ |e, f̃〉〈e, f̃ |+ |f, ẽ〉〈f, ẽ|) + (N ⊗ Ĩ + I⊗ Ñ ). (4.113)

Com os resultados acima temos que L̂ = F̂ − 2Ĝ, e assim, a equação (4.101) é reescrita

como:

〈Û(t)〉R = e
−iĤ0t

~ e
−γL̂t

2 . (4.114)

Estamos interessados em saber como atua o termo exp{−(γL̂t)/2} e como já foi discutido

anteriormente, teremos que expandir este termo. Mas como o termo L̂ é a junção de de

F̂ e Ĝ a função exponencial fica,

e
−γL̂t

2 = e
−γF̂t

2 eγĜt. (4.115)
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Para atuar com exp{−(γL̂t)/2} sobre o estado inicial definido na equação (4.100)

vamos ter que expandir exp{−(γF̂t)/2} e exp{γĜt}. Expandindo exp{γĜt}, temos

eγGt = 1 + γGt+
(γGt)2

2!
+

(γGt)3

3!
+

(γGt)4

4!
+ · · · . (4.116)

Usando o auxilio das equações que vão de (4.103) a (4.110), teremos facilidade em atuar

com os termos da expansão sobre o estado, uma vez que Ĝ = AÃ. Portanto, vamos agora

atuar com eγGt expandindo sobre o vetor de estado inicial, mas por cautela, vamos analisar

termo a termo.

• Atuando com eγGt sobre |0, e, 0̃, ẽ〉,

G|0, e, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 1̃, f̃〉 , G2|0, e, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉,

G3|0, e, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 1̃, f̃〉 , G4|0, e, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉,

eγGt|0, e, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 0̃, ẽ〉+ γt|1, f, 1̃, f̃〉+
(γt)2

2!
|0, e, 0̃, ẽ〉+

(γt)3

3!
|1, f, 1̃, f̃〉+ · · ·

eγGt|0, e, 0̃, ẽ〉 = cosh(γt)|0, e, 0̃, ẽ〉+ senh(γt)|1, f, 1̃, f̃〉. (4.117)

• Atuando com eγGt sobre |0, e, 1̃, f̃〉,

G|0, e, 1̃, f̃〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉 , G2|0, e, 1̃, f̃〉 = |0, e, 1̃, f̃〉,

G3|0, e, 1̃, f̃〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉 , G4|0, e, 1̃, f̃〉 = |0, e, 1̃, f̃〉,

eγGt|0, e, 1̃, f̃〉 = |0, e, 1̃, f̃〉+ γt|1, f, 0̃, ẽ〉+
(γt)2

2!
|0, e, 1̃, f̃〉+

(γt)3

3!
|1, f, 0̃, ẽ〉+ · · ·

eγGt|0, e, 0̃, ẽ〉 = cosh(γt)|0, e, 1̃, f̃〉+ senh(γt)|1, f, 0̃, ẽ〉. (4.118)

• Atuando com eγGt sobre |1, f, 0̃, ẽ〉,

G|1, f, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 1̃, f̃〉 , G2|1, f, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉,

G3|1, f, 0̃, ẽ〉 = |0, e, 1̃, f̃〉 , G4|1, f, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉,

eγGt|1, f, 0̃, ẽ〉 = |1, f, 0̃, ẽ〉+ γt|0, e, 1̃, f̃〉+
(γt)2

2!
|1, f, 0̃, ẽ〉+

(γt)3

3!
|0, e, 1̃, f̃〉+ · · ·

eγGt|0, e, 0̃, ẽ〉 = cosh(γt)|1, f, 0̃, ẽ〉+ senh(γt)|0, e, 1̃, f̃〉. (4.119)
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• Atuando com eγGt sobre |1, f, 1̃, f̃〉,

G|1, f, 1̃, f̃〉 = |0, e, 0̃, f̃〉 , G2|1, f, 1̃, f̃〉 = |1, f, 1̃, f̃〉,

G3|1, f, 1̃, f̃〉 = |0, e, ẽ, ẽ〉 , G4|1, f, 1̃, f̃〉 = |1, f, 1̃, f̃〉,

eγGt|1, f, 1̃, f̃〉 = |1, f, 1̃, f̃〉+ γt|0, e, 0̃, ẽ〉+
(γt)2

2!
|1, f, 1̃, f̃〉+

(γt)3

3!
|0, e, 0̃, ẽ〉+ · · ·

eγGt|0, e, 0̃, ẽ〉 = cosh(γt)|1, f, 1̃, f̃〉+ senh(γt)|0, e, 0̃, ẽ〉. (4.120)

Com estes resultados podemos escrever como atua sobre o vetor de estado inicial a função

de operadores eγĜt. Assim,

eγĜt|Ψdiss
0 〉 = eγĜtα1|0, e, 0̃, ẽ〉+ eγĜtα2|0, e, 1̃, f̃〉+ eγĜtα3|1, f, 0̃, ẽ〉+ eγĜtα4|1, f, 1̃, f̃〉,

eγĜt|Ψdiss
0 〉 = (α1cosh(γt) + α4senh(γt))|0, e, 0̃, ẽ〉

+(α4cosh(γt) + α1senh(γt))|1, f, 1̃, f̃〉

+(α2cosh(γt) + α3senh(γt))|0, e, 1̃, f̃〉

+(α3cosh(γt) + α2senh(γt))|1, f, 0̃, ẽ〉. (4.121)

O próximo passo é expandir exp{−(γF̂t)/2}, mas antes vamos verificar como F̂

atua sobre os kets de base do vetor de estado dissipativo inicial.

F̂ |0, e, 0̃, ẽ〉 = 2|0, e, 0̃, ẽ〉, (4.122)

F̂ |0, e, 1̃, f̃〉 = 2|0, e, 1̃, f̃〉, (4.123)

F̂ |1, f, 0̃, ẽ〉 = 2|1, f, 0̃, ẽ〉, (4.124)

F̂ |1, f, 1̃, f̃〉 = 2|1, f, 1̃, f̃〉. (4.125)

As equações de (4.122) a (4.125) mostram que o vetor de estado dissipativo inicial

|Ψ0〉 é um autoestado de F̂ com autovalor 2. Neste caso, não precisamos expandir F̂ ,

podemos aplicar diretamente sobre exp{γĜt}|Ψdiss
0 〉. Portanto,

e
−γF̂t

2 eγĜt|Ψdiss
0 〉 = e−γt[(α1cosh(γt) + α4senh(γt))|0, e, 0̃, ẽ〉

+(α4cosh(γt) + α1senh(γt))|1, f, 1̃, f̃〉

+(α2cosh(γt) + α3senh(γt))|0, e, 1̃, f̃〉

+(α3cosh(γt) + α2senh(γt))|1, f, 0̃, ẽ〉]. (4.126)
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Após esta etapa, precisamos saber como atua o hamiltoniano livre Ĥ0 sobre as

bases do vetor de estado inicial, para atuar com Û0 na equação (4.126). No entanto, na

equação (4.99) é necessário fazer as operações entre entre dois sistemas distintos, para isso

é preciso duplicar cada termo do sistema da seguinte forma:

Ĥ0 = ~ωa(σeσf ⊗ Ĩ− I⊗ σ̃eσ̃f ) + ~ωc(N ⊗ Ĩ− I⊗ Ñ )

Ĥ0 = ~ωa[|e〉〈e| ⊗ (|ẽ〉〈ẽ|+ |f̃〉〈f̃ |)− (|e〉〈e|+ |f〉〈f |)⊗ ẽ〉〈ẽ|] + ~ωc(N ⊗ Ĩ− I⊗ Ñ )

Ĥ0 = ~ωa(|e, ẽ〉〈e, ẽ|+ |e, f̃〉〈e, f̃ | − |f, ẽ〉〈f, ẽ| − |e, ẽ〉〈e, ẽ|) + ~ωc(N ⊗ Ĩ− I⊗ Ñ )

Ĥ0 = ~ωa(|e, f̃〉〈e, f̃ | − |f, ẽ〉〈f, ẽ|) + ~ωc(N ⊗ Ĩ− I⊗ Ñ ). (4.127)

Atuando com o hamiltoniano livre sobre os vetores de bases encontramos,

Ĥ0|0, e, 0̃, ẽ〉 = 0 (4.128)

Ĥ0|0, e, 1̃, f̃〉 = ~∆|0, e, 1̃, f̃〉 (4.129)

Ĥ0|1, f, 0̃, ẽ〉 = −~∆|1, f, 0̃, ẽ〉 (4.130)

Ĥ0|1, f, 1̃, f̃〉 = 0 (4.131)

onde ∆ = ωa − ωc é a dessintonia.

Finalmente, atuando com Û0 na equação (4.126) encontramos,

〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉 = e

−iĤ0t
~ e

−γF̂t
2 eγĜt|Ψdiss

0 〉 =

e−γt[(α1cosh(γt) + α4senh(γt))|0, e, 0̃, ẽ〉

+(α4cosh(γt) + α1senh(γt))|1, f, 1̃, f̃〉

+e−i∆t(α2cosh(γt) + α3senh(γt))|0, e, 1̃, f̃〉

+ei∆t(α3cosh(γt) + α2senh(γt))|1, f, 0̃, ẽ〉]. (4.132)

O vetor de estado dissipativo para o caso quântico |Ψdiss(t)〉 = 〈Û(t)〉R|Ψdiss
0 〉 é definido

como:

|Ψdiss(t)〉 = e−γt[(α1cosh(γt) + α4senh(γt))|0, e, 0̃, ẽ〉

+(α4cosh(γt) + α1senh(γt))|1, f, 1̃, f̃〉

+e−i∆t(α2cosh(γt) + α3senh(γt))|0, e, 1̃, f̃〉

+ei∆t(α3cosh(γt) + α2senh(γt))|1, f, 0̃, ẽ〉]. (4.133)

O fator dissipativo está intimamente ligado aos termos coerentes, pois se α1 = α2

a população não dissipa com o tempo. Isso foi visto na equação (4.98), quando tentamos
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aproximar o vetor de estado para um formato semelhante ao do artigo. Analogamente ao

que foi feito no caso semi-clássico, onde α1 = α2, obtemos

|Ψdiss(t)〉 = α(|0, e, 0̃, ẽ〉+ |1, f, 1̃, f̃〉)

+e−γt[e−i∆t(α2cosh(γt) + α3senh(γt))|0, e, 1̃, f̃〉

+ei∆t(α3cosh(γt) + α2senh(γt))|1, f, 0̃, ẽ〉]. (4.134)

O vetor de estado dissipativo dado pela equação (4.133) é equivalente ao caso semi-

clássico, equação (4.96). No entanto, o campo quantizado contribui de forma efetiva, pois

os termos de oscilação vinculados aos termos fora da diagonal principal, depende da

dessintonia, que nada mais é que a diferença entre as frequências do átomo e campo. Este

não difere, em prinćıpio, da conhecidas Oscilações de Bohr, que correspondem à diferença

de frequência entre os ńıveis excitado e fundamental.

A partir da equação (4.133), podemos calcular a inversão de população e em seguida

plotar o seu gráfico. Sabemos que σz = [σe, σf ], mas antes de atuar com ele sobre o vetor

de estado dissipativo precisamos duplicar e estender, ou seja

σ̂z = σz ⊗ Ĩ− I⊗ σ̃z

= (σeσf − σfσe)⊗ Ĩ− I⊗ (σ̃eσ̃f − σ̃f σ̃e)

= (|e〉〈e| − |f〉〈f |)⊗ (|ẽ〉〈ẽ|+ |f̃〉〈f̃ |)− [(|e〉〈e|+ |f〉〈f |)⊗ (|ẽ〉〈ẽ| − |f̃〉〈f̃ |)]

= |e, ẽ〉〈e, ẽ|+ |e, f̃〉〈e, f̃ | − |f, ẽ〉〈f, ẽ| − |f, f̃〉〈f, f̃ | − |e, ẽ〉〈e, ẽ|+ |e, f̃〉〈e, f̃ |

−|f, ẽ〉〈f, ẽ|+ |f, f̃〉〈f, f̃ |

σ̂z = 2|e, f̃〉〈e, f̃ | − |f, ẽ〉〈f, ẽ|. (4.135)

Com este resultado em mãos, podemos obter a inversão de população de modo simples.

Para o nosso caso, teremos 〈Ψdiss(t)|σ̂z|Ψdiss(t)〉 cuja o resultado é simples,

〈σ̂z〉 = 〈Ψdiss(t)|σ̂z|Ψdiss(t)〉 = 2(α2
2 − α2

3)e−2γt. (4.136)

A curva de inversão de população vai depender dos coeficientes α2 e α3, neste caso,

quando α2 = α3 temos 〈σ̂z〉 = 0, ou seja, o sistema não afetado pelo processo de dissipação

térmica; podemos reinterpretar este caso da seguinte forma: com o estado preparado

com ”pesos”iguais, os termos correspondente à coerência (fora da diagonal principal) se
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cancelam, restando apenas probabilidade idêntica de encontrar o sistema tanto no estado

excitado quanto no fundamental. Para prosseguirmos, vamos plotar o gráfico, assumindo

valores para estes coeficientes e levando em consideração dois casos posśıveis, quando

α2 > α3 e quando α2 < α3. Lembrando que α1, α2, α3 e α4 são reais e que
∑4

j=1 α
2
j .

Figura 4.2: Inversão de população para o caso em que exista apenas um fóton na cavidade.

Utilizamos o MJC com a condição de que exista apenas um fóton dentro da cavi-

dade. Neste caso, a inversão de população varia entre 1 e −1. Quando for −1, o átomo se

encontra no estado fundamental e quando for 1 o átomo se encontra no estado excitado,

este resultado está de acordo com o encontrado na literatura. Porém, podemos ver na

equação (4.136) que a inversão de população converge para 0 devido à dissipação. Verifi-

cando as curvas, fica mais evidente a atuação da dissipação nos termos da coerência, onde

esse fator dissipativo é dominado pelo parâmetro γ. Quanto maior o γ, maior a dissipação

e mais rápido a inversão de população colapsa.

No caṕıtulo 3 foi feita uma revisão dos modelos de Sistema de dois ńıveis, Sistema

de três ńıveis - EIT e Modelo de Jaynes-Cummings, focando em aspectos do processo de

relaxação. Esta revisão nos permite traçar um paralelo com o resultado obtido neste caṕı-

tulo. Para o sistema de dois ńıveis, assim como o sistema de três ńıveis -EIT, a interação

com o meio resulta na relaxação do sistema devido a decoerência, isso também ocorre no

modelo de Jaynes-Cummings, mas a relaxação presente tem maior contribuição devido a

perda de fótons provocada pela interação do sistema com o meio, neste caso, a cavidade.

Em nosso trabalho adotamos o MJC para uma cavidade com um fator de qualidade ele-
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vado, restringindo assim, a perda de fótons. Mas, em termos microscópicos, levamos em

consideração a ação do reservatório térmico que foi introduzido através do rúıdo. A partir

desta consideração o fator dissipativo surgiu de forma expĺıcita e diretamente ligado aos

termos da coerência, como mostra a equação (4.134). Esse comportamento fica evidenci-

ado na figura 3.6, onde a coerência dissipa ao ponto do valor da inversão de população,

que é a diferença entre a população do estado excitado e do fundamental, tender a 0.
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Caṕıtulo 5

Conclusão e perspectiva

Neste trabalho de dissertação apresentamos um estudo teórico da aplicação da di-

nâmica de campo térmico sobre o modelo de Jaynes-Cummings. Adotamos como base

conceitos usados no artigo, “A new perspective to formulate a dissipative thermo field dy-

namics” e revisamos sistemas quânticos simples sobre a ótica do processo de relaxação,

para que tivéssemos a possibilidade de estabelecer uma comparação com o resultado ob-

tido em nossa pesquisa. No modelo de Jaynes-Cummings que utilizamos, levamos em

consideração que a cavidade tem um fator de qualidade elevado e assim não há interação

com o átomo devido as irregularidades, porém não desprezamos o reservatório térmico e

além disso, fixamos que as transições de estado libera apenas um fóton por vez. Com es-

sas considerações, usamos a dinâmica de campo térmico para investigar o comportamento

deste modelo, e conseguimos encontrar um vetor de estado, que chamamos de, “vetor de

estado dissipativo“, pois nele, a dissipação aparece de forma expĺıcita, ligado diretamente

aos termos responsáveis pela coerência. Em nossa análise, observamos que dissipação dilui

a coerência ao passar do tempo, e esse comportamento fica claro ao traçarmos as curvas

de inversão de população. Neste gráfico, apresentado na figura 4.2, a inversão de popula-

ção colapsa e este comportamento está diretamente ligado a perda de coerência devido a

dissipação. A figura 4.2, foi traçada, variando o parâmetro γ, que rege a dissipação, de

modo que quanto maior o seu valor, mais rapidamente a curva de inversão de população

colapsa.

Este resultado, demonstra um comportamento adverso ao que foi observado em

nossa revisão no capitulo 3, pois nos modelos revisados a relaxação é advinda da decoe-

rência, para o caso do Sistema de dois ńıveis e Sistema de três ńıveis -EIT e devido a perda
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de fótons no caso do Modelo de Jaynes-Cummings. O processo de relaxação em nosso

trabalho é fruto da dissipação dos termos responsáveis pela coerência. O átomo será en-

contrado, praticamente, ou no estado fundamental ou no excitado, ou seja, a interferência

entre os ńıveis tende a 0 devido a dissipação.

Utilizamos o MJC, no qual há apenas um fóton na cavidade, mas este trabalho pode

ser estendido para o caso de mais de um fóton, além disso o sistema que usamos exigiu

a inclusão de um rúıdo branco para representar as flutuações térmicas envolvidas, mas é

posśıvel adotar um sistema que exija um tipo de rúıdo colorido, que é mais complexo que

o rúıdo branco. Diretamente ligado ao resultado encontrado pode ser feitos um paralelo

com outros trabalhos que investigam comportamento similar, via outras teorias.
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