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Resumo

Neste trabalho, consideramos a eletrodinâmica quadri-dimensional estendida com

operadores de dimensão-cinco de Myers-Pospelov que violam a invariância de Lorentz e

estudamos a sua projeção de 4D para 2D do espaço-tempo. Ao projetar a teoria de 4D para

uma teoria em 2D, obtemos análogos do operadores de altas ordens derivativas. A saber,

obtemos uma nova teoria bi-dimensional correspondente a de Myers-Pospelov mediada por

operadores de dimensão-três violando a invariância de Lorentz descrita por dois campos

escalares. Nosso foco é o de usar esta Lagrangeana como uma nova abordagem de se obter

defeitos topológicos analíticos. Os termos cinéticos de altas ordens associados as equações

de movimento são não-triviais quando integrados. Descrevemos três cenários possíveis

para as equações de movimento tais como os regimes tipo-tempo, tipo-espaço e tipo-luz

para o parâmetro que controla a violação da invariância de Lorentz. Iniciamos nossos

estudos com Ansatz de ondas viajantes tipo-kink para teoria livre, que conduz restrições

para a relação de dispersão em cada cenário. Estudamos também um procedimento

para se obter soluções analíticas para teoria geral nos três cenários. Exempli�camos o

procedimento e discutimos o comportamento da soluções tipo defeitos.

Palavras-Chave: Campos escalares. Defeitos topológicos. Violação da invariância

de Lorentz.
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Abstract

In this work, we consider the four-dimensional electrodynamics extended with

Myers-Pospelov Lorentz invariance violating dimension-�ve operators to study 4D to 2D

projection. In projecting out the 4D theory down to a 2D theory we get analogs of

these operators. Namely, we obtain a new two dimensional theory with corresponding

2D Myers-Pospelov Lorentz invariance violating dimension-three operators for two scalar

�elds. Our focus is to use this Lagrangian as an approach to obtain analytical topological

defects. The higher-order kinetic terms associate to equations of motion are non-trivial to

be integrated. We describe three possible scenarios for the equations of motion, named by

time-like, space-like and light-like to Lorentz invariance violating parameter. We started

our studies with a kinklike travelling wave Ansatz for the free theory, which led us to

constraints for the dispersion relations of each scenario. We also study a procedure to

obtain analytical solutions for the general theory in the three mentioned scenarios. We

exempli�ed the procedure and discussed the behavior of the defect solutions.

Keywords: Scalar �elds. Topological defects. Lorentz invariance violation.
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Capítulo 1

Introdução

Como bem conhecemos, a invariância de Lorentz desempenha uma regra impor-

tante na física moderna. Atualmente, ela é um dos fundamentos da relatividade espe-

cial/geral e do modelo padrão que tem sido intensivamente testada no sistema solar e

em experimentos de colisões de partículas. Se a invariância de Lorentz for violada, os

pilares da física moderna enfraquecerão e uma nova física será necessária. Assim, é de

interesse testar a possibilidade da Violação da Invariância de Lorentz (VIL) com vários

experimentos terrestres e observações astrofísicas/cosmológicas [1, 2].

Uma visão mais realística está associada a perspectiva de uma nova física na escala

de energia de Planck (MP ∼ 1019GeV) conduzir a cenários descritos por teorias que

absorvem a VIL. Neste regime de energia, ambas as invariâncias Lorentz e de Carga-

Paridade-Temporal (CPT) esperam-se ser quebradas. Um dos principais trabalhos que

descrevem esse cenário, é o artigo seminal de Myers-Pospelov [3], em que consideram

modi�cações cúbicas para as relações de dispersão relacionadas com operadores derivativos

e massivos de dimensão-cinco ao longo de um quadri-vetor constante nµ interagindo com

campos escalares, férmions e fótons.

No sentido de explorar os efeitos dessa nova abordagem, Myers-Pospelov introdu-

zem, por exemplo, uma Lagrangeana eletromagnética efetiva através de um termo cinético

modi�cado , o artigo mencionado, conjectura que esta teoria de campos fornece uma es-

trutura capaz de determinar limites fenomenológicos para a VIL diante de interações na

ordem da escala de Planck.

Nos últimos anos, diversas investigações teóricas e fenomenológicas usam a teoria

efetiva acima como instrumento que prever sinais de VIL através da teoria quântica de

campos. Estudos teóricos resumem-se nos cálculos de quantização [4], comportamento

10



de analicidades de soluções e estabilidades da energia [5, 6] e por �m, abordagens do

espaço-tempo curvo [7]. Por outro lado, estudos fenomenológicos registram limites so-

bre a VIL pelo uso de recentes observações astrofísicas, como podemos observar, por

exemplo, as referências [8-13]. Contudo, foi levantado por Brito e colaboradores [14] que

também é relevante focar para os efeitos de baixa dimensionalidade do espaço-tempo de

tais operadores que introduzem a VIL. Neste caso, os autores projetam de forma sucessiva

a eletrodinâmica quântica de Myers-Pospelov em quatro dimensões (4D) numa teoria de

duas dimensões (2D). Este procedimento de projeção dimensional conduz a uma transição

de operadores de altas ordens derivativas.Uma das perspectivas apontada pela referência

[14] é a de investigar a presença de soluções tipo defeitos topológicos no setor escalar do

modelo. Portanto, o principal objetivo desta dissertação é de estudar um procedimento

analítico capaz de encontrar defeitos topológicos que satisfaçam as equações de movimento

associadas ao setor escalar da L2D.

Defeitos topológicos estão presentes em muitos ramos da Física, tais como na Física

da Matéria Condensada, modelos que descrevem dinâmica biológica e cenários que descre-

vem paredes de domínios, por exemplo. As soluções de defeitos topológicos são bastante

interessantes, principalmente pelo fato de que elas apresentam estabilidade linear diante

de pequenas perturbações e conteúdo de energia �nita. Algumas classes de modelos em

2D foram investigados no sentido de encontrar soluções tipo defeitos topológicos, foram

estudados por exemplo, por Bazeia e colaboradores [15] os quais apresentam modelos es-

táticos e analíticos cujas as formas dos potenciais e das soluções dependem da intensidade

do termo de VIL. Em seguida, esta abordagem foi generalizada por de Souza Dutra e

colaboradores [16], inserindo a VIL através de um modelo de dois campos escalares em

2D que descrevem soluções de ondas viajantes e defeitos estáticos.

Uma característica relevante sobre a Lagrangeana de Myers-Pospelov em 2D apa-

rece quando comparada aos modelos anteriores (baixa ordem derivativa) é que por se

apresentar em altas ordens derivativas isto impõem muitas di�culdades para se encontrar

soluções analíticas. Portanto nosso foco é o de estudar procedimentos que solucionam de

forma satisfatória, as equações de movimento devido a operadores de altas ordens deri-

vativas1. Uma vez elaborado tais procedimentos, eles serão aplicados de forma sucessiva

1São operadores que apresentam números de derivadas a mais do que os termos usuais da Teoria
Quântica de Campos, pois queremos simular teorias da Gravidade Quântica com modelos de teoria de
Campos.
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aos defeitos tipo sólitons e defeitos tipo ondas viajantes.

Este trabalho de dissertação é descrito a seguir. No Cap.2, introduzimos o termo de

Myers-Pospelov como modi�cação da eletrodinâmica clássica mediado por quadri-vetores

constantes. As equações de movimento e a relação de dispersão são obtidas. No Cap.3,

estudamos o efeito de redução dimensional da eletrodinâmica de Myers-Pospelov de 4D

para 2D. Usamos o processo de projeção dimensional de 4D para 2D, primeiro para o setor

de Maxwell e em seguida para o setor devido a modi�cação de Myers-Pospelov. Obtemos

uma teoria de campos escalares com operadores de altas ordens derivativas em 2D. No

Cap.4, encontramos soluções particulares para as equação de movimento nos três cenários,

tipo-tempo, tipo-espaço e tipo-luz, onde analisamos sua características de propagação.

No Cap.5, encontramos soluções gerais de defeitos para as equações de movimento, onde

utilizamos um método de resolução de equações diferenciais que pode ser aplicado tanto

para defeitos tipo sólitons quanto para defeitos tipo-ondas viajantes. Por último, no cap.6,

apresentamos nossas conclusões e perceptivas.

Ao longo deste trabalho adotaremos o sistema natural de unidades: c = ~ = 1

e as métricas: (+,−,−,−) e (+,−), respectivamente para (3+1) e (1+1) dimensões do

espaço-tempo.

12



Capítulo 2

Extensão da eletrodinâmica com
operadores de dimensão-cinco

Considere a densidade Lagrangeana de Maxwell com um operador de dimensão-

cinco ao longo de quadri-vetor constante proposto por Myers-Pospelov:

LMP = −1

4
FµνF

µν + gnµFµβ(n · ∂)nαF̃
αβ, (2.1)

onde, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor intensidade de campo eletromagnético e F̃αβ =

(1/2)εαβλρFλρ o seu tensor dual do campo de calibre (simetria U(1)). E ainda, g =

ξ/MP, com ξ sendo um parâmetro adimensional limitado pela escala de Planck, MP. Em

quatro dimensões do espaço-tempo, a análise dimensional da Lagrangeana (2.1) é dada

em unidades de massa como

[Aµ] = M, [∂µ] = M, [nµ] = M0, [Fµν ] = M2. (2.2)

Então, temos que o primeiro e o segundo termos de (2.1) correspondem aos operadores

de dimensão-quatro e de dimensão-cinco, respectivamente. Note também que o termo

adicional em (2.1) que insere a VIL é construído baseado nos seguintes critérios: i) qua-

drático nos campos; ii) número de derivadas a mais do que a do termo cinético usual;

iii) invariante diante a transformação de calibre: Aµ → A′µ = Aµ + ∂µΛ; iv) não redutí-

vel para operadores de baixa dimensão pela equação de movimento; v) não redutível para

uma derivada total. As condições ii) e v) garantem que operadores desse tipo conduzam a

modi�cações cúbicas na relação de dispersão. Neste capítulo, estudamos os efeitos da VIL

sobre as equações de movimento e nos modos de propagação das ondas eletromagnéticas.
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2.1 As equações de Maxwell modi�cadas

Considerando a Lagrangeana dada por (2.1) de modo que ela seja escrita na pre-

sença de uma fonte externa jµ, as equações de movimento devem ser obtidas quando

associadas as seguintes equações de Euler-Lagrange modi�cadas:

∂L
∂Aα

= ∂σ
∂L

∂
(
∂σAα

) − ∂ρ∂σ ∂L
∂
(
∂ρ∂σAα

) . (2.3)

Assim, devemos obter

∂σF
σα − g

2

[
(nρ∂ρ)

2nβε
βαγλFγλ − nαnρ∂ρnβεβσγλ∂σFγλ

]
+

−g
2

(nρ∂ρ)
2nβε

βανσFνσ = jα. (2.4)

E, considerando que nαnρ∂ρnβεβσγλ∂σFγλ = 01, temos que (2.4) deve se reduzir a forma:

∂σF
σα + g(nρ∂ρ)

2nβε
αβγλFγλ = jα. (2.5)

Notando que os campos elétricos e magnéticos são descritos através de F0i = −Ei e

Fij = −εijkBk, ao mesmo tempo que nµ = (n0, ~n) e jµ = (ρ,~j), isso nos possibilita a

reescrever a equação (2.5), primeiro para o caso em que α = 0:

∇ · ~E + 2g(n · ∂)2(~n · ~B) = ρ, (2.6)

e, depois para α = i:

−∂
~E

∂t
+∇× ~B + 2g(n · ∂)2(n0

~B − (~n× ~E)) = ~j. (2.7)

De fato, as equações de Maxwell com fontes são modi�cadas devido aos efeitos da VIL.

Por outro lado, o grupo das equações de Maxwell livre de fontes não são afetadas pela

VIL. Em particular, quando o quadri-vetor constante é tipo-tempo, nµ = (n0,~0), temos

que apenas a lei de Ampère-Maxwell regida pela equação (2.7) é modi�cada com um

campo magnético, constituinte nos efeitos da VIL. E quando o quadri-vetor constante é

tipo-espaço, nµ = (0, ~n) temos que ambas as leis de Gauss e Ampère-Maxwell, regidas

pela equações (2.6) e (2.7) são afetadas, tal que os campos elétrico e magnético aparecem

1Explorando a identidade de Bianchi, ∂σFγλ+∂γFλσ+∂λFσγ = 0, trocando os índices λ⇒ γ e γ ⇒ λ
no último termo da esquerda para direita e utilizando a propriedade anti-simétrica do tensor de intensidade
de campo eletromagnético, os dois últimos termos se cancelam, �cando apenas com ∂σFγλ = 0.
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como ingredientes da VIL de forma diferentes. Esse quadro pode ser melhor observado

nas tabelas a seguir:

Tabela 1- A equação (2.6) para os cenários tipo-tempo e tipo-espaço

tipo-tempo (nµ = (n0,~0)) tipo-espaço (nµ = (0, ~n))

~∇ · ~E = ρ ~∇ · ~E + 2g(~n · ~∂)2(~n · ~B) = ρ

No caso de (2.7), haverá modi�cações nos três cenários prévios, o que mais uma vez é

interpretado como quebra de covariância da teoria (ver tabela 2).

Tabela 2- A equação (2.7) para os cenários tipo-tempo e tipo-espaço

tipo-tempo (nµ = (n0,~0)) tipo-espaço (nµ = (0, ~n))

~∇× ~B − ∂ ~E
∂t

+ 2gn3
0

(
∂20 ~B

)
= ~J ~∇× ~B − ∂ ~E

∂t
− 2g(~n · ~∂)2(~n× ~E) = ~J

2.2 Modos de propagação das ondas eletromagnéticas

Os modos de propagação das ondas eletromagnéticas são naturalmente descritos

pela a relação de dispersão associada. Neste sentido, a relação de dispersão, pode ser

obtida a partir de (2.5) na ausência de fontes. No calibre de Lorentz (∂ · A = 0), temos

(
�ηαλ + 2g(n · ∂)2nβε

αβδλ∂δ
)
Aλ = 0, (2.8)

a qual associada a solução de ondas planas: Aλ = A(k)e−ik·x, obtemos

Θ̂αλAλ(k) = 0, (2.9)

com Θ̂αλ =
(
−ηαλk2 − 2i g(n · k)2nβε

αβδλkδ
)
. Por de�nição, a relação de dispersão é uma

quantidade determinada pelo determinante do operador associado a equação (2.9). Isto

pode ser obtido, primeiro multiplicando a equação (2.9) pelo operador auxiliar: Θ̂ασ =

(−ηασk2 − 2i g(n · k)2nµεαµνσk
ν) tal que

(
(k2)2 − 4g2(n · k)4

(
(n · k)2 − k2n2

) )
δλσAλ(k) = 0. (2.10)

Concluímos que a relação de dispersão covariante é dada por,

(k2)2 − 4g2(n · k)4
(
(n · k)2 − k2n2

)
= 0. (2.11)
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Por simplicidade, consideramos (2.11) apenas para os efeitos da VIL atribuídos aos regimes

isotrópicos: nµ = (n0,~0), sentidos pelas ondas eletromagnéticas. Isto implica em

(k2)2 − 4g2k40|~k|2 n6
0 = 0. (2.12)

Note que a equação (2.12) pode ser resolvida através de soluções por frequências

kµ = (ω,~k) cujo o resultado é dado na forma:

ωλ(~k) =
|~k|√

1 + 2gλ|~k|n3
0

, (2.13)

com duas polarizações λ = ±1. A solução, (2.13), deve recuperar corretamente a forma

usual no limite em que g → 0. Note também que os modos de propagação da onda

eletromagnética associados a (2.13) são descritos pela seguinte velocidade de grupo:

vg(
~k) =

∂ωλ

∂|~k|
=

1 + gλ|~k|
(1 + 2gλ|~k|n3

0)
3/2
, (2.14)

Por outro lado, a velocidade de fase que é dado por

vf =
ωλ

|~k|
=

1√
1 + 2gλ|~k|n3

0

. (2.15)

Para analisarmos a relação entre a velocidade de fase e a velocidade de grupo dos fótons

usamos a fórmula de Rayleigh vf
vg

= 1− ω
vf

(
dvf

d~k

)
, ou seja,

vf − vg
vg

=
gλ~kn3

0

(1 + 2gλ~kn3
0)

3/2
,

≈ gλ~kn3
0, (2.16)

onde expandimos o denominador e desprezamos os termos de segunda ordem em g. Ana-

lisando a equação anterior para λ = +1, temos o caso subluminal, em que vf > vg uma

dispersão média normal, e para λ = −1 temos o caso superluminal, isto implica que a

vg > vf que ocasiona uma anomalia na dispersão pela in�uência de efeitos anisotrópicos.

Portanto, podemos concluir que o modelo verdadeiramente isotrópico deve ser atribuído

apenas para o caso subluminal(λ = +1).

16



Capítulo 3

Campos escalares de Myers-Pospelov
em (1+1) dimensões

Neste capítulo, estudamos primeiramente a geração de uma teoria bi-dimensional

fruto de uma redução dimensional da eletrodinâmica de Myers-Pospelov (2.1), associada

a um processo de projeção dimensional de 4D para 2D do espaço-tempo. Neste ponto,

focamos em um modelo de baixa dimensionalidade parametrizado por operadores de al-

tas ordens derivativas. Usaremos como base a referência [14], para mais sobre redução

dimensional via projeção dimensional ver [17, 18] onde os autores realizaram a projeção

do modelo Chern-Simons com VIL de 4D para 3D.

3.1 Projeção dimensional 4D-2D

Nesta seção, estudamos o processo de projeção dimensional da teoria de calibre de

Myers-Pospelov em 4D para uma teoria em 2D. Primeiramente, a contribuição de Maxwell

assume a forma:

−1

4
FµνF

µν = −1

4

(
FijF

ij + 2F0aF
0a + 2F3aF

3a + FabF
ab
)
. (3.1)

Na nossa nomenclatura, renomeamos i, j = 0, 3 e a, b = 1, 2 de tal maneira que a propri-

edade anti-simétrica do tensor eletromagnético é preservada: Fa0 = −F0a e Fa3 = −F3a.

Então, o processo de redução dimensional se realiza de forma simples. Inicialmente, des-

membramos o quadri-vetor potencial Aµ = (A0, A1, A2, A3) para depois congelar duas das

três coordenadas espaciais, isto quer dizer que ∂1 = ∂2 = 0 quando estão atuando em

qualquer componente do quadri-pontencial (portanto Fab = 0). Neste caso, temos que a
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equação (3.1) reduz para,

−1

4
FµνF

µν = −1

4

(
FijF

ij + 2∂0Aa∂
0Aa + 2∂3Aa∂

3Aa
)
, (3.2)

pela métrica adotada: (+,−,−,−), constatamos que Aa = −Aa. Agora reescrevendo

A1 = φ e A2 = χ, �nalizamos essa primeira parte com

−1

4
FµνF

µν = −1

4
FijF

ij +
1

2
∂iφ∂

iφ+
1

2
∂iχ∂

iχ. (3.3)

Note portanto que o termo acima comporta a parte de Maxwell e dois campos escalares

sem massa numa teoria bi-dimensional.

Vamos agora direcionar as discussões para a contribuição de Myers-Pospelov. Di-

ante das mesmas condições descritas acima, temos

g(n · ∂)2Aνnµε
µρσν∂ρAσ = g(ni∂

i + na∂
a)2(Aνniε

ijσν∂jAσ + Aνnaε
aρσν∂ρAσ). (3.4)

Ou ainda,

g(n · ∂)2Aνnµε
µρσν∂ρAσ = g(ni∂

i + na∂
a)2
(
εijniχ∂jφ+ εaiρσna(∂iAρ)Aσ

)
, (3.5)

com εij12 = εij. Observe que o termo εijniχ∂jφ em (3.5) é o mais signi�cativo por

se apresentar apenas em termos dos campos escalares e de suas derivadas. O segundo

termo mistura campos vetoriais e campos escalares, porém por simplicidade devemos

desconsiderá-lo. Neste sentido, consideramos que na = 0, tal que

g(n · ∂)2Aνnµε
µρσν∂ρAσ = gniε

ij(nj∂
j)2χ∂jφ, (3.6)

observamos pela equação acima, devido ao processo que reduziu a dimensão do modelo,

que o operador não é de ordem cinco, mas claramente foi reduzido para terceira ordem.

Além disso, nota-se que a equação para este caso é totalmente composta por campos

escalares e suas derivadas.

Finalmente, concluímos que a projeção da densidade lagrangeana de Maxwell adi-

cionada do termo de Myers-Pospelov de 4D para 2D é dada por :

L2D = −1

4
FijF

ij +
1

2
∂iφ∂

iφ+
1

2
∂iχ∂

iχ+ gniε
ij(nj∂

j)2χ∂jφ. (3.7)

Esta teoria resultante é construída por campos bi-dimensionais vivendo num espaço-tempo

quadri-dimensional. O novo termo refere-se como modelo de Myers-Pospelov escalar em
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2D.

3.2 Modelo de Myers-Pospelov escalar em (1+1)dimen-

sões

De acordo com o termo previamente projetado de uma teoria em 4D para uma outra

teoria em 2D, nesta seção introduzimos uma nova teoria de campos com dois campos reais

com uma dinâmica em altas ordens derivativas devido a VIL. Desta forma, temos

L2D =
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ+ gεµνnµ(n · ∂)2χ∂νφ, (3.8)

onde µ = ν = 0, 1 e nµ = (n0, n1). As equações de movimento associada a lagrangeana

(3.8), devido aos campos escalares φ e χ são dadas respectivamente,

�φ+ gεµνnµ(n · ∂)2∂νχ = 0,

�χ− gεµνnµ(n · ∂)2∂νφ = 0, (3.9)

onde usamos � = ∂µ∂
µ que é o operador D'Alambertiano. Note que as equações acima

dependem da escolha do tensor de fundo nµ, portanto elas podem mudar se nµ for pura-

mente tipo-tempo, tipo-espaço ou tipo-luz.

Neste ponto, pretendemos obter a relação de dispersão que descreverá as propa-

gações dos campos φ e χ devido as equações de movimento descrita acima. Considere

primeiro, as soluções de ondas planas: φ(x) = φ̃(p)e−ip·x e χ(x) = χ̃(p)e−ip·x para aplicar

em (3.9) independentemente. Assim, encontramos p2 −igεµνnµ(n · p)2pν
igεµνnµ(n · p)2pν p2

 φ̃(p)

χ̃(p)

 =

 0

0

 . (3.10)

Através do determinante da matriz associada a equação (3.10), reproduziremos a seguinte

relação de dispersão covariante:

p2 − λgεµνnµ(n · p)2pν = 0, (3.11)

onde λ = ±1 que de�ne o caráter birrefringente para o sistema. Quando comparamos

a relação de dispersão (3.11), com a relação de dispersão devido a termos de Myers-

Pospelov original (2.11), notamos que sua estrutura não deve mudar, pelo menos, para o
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caso isotrópico (nµ = (n0,~0)).
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Capítulo 4

Defeitos topológicos: Soluções
particulares

Quando realizamos a redução dimensional do modelo, havia a perspectiva apontada

por Brito e colaboradores [14] de investigar a presença de soluções de defeitos topológicos

no setor escalar, com isso, iremos introduzir um procedimento analítico com o intuito de

obtermos soluções que caracterizem defeitos topológicos [19, 20, 21], de modo a satisfazer

as equações de movimento (3.9), que nessa ocasião é controlada por um potencial:

�φ+ gεµνnµ(n · ∂)2∂νχ+ Vφ = 0,

�χ− gεµνnµ(n · ∂)2∂νφ+ Vχ = 0, (4.1)

onde Vφ = ∂V (φ, χ)/∂φ e Vχ = ∂V (φ, χ)/∂χ. Como podemos observar em (4.1), o modelo

de Myers-Pospelov compactado para duas dimensões, carrega as altas ordens derivativas

que impõem várias di�culdades para se obter soluções analíticas. A seguir iremos usar um

Ansatz 1 tipo-kink 2 para explorar uma versão particular das equações de movimento. Os

conjuntos de equações associadas a cada con�guração do quadri-vetor, nµ, se é tipo-tempo,

tipo-espaço e tipo-luz são dadas a seguir:

• Caso tipo-tempo nµ = (1,~0):

φ̈− φ′′ + gχ̈′ + Vφ = 0, (4.2a)

χ̈− χ′′ − gφ̈′ + Vχ = 0. (4.2b)

1Ansatz é uma palavra de origem alemã que é entendida como um chute.
2soluções tipo-kink são soluções topológicas por terem limites assintóticos diferentes, onde conectam

os diferentes mínimos do potencial.
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• Caso tipo-espaço nµ = (0, n1 = −1):

φ̈− φ′′ + gχ̇′′ + Vφ = 0, (4.3a)

χ̈− χ′′ − gφ̇′′ + Vχ = 0. (4.3b)

• Caso tipo-luz nµ = (1, n1 = −1):

φ̈− φ′′ + g (
...
χ + 3χ̈′ + 3χ̇′′ + χ′′′) + Vφ = 0, (4.4a)

χ̈− χ′′ − g
(...
φ + 3φ̈′ + 3φ̇′′ + φ′′′

)
+ Vχ = 0. (4.4b)

Iremos trabalhar com um caso especial, em que o potencial depende apenas do campo φ,

ou seja, V = V (φ). Deste modo, as equações anteriores relativas à dinâmica do campo χ

podem ser reescritas como

χ̈− χ′′ − gφ̈′ = 0, tipo-tempo (4.5)

χ̈− χ′′ − gφ̇′′ = 0, tipo-espaço (4.6)

χ̈− χ′′ − g
(...
φ + 3φ̈′ + 3φ̇′′ + φ′′′

)
= 0. tipo-luz (4.7)

Utilizando um Ansatz tipo-kink para o campo φ, temos

φ(x, t) = tanh(kx+ ωt), (4.8)

tal solução estabelece os seguintes vínculos:

φ̇ = ω(1− φ2), φ′ = k(1− φ2),

φ̈ = −2ω2(1− φ2)φ, φ′′ = −2k2(1− φ2)φ, φ̇′ = −2ωk(1− φ2)φ,

φ̈′ = 6ω2kφ2(1− φ2)− 2ω2φ′, φ̇′′ = 6ωk2φ2(1− φ2)− 2ωkφ′,
...
φ = 6ω3φ2(1− φ2)− 2ω2φ̇, φ′′′ = 6k3φ2(1− φ2)− 2k2φ′, (4.9)

as quais deverão ser satisfeitas por (4.8). Agora vamos considerar uma função χ descrita

por

χ = f(φ) =
φ2

2
, (4.10)

como uma conexão entre ambos os campos φ e χ que pode ser aplicada em conjunto com

(4.9) e analisar cada uma das diferentes con�gurações de quebra. Primeiro vamos tomar
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as derivadas referentes a (4.10) (de acordo com a equação (4.8)) de modo a obter

χ′ = φk(1− φ2), χ̇ = φω(1− φ2), (4.11)

χ′′ = k2(1− φ2)− 3k2φ2(1− φ2), χ̈ = ω2(1− φ2)− 3ω2φ2(1− φ2),

χ̇′′ = −8ωk2φ(1− φ2) + 12ωk2φ3(1− φ2), χ̈′ = −8ω2φφ′ + 12kω2φ3(1− φ2),

χ′′′ = −8k3φ(1− φ2) + 12k3φ3(1− φ2),
...
χ = −8ω3φ(1− φ2) + 12ω3φ3(1− φ2).

Agora com os dois conjuntos de equações dados pelas equações (4.9) e (4.11), iremos

estudar as equações de movimento para cada cenário do quadri-vetor: nµ, com intuito de

encontrar certas soluções particulares.

4.1 Regime tipo-tempo

Fazendo uso das equações (4.9) e (4.11), em (4.2a), obtemos :

−2ω2(1− φ2)φ− φ′′ + g(−8ω2φφ′ + 12kω2φ3(1− φ2)) + Vφ = 0,

−φ′′ − 8gω2φφ′ = 0, (4.12)

que foi reescrita como uma equação de Burgers3, para isto ser verdade teremos que a

derivada do potencial em relação a φ deverá ser:

Vφ = 2ω2(1− φ2)φ− 12gkω2φ3(1− φ2), (4.13)

portanto, substituindo o Ansatz (4.8) na equação (4.12), temos:

2k2(1− φ2)φ− 8gω2φ(1− φ2) = 0

k2 − 4gω2k = 0

k
(
k − 4gω2

)
= 0

k = 4gω2, (4.14)

3As equações de Burgers, elaborada por Johannes Martinus Burgers(1895-1981), são consideradas
como uma forma simpli�cada das equações de Navier-Stokes, da forma, ut + Auux − µuxx, onde A
controla a não linearidade e µ é a viscosidade padrão, esta equação foi introduzida inicialmente para
descrever turbulências de um �uido em uma única dimensão espacial [27],[28].
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que é a relação de dispersão, onde precisamos determinar o valor de ω, para isso vamos

substituir as derivadas dos campos em (4.5), assim;

ω = ±(2
√

2g)−1, (4.15)

por conseguinte, com os valores de k e ω obtidos , se faz possível determinar a forma do

potencial integrando a equação (4.13), ou seja;

V (φ) =
φ2

8g2
(1− φ2)2, (4.16)

4.2 Regime tipo-espaço

Procedendo analogamente ao regime tipo-tempo, substituímos (4.8) em (4.3a),

para obtermos;

−φ′′ − 8gωkφφ′ = 0, (4.17)

a equação anterior �cará análoga a uma equação de Burgers, se a derivada do potencial

em relação a φ for,

Vφ = 2ω2(1− φ2)φ− 12gωk2φ3(1− φ2), (4.18)

então de (4.17), pode-se obter o valor de ω com o auxilio de (4.9),

ω = (4g)−1, (4.19)

e consequentemente a partir da equação (4.6), substituindo as derivadas é possível obter

o valor de k,

k = ±(2
√

2g)−1, (4.20)

com os valores de ω e k para o tipo-espaço de�nidos, pode-se determinar o potencial

integrando (4.18), assim

V (φ) =
φ2

16g2
(1− φ2)2. (4.21)

4.3 Regime tipo-luz

Substituindo o Ansatz para as equações no cenário tipo-luz, obteremos algumas

estabilidades nas soluções, para evitarmos essas estabilidades modi�caremos a equação

de movimento (4.4), para chegarmos em uma solução aceitável. Primeiro substituindo o
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Ansatz na equação para o campo φ, irá se reduzir a

−φ′′ − 8g(k2 + 3ωk + 3ω2)φφ′ = 0, (4.22)

a equação anterior �cará análoga a uma equação de Burgers, se a derivada do potencial

em relação a φ for

Vφ = 2ω2(1− φ2)φ− 12gk3φ3(1− φ2)− 36gωk2φ3(1− φ2)

−36gω2kφ3(1− φ2)− 12gω3φ3(1− φ2) + 8ω3φ(1− φ2). (4.23)

Voltando para a equação (4.22), substituindo as derivadas φ′′ = −2k2φ(1 − φ2) , φ′ =

k(1− φ2), �camos com,

k2(1− 4gk) + 12αg(ω2 + ωk)k = 0 (4.24)

onde α é um parâmetro que será obtido, manipulando a equação (4.7), para o campo χ

livre de potencial, substituindo as derivadas em (4.7) evidenciamos

ω2 − k2 + g
(
2ω3 + 6ω2k + 6ωk2 + 2k3

)
= 0, (4.25)

cujas soluções são,

ω± =
−1− 4gk ±

√
1 + 16gk

4g
, (4.26)

com o resultado anterior, substituímos ω+ com k ≡ −1+β2

16g
na equação (4.24), obtemos

α = − (1 + β)(β2 + 5)

12(β − 3)(β − 1)
, (4.27)

então para β = 2, α = −1/4 e k = 3/16g, logo ω = 1/16g, e substituindo o valor de α na

equação (4.24) �camos com,

2k2 − g(8k2 + 6ω2 + 6ωk)k = 0 (4.28)

onde essa equação inicialmente tinha a forma,

2k2 − g(8k2 + 24ω2 + 24ωk)k = 0, (4.29)
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logo temos que somar e subtrair 18gω2 + 18gωk dentro dos parênteses para chegar em

(4.28), onde a parte positiva é colocada dentro de Vφ que �cará

Vφ = 2φ(φ2 − 1)
[
6gk3φ2 + 9gk2ω(φ2 − 1) + ω2(9gk(φ2 − 1)− 1) + 2gω3(3φ2 − 2)

]
.

(4.30)

Consequentemente, analisando a equação (4.28), com o auxilio de (4.8), determinamos a

relação de dispersão,

k± =
1− 3gω ±

√
1− 39g2ω2 − 6gω

8g
, (4.31)

além disso, (4.7) apresenta as seguintes restrições, ω1 = −(4g)−1 para k1 = (4g)−1,

e ω2 = (16g)−1 para k2 = 3(16g)−1, para que o potencial seja realmente nulo, assim

substituindo os valores de ω1 e k1 em (4.30) o resultado Vφ = 0, por outro lado, os

parâmetros ω2 e k2 resultam em,

∂V

∂φ
=

3φ5 − 4φ3 + φ

16g2
, (4.32)

cuja integração nos leva a

V2(φ) =
φ2

32g2
(1− φ2)2. (4.33)

4.4 Análises Grá�cas

Uma interessante característica a respeito desta abordagem é que as equações

(4.12), (4.17) e (4.22) podem ser vistas como equações de Burgers [27],[28] para ondas

com baixas velocidades.

Algumas soluções que satisfazem as equações de Burgers, podem apresentar a

propriedade de serem quirais, o que signi�ca que estas ondas se propagam com o sinal

bem de�nido para suas velocidades [29]. Para analisarmos se as equações apresentam uma

propagação quiral, plotamos os grá�cos da função φ(x, t) = tanh(kx+ ωt) com os valores

de k e ω obtidos em cada cenário, onde foi observado que apenas as soluções tipo-espaço

e tipo-luz apresentam um comportamento quiral, como pode ser visualizado na Figura

(4.1).

26



Figura 4.1: O campo φ para os cenários tipo-tempo, tipo-espaço e tipo-luz, com g = 0.1.
A evolução temporal (t = 0, 5 a esquerda e t = 1 a direita) das soluções, mostram o
comportamento quiral para as soluções tipo-espaço e tipo-luz.

O grá�co foi plotado t = 0.5 a esquerda para cada cenário, e após uma evolução

temporal em t = 1 a direita para cada cenário, a curva tracejada em azul mostra o

comportamento da função φ para k e ω+ para o tipo-tempo, k+ e ω para o tipo-espaço

e k1 e ω1 para o tipo-luz. Além disso a curva em vermelho mostra o comportamento da

função φ para k e ω− para o tipo-tempo, k− e ω para o tipo-espaço e k2 e ω2 para o

tipo-luz. É importante notar que as relações de dispersão encontradas mostram que ω e

k dependem do parâmetro de intensidade de violação da invariância de Lorentz g que é

uma demostração clara que os campos φ e χ são sensíveis a violação da invariância de

Lorentz.
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Capítulo 5

Defeitos topológicos: Soluções gerais
analíticas

No capítulo anterior elaboramos soluções particulares para as equações de movi-

mento (3.9), porém é relevante procurarmos por conjuntos gerais de campos que possam

satisfazer as equações de movimento de um modo mais natural, para o modelo estático e

para o modelo dependente do tempo (ondas viajantes), como veremos a seguir,

5.1 Modelo estático

Para uma análise de defeitos estáticos em uma dimensão, onde os campos se ca-

racterizam por φ = φ(x) e χ = χ(x), as equações (4.2) e (4.3) assumem a forma,

−φ′′ + Vφ = 0; −χ′′ + Vχ = 0, (5.1)

estas são equações de movimento de dois campos escalares padrão, e que apresentam

soluções linearmente estáveis [31], no entanto as equações para o tipo-luz Eq.(4.4) que são

reescritas como,

−φ′′ + gχ′′′ + Vφ = 0

−χ′′ − gφ′′′ + Vχ = 0, (5.2)

preservando os termos de alta ordem derivativa, o que acarretará várias di�culdades no

âmbito de obtermos uma solução para a equação de movimento. O sistema de equações

diferenciais anterior pode ser integrado uma vez, tal procedimento de integração, consiste

em multiplicar a primeira equação por φ′ e a segunda por χ′ e então somando-as, obtemos

−φ′′φ′ − χ′′χ′ + gχ′′′φ′ − gφ′′′χ′ + Vφφ
′ + Vχχ

′ = 0, (5.3)
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que por sua vez, pode ser reescrita como

dV (φ, χ)

dx
=

d

dx

(
φ′2

2

)
+

d

dx

(
χ′2

2

)
− g d

dx
(χ′′φ′ − φ′′χ′). (5.4)

Ao integrarmos diretamente a equação anterior em ralação a variável x, obtemos direta-

mente

V (φ, χ) =
φ′2

2
+
χ′2

2
− g(χ′′φ′ − φ′′χ′). (5.5)

Como inspiração para estabelecermos um Ansatz adequado para o formalismo prévio, é

interessante nos espelharmos no modelo de VIL estudado por Barreto e colaboradores em

[23], onde os autores resolveram as seguintes equações de movimento,

φ′′ + gχ′ = Vφ, χ′′ + gφ′ = Vχ, (5.6)

repetindo o procedimento de primeira integração, o potencial resultante é,

V (φ, χ) =
φ′2

2
+
χ′2

2
. (5.7)

Em sua investigação, Barreto et al. consideraram que as equações de movimento (5.6) po-

deriam ser resolvidas a partir de soluções que satisfazem as seguintes equações diferenciais

de primeira ordem,

φ′ = Wφ(φ, χ) + s1χ; χ′ = Wχ(φ, χ) + s2φ, (5.8)

onde s1 e s2 são constantes reais e Wφ e Wχ são derivadas de um superpotencial1. Assim,

substituindo (5.8) nas equações (5.6) e (5.7), veri�ca-se que as equações de primeira

ordem para os campos φ e χ satisfazem a equação de movimento se g = s2−s1. Contudo,

podemos nos perguntar, qual a razão especí�ca por traz do formalismo de primeira ordem

proposto por Barreto ? Para conseguirmos uma reposta para essa abordagem usamos as

formas genéricas,

φ′ = F (φ, χ) χ′ = G(φ, χ), (5.9)

então aplicando estas equações em (5.6) e (5.7), estabelecemos uma restrição mais funda-

mental,

g + Fχ −Gφ = 0. (5.10)

1Superpotenciais são funções continuas que estão associadas a descrição de setores bosônicos reais em
teorias supersimétricas [32, 33]
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Deste modo, podemos observar que ao substituirmos as formas propostas por Barreto et

al. em (5.10), derivamos o vínculo g = s2− s1. Consequentemente, a maior restrição para

o formalismo de primeira ordem relacionado com o modelo de VIL introduzido em [23], é

aquela descrita por (5.10). Por analogia aplicando o Ansatz (5.9) em (5.2) e (5.5), resulta

na restrição

Gφ + Fχ(3gGφ − 1) + g
[
G2
χ −GχFφ + F 2

φ +G(Gχχ + Fφχ) + F (Gφχ + Fφφ)
]

= 0. (5.11)

Podemos perceber que a diferença entre as equações (5.10) e (5.11) é uma consequência

direta dos termos gφ′′′ e gχ′′′ presentes na equação de movimento do modelo. Uma maneira

de encontrar soluções que satisfaçam o vínculo (5.11), consiste em de�nir que as funções

F e G possuem as seguintes dependências

F = Wφ(φ, χ) + Z(φ) [φ− f(χ)] ; G = Wχ(φ, χ) + Z(χ) [φ− f(χ)] ;

Z(φ) = Z(χ) (5.12)

onde o superpotencial W estar relacionado com uma teoria analítica padrão de dois cam-

pos, e Z é uma função arbitrária, cuja forma explícita é determinada a partir de (5.11)

substituindo (5.12) e suas derivadas. Além disso é usado o mapeamento ou método de

deformação [34] , φ = f(χ), para escrever Z(φ) como Z(χ).Observamos que tal mape-

amento é análogo a uma órbita especí�ca entre os dois campos escalares. Então para

uma dada conexão entre φ e χ os termos multiplicando Z em (5.12) irão se cancelar. Ao

determinarmos a forma da função Z, podemos veri�car que as soluções das equações de

primeira ordem de fato irão satisfazer as equações de movimento (5.2).

5.1.1 Exemplo φ4 + χ4

Vamos ilustrar a metodologia da última seção com um exemplo envolvendo um

modelo φ4 acoplado a um modelo χ4, que é derivado a partir do superpotencial,

W (φ, χ) = k

(
φ− φ3

3

)
+ k

(
χ− χ3

3

)
, (5.13)

e os defeitos analíticos associados com tal modelo são,

φ(x) = tanh(kx); χ(x) = tanh(kx), (5.14)

30



que revelam soluções topológicas tipo-kink. Consequentemente, a função de deformação

que conecta esses campos é simplesmente ,

φ = f(χ) = χ. (5.15)

A equação (5.13) revela que as formas de F e G serão respectivamente

F = k(1− φ2) + Z(φ)(φ− χ); G = k(1− χ2) + Z(χ)(φ− χ), (5.16)

para determinarmos a forma da função arbitrária Z, substituímos as funções anteriores e

suas derivadas em (5.11), resultando no vínculo

Z(χ) = 2gk2(1− 2χ2), (5.17)

cuja obtenção foi possível graças ao fato de Z(φ) = Z(χ), Zφ(φ) = Zχ(χ) e φ = χ. Então a

abordagem de primeira ordem para esse modelo de VIL é baseada nas seguintes equações

de primeira ordem,

φ′ = k(1−φ2) + 2gk2(1− 2φ2)(φ−χ); χ′ = k(1−χ2) + 2gk2(1− 2χ2)(φ−χ), (5.18)

cujas soluções analíticas correspondentes são aquelas apresentadas em (5.14). Usamos

estas equações diferenciais de primeira ordem e suas derivadas segundas em (5.5) para

construir o potencial efetivo de dois campos escalares V (φ, χ), cuja forma explicita é,

V (φ, χ) =
k2

2

{
[64g4k4(1− 2χ2)(2φ2 − 1)(φ− χ)4

−16g3k3(φ− χ)3(5 + 3(4χ2 − 3)φ2 − 2χφ− 9χ2) (5.19)

+4g2k2(φ− χ)2(4χ4 + 7χ2 + 4φ4 + (7− 12χ2)φ2 + 2χφ− 6)

+4gk(φ− χ)(2χ4 − 2χ2 + 2φ4 − (χ2 + 2)φ2 + 1) + χ4 − 2χ2 + φ4 − 2φ2 + 2
}
.

Com o potencial efetivo tomamos as suas derivadas em relação a φ e χ, e usamos para

provar que as soluções analíticas de (5.14) satisfazem as equações de movimento (5.2).

Para determinar a energia total dos defeitos é feita uma integração da densidade

Hamiltoniana sobre todo espaço, que para tal modelo é derivado a partir da componente
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T 00 do tensor energia-momentum2, cuja forma para esta dinâmica especí�ca é,

H = T 00 =
2∑
i=1

{[
∂L

∂(∂0φi)
− ∂α

∂L
∂(∂0∂αφi)

]
∂0φi +

[
∂L

∂(∂0∂αφi)

]
∂α∂

0φi

}
− L; (5.20)

com φ1 = φ e φ2 = χ. Logo para defeitos estáticos, a equação prévia se modi�ca para,

H = T 00 =
φ′2

2
+
χ′2

2
− gχ′′φ′ + V (φ, χ), (5.21)

substituindo as derivadas das funções (5.18), e o potencial efetivo (5.19), na equação

acima, obtemos

H = 2k2sech4(kx) [gk tanh(kx) + 1] , (5.22)

que integrando sobre todo o espaço, resulta na energia total,

E = 2k2
∫ +∞

−∞
sech4(kx) [gk tanh(kx) + 1] dx =

8

3
k (5.23)

assim, é obtido uma energia total positiva e �nita.

Analisando os pontos extremos do potencial (5.19), encontramos um máximo local

em V (0, 0) = k2 e dois mínimos em V (±1,±1) = 0, que fazendo o teste da derivada

segunda3 podemos garantir que os mínimos φv = χv = ±1 serão verdadeiros, se

D = VφφVχχ − V 2
φχ = 16(k4 + 8g2k6) > 0, (5.24)

e

Vφφ = 4k2(1 + 2gk(−1 + 3gk)) > 0, (5.25)

essa última equação revela que,

4k2(1 + 2gk(−1 + 3gk)) > 0

1 + 2gk(−1 + 3gk) > 0

2gk(−1 + 3gk) > −1

2gk(1− 3gk) < 1, (5.26)

o que corresponde a uma restrição entre k e o parâmetro de violação de Lorentz g.

Além disso, se for tomado g = 0, o potencial V em (5.19), reduz para o potencial

2O tensor energia-momentum no formalismo de altas ordens derivativas está expresso no Apêndice C.
3O teste da derivada segunda para funções de duas variáveis é feita pelo uso da matriz hessiana sendo

maior que zero, D = VφφVχχ − V 2
φχ > 0 e a derivada segunda do potencial em relação a φ sendo também

maior que zero, Vφφ > 0 podemos garantir que os mínimos são mínimos locais.
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padrão dado por,

Vp(φ, χ) =
k2

2
(χ4 − 2χ2 + φ4 − 2φ2 + 2), (5.27)

que tem quatro pontos de sela em (±1, 0) e (0,±1), implicando em Vp(±1, 0) = Vp(0,±1) =

k2/2. Agora aplicando φ = ±1 e χ = 0 em (5.19), temos

V (±1, 0) =
k2

2
± 2gk3 + 10g2k4 − 32g3k5 + 32g4k6 ≡ Vp(±1, 0) + ck2, (5.28)

com

c = ±2gk + 10g2k2 − 32g3k3 + 32g4k4, (5.29)

onde c é uma pequena correção para o potencial original causado pelo parâmetro de VIL.

Agora supondo que g ≡ (αk)−1, onde α é uma constante adimensional real, a equação

anterior é reescrita como,

(α± 2)2(α2 + 16)

2α4
=

(
1

2
+ c

)
. (5.30)

Para termos certeza que g propicia pequenas pertubações sobre o potencial padrão, é

considerado uma correção c = 10−1 na equação acima, implicando em α ≈ ±24, 61,

analogamente para uma correção c = 10−2, temos α ≈ ±204, 96. Em tais casos, se k = ±1,

determinamos que g ≈ 0, 04 e g ≈ 0, 005 para c = 10−1 e c = 10−2 respectivamente. Os

efeitos dessas perturbações causadas pelo parâmetro de VIL podem ser visualizados nas

Figuras 5.1 e 5.2 nas quais, é possível perceber que pequenos valores de c resultam em

pequenas correções sobre o potencial padrão.

Figura 5.1: O potencial à esquerda para g = (αk)−1, α = 204, 96, e k = 1. A direita o
grá�co do contorno de V, onde a linha vermelha representa a órbita analítica do presente
modelo conectando o mínimo (-1,-1) com (1,1).

33



Figura 5.2: O potencial a esquerda para g = (αk)−1, α = 24, 61, e k = 1. A direita o
grá�co do contorno de V, onde a linha vermelha representa a órbita analítica do presente
modelo conectando o mínimo (-1,-1) com (1,1).

E ainda o fato que k = (αg)−1 signi�ca que os defeitos são sensíveis ao parâmetro

de VIL, como pode ser visualizado na Figura (5.3), onde a intensidade de transição entre

dois vácuos depende de g.

Figura 5.3: Os campos φ e χ do modelo φ4 − χ4, onde os kinks foram gerados com
k = (αg)−1, α = 204, 96, g = 0, 005 (curva sólida vermelha), e g = 0, 001 (curva azul
tracejada). Concluímos que pequenos valores de g resultam em transições mais intensas
entre os vácuos.
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5.2 Defeitos tipo ondas viajantes

Nesta seção aplicamos um Ansatz dependente do tempo nas equações de movi-

mento, que no estudo de defeitos topológicos é conhecido como ondas viajantes, sendo

este, um kink dinâmico que se propaga como um pacote de onda, com velocidade cons-

tante e sem mudar sua forma. Vamos analisar a possibilidade de soluções tipo ondas

viajantes para os cenários tipo-tempo, tipo-espaço e tipo-luz, em tal abordagem foi usado

o Ansatz,

φ = φ(kx+ ωt); χ = χ(kx+ ωt), (5.31)

e suas derivadas podem ser escritas como,

φ̇ =
ω

k
φ′; φ̈ =

ω2

k2
φ′′;

χ̇ =
ω

k
χ′; χ̈ =

ω2

k2
χ′′. (5.32)

Assim as Equações (4.2), (4.3) e (4.4), serão simpli�cadas e reescritas apenas em termos

de derivadas em relação à variável espacial4 x, como vemos abaixo

−aφ′′ + biχ
′′′ + Vφ = 0;

−aχ′′ − biφ′′′ + Vχ = 0, (5.33)

com i = 1 para tipo-tempo, i = 2 para tipo-espaço e i = 3 para tipo-luz, além disso, os

valores explícitos das constantes a e bi são,

a = 1− ω2

k2
; b1 = g

ω2

k2
; b2 =

ω

k
; b3 = g

(
1 +

ω

k

)3
. (5.34)

As equações de movimento (5.33) podem ser integradas uma vez, de forma direta. Tal

procedimento consiste em multiplicar a equação à esquerda de (5.33) por φ e a equação à

direita por χ, deste modo, a adição de ambas resulta em

dV (φ, χ)

dx
= a

d

dx

(
φ′2

2
+
χ′2

2

)
− bi

d

dx
(χ′′φ′ − φ′′χ′), (5.35)

cuja integração resulta no potencial efetivo,

V (φ, χ) = a

(
φ′2

2
+
χ′2

2

)
− bi(χ′′φ′ − φ′′χ′). (5.36)

4Adotamos este procedimento a �m de simpli�car o processo de resolução. A informação sobre a
dependência temporal das equações estão inseridas nas constantes a e bi com i = 1, 2, 3.
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Portanto considerando as equações diferenciais de primeira ordem estabelecidas em (5.9) e

repetindo a metodologia apresentada na última seção, encontramos a equação de restrição,

aGφ+Fχ(3bGφ−a) + b
[
G2
χ −GχFφ + F 2

φ +G(Gχχ + Fφχ) + F (Gφχ + Fφφ)
]

= 0, (5.37)

mais uma vez, as funções F e G obedecem as mesmas prescrições adotadas na equa-

ção(5.12), onde elas são escritas em termos da derivada do superpotencial em relação a

φ e χ respectivamente e acrescida de uma função arbitrária Z(φ ouχ) que tem sua forma

explicita determinada a partir da equação de restrição (5.37). Aqui mais uma vez apli-

camos a metodologia de resolução, agora para modelos dependentes do tempo, como se

segue.

5.2.1 Exemplo: modelo BNRT

Para exempli�car a aplicabilidade desta metodologia em defeitos tipo onda via-

jante, vamos considerar o chamado modelo BNRT, introduzido originalmente por Bazeia

e colaboradores [35], cujo superpotencial é

W (φ, χ) = k

(
φ− φ3

3

)
− kφχ2. (5.38)

Tal modelo possui como um de seus pares de soluções analíticas as relações5 ,

φ(x, t) = − 1

4e2kx+ωt + 1
; χ(x, t) =

4e2kx+ωt

4e2kx+ωt + 1
, (5.39)

essas soluções revelam que a função de deformação responsável por conectar estes campos

é φ = f(χ) = χ−1, assim, o superpotencial juntamente com a função deformação permite

escrever F e G, como

F = k(1− φ2)− kχ2 + Z(φ)(φ− χ+ 1); G = −2Kφχ+ Z(χ)(φ− χ+ 1). (5.40)

Então por substituição de F e G, e suas derivadas em (5.37), têm-se,

Z(χ) = −2

a
bk2(1− 4χ+ 6χ2), (5.41)

5A versão estática dessas funções foram introduzidas em [36]
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onde, para o processo de simpli�cação desta última equação, consideramos Z(φ) = Z(χ),

Zφ(φ) = Zχ(χ), além do mais, a função deformação φ = χ− 1 implica que,

Z(φ) = −2

a
bk2(3 + 8φ+ 6φ2). (5.42)

Desde modo, as equações diferenciais de primeira ordem para este modelo de onda viajante

são,

φ′ = k(1− φ2)− kχ2 − 2

a
bk2(3 + 8φ+ 6φ2)(φ− χ+ 1);

χ′ = −2kφχ− 2

2
bk2(1− 4χ+ 6χ2)(φ− χ+ 1), (5.43)

que são satisfeitas por (5.39). Tomando uma derivada a mais em relação a x das equações

diferenciais acima e substituindo-as em (5.36), encontramos o potencial efetivo

V (φ, χ) =
k2

2a3

{
a2
[
2bk(3 + 8φ+ 6φ2) + a(φ2 + χ2 − 1)

]2
+ 4a2 [aφχ+ bk(1 + φ− χ)

(1− 4χ+ 6χ2)
]2 − 4bk

[
48b3k3(3 + 8φ+ 6φ2)(1 + φ− χ)4(1− 4χ+ 6χ2)

+a2bk(1 + φ− χ)2
(
−(φ− 1)2 + 2(φ− 1)(6φ2 − 7)χ+ (13 + 4φ− 30φ2)χ2

−8(1 + 3φ)χ3 − 6χ4
)
− a3χ

(
(φ2 − 1)2 − 2(1 + φ2)χ2 + χ4

)
+ 4ab2k2(1 + φ− χ)3

(−5 + 2φ+ 3φ2 + 8(1 + φ)(2− 3φ+ 9φ2)χ+ (−53 + 6φ(2 + 9φ))χ2 + 18χ4
] }
.

(5.44)

Com esta última equação pode-se calcular Vφ e Vχ para escrever as equações de movimento

(5.33) explicitamente, e também veri�car que elas são satisfeitas por (5.39).

Para determinarmos a energia do sistema, mais uma vez recorremos a componente

T 00 do tensor energia-momentum e pelo fato dos defeitos não se alterarem no decorrer

do deslocamento, temos que Hi = −Li, onde a densidade lagrangeana para as ondas

viajantes abordadas é,

Li = −a
2

(φ′
2

+ χ′
2
) + biχ

′′φ′ − V (φ, χ). (5.45)

Assim substituindo as equações diferenciais (5.43) e considerando V visto em (5.44) en-

contramos a respectiva densidade de hamiltoniana

Hi =
128e4ξk2(a− bik + 4e2ξ(a+ bik))

(1 + 4e2ξ)5
; ξ = kx+ ωt. (5.46)

A partir de (5.46), constatamos que dξ = kdx, e que a energia total dos defeitos tipo
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ondas viajantes é obtida a partir de

E =

∫ +∞

−∞
dξ
Hi

k
=

2ak

3
. (5.47)

Aqui mais uma vez, é traçado uma dependência entre o parâmetro de violação de Lorentz

g e k(ou ω), analisando os pontos extremos do potencial efetivo e comparando com a forma

padrão do potencial BNRT. Primeiramente, calculando Vφφ e o determinante da matriz

Hessiana para os pontos (-1,0) e (0,1), podemos ver que eles serão mínimos verdadeiros

de V , se

2bik

(
1− 3bik

a

)
< a, (5.48)

levando à primeira restrição envolvendo b e a. Para obtermos o potencial padrão do

modelo BNRT, fazemos g = 0 em (5.44), daí,

Vp(φ, χ) = a
k2

2

(
(χ2 − 1)2 + φ4 + (6χ2 − 2)φ2

)
, (5.49)

que apresenta quatro mínimos em (±1, 0) e (0,±1), bem como um máximo local em (0, 0),

Vp(0, 0) = ak2/2. E fazendo a substituição de φ = χ = 0 no potencial (5.44), temos

V (0, 0) =
k2

2

(
a− 12bik +

44b2i k
2

a
+

80b3i k
3

a2
− 576b4i k

4

a3

)
≡
(

1

2
− c
)
ak2, (5.50)

com

c =
12bk

a
+

44b2k2

2a2
+

80b3k3

2a3
− 576b4k4

2a4
(5.51)

onde c é uma pequena correção para o potencial original causado pelo parâmetro de VIL.

Então, de�nindo que bi ≡ a(αk)−1, a equação anterior é reescrita como ,

α [α((α− 12)α + 44) + 80]− 576

2α4
=

1

2
− c, (5.52)

então, para um valor de c = 10−1, encontramos α ≈ 55, 96 e para c = 10−2, α ≈ 596, 30,

portanto com esses resultados e aplicando a de�nição bi ≡ a(αk)−1 em (5.34) resulta nas

seguintes relações de dispersão,

k±1 =
ω

2

(
αgω ±

√
4 + α2g2ω2

)
; k±2 = ± ω√

1− αgω
; (5.53)

k31 = −ω; k±32 =
1− 2αgω ±

√
1− 8αgω

2αg
,

portanto quando tomamos o limite em que g → 0, temos k±1 = k±2 = ±ω como é

requerido pela teoria invariante de Lorentz padrão. No caso tipo-luz não podemos obter
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a relação de dispersão naturalmente, assim expandimos a relação de dispersão k±32 em

torno de pequenos valores de g, ou seja,

k+32 = ω + 4αω2g; k−32 =
1

αg
− 3ω − 4αω2g, (5.54)

até termos da ordem de g. A última expressão mostra que k−32 é fortemente dependente

de pequenos valores de g, se comportando analogamente a relação de dispersão do tipo-

luz no caso da solução particular vista em (4.31). Concluímos que, ao contrário de k31

e k+32, k−32 não pode reproduzir a relação de dispersão para a densidade lagrangeana

de dois campos padrão de uma maneira natural, mesmo que leve a uma densidade de

energia integrável. O comportamento não analítico de k−32 no parâmetro perturbativo

é consistente com a relação de dispersão obtida por Reyes em [5, 37] para esse modelo

eletromagnético de Myers-Pospelov. Como apontado em [5, 37] uma forte dependência

quando g → 0, pode ser interpretado como graus de liberdade extra para a teoria tipo -

luz, caracterizando assim como uma genuína teoria de altas ordens derivativas.

Vamos analisar agora o efeito do parâmetro perturbativo g, nesse caso especí�co a

Figura(5.4) exempli�ca defeitos tipo-ondas viajantes para o cenário tipo-tempo, pode-se

Figura 5.4: O grá�co do campo φ, para o tipo-tempo do modelo BNRT. Os kinks foram
gerados com k+1, α = 55, 96, g = 0, 03 (cura sólida vermelha), g = 0, 005 (curva tracejada
azul), ω = 1, em t = 0 a esquerda e t = 10 a direita. Concluímos que pequenos valores
de g resultam num rápido deslocamento dos defeitos.

perceber que os defeitos se movem rapidamente para pequenos valores de g. Podemos

visualizar tais características nas Figuras(5.5 e5.6), onde a primeira ilustra o potencial V

com uma correção de c = 10−2 devido ao parâmetro de VIL, bem como o seu contorno,

onde os mínimos (−1, 0) e (0, 1) são conectados via soluções analíticas (5.39). Já a Figura

(5.6) revela o comportamento do potencial V com uma correção c = 10−1 e seu respectivo

contorno, onde a linha vermelha conecta as orbitas analíticas. Analisando os grá�cos
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Figura 5.5: O potencial a esquerda para o tipo-tempo, com b = a(αk+1)
−1, α = 596, 30,

k+1 = 2, ω = 1, e g = 0, 003. A direita temos o contorno do potencial V , onde a linha
vermelha representa a órbita analítica do modelo conectando o mínimo (-1,0) com (0,1).

Figura 5.6: O potencial a esquerda para o tipo-tempo, com b = a(αk+1)
−1, α = 55, 96,

k+1 = 2, ω = 1, e g = 0, 03. A direita temos o contorno do potencial V , onde a linha
vermelha representa a órbita analítica do modelo conectando o mínimo (-1,0) com (0,1).

concluímos que pequenos valores de c resultam em pequenas deformações no potencial de

uma teoria invariante de Lorentz.
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Capítulo 6

Conclusão e Perspectiva

Neste trabalho de dissertação, foram estudadas as propriedades associadas a La-

grangeana de Myers-Pospelov em 2D descrita por dois campos escalares reais: φ e χ.

Primeiro veri�camos que este tipo de modelo pode ser obtido por um determinado pro-

cesso de redução de dimensional com base na projeção da Lagrangeana de 4D para 2D. O

ponto chave do procedimento de projeção dimensional é de que ele modi�ca a ordem do

operador derivativo que insere a VIL, antes de dimensão-cinco em 4D para dimensão-três

agora em 2D.

Obtemos as equações de movimento para os três regimes distintos de ocorrência

da VIL, isto é, quando restringe-se o quadri-vetor constante, nµ, ao caso tipo-tempo, caso

tipo-espaço e caso tipo-luz. Nossa primeira análise focou nas equações de movimento

associadas a esses diferentes regimes pelas quais mostramos que elas são satisfeitas por

um conjunto especí�co de campos analíticos que por sua vez, são soluções da equação

de Burgers em baixas velocidades. Estudamos também o procedimento de obtenção das

soluções analíticas para o caso estático (dependência espacial) e também para o caso de

ondas viajantes (dependência temporal) relacionados a tal Lagrangeana. No sentido de

se ter um melhor entendimento das aplicabilidades dos procedimentos, os exempli�camos

através de campos tipo defeitos estáticos e dependentes do tempo.

Como aplicação do procedimento, consideramos um superpotencial estático des-

crito por φ4 - χ4, e também pelo uso do modelo BNRT, que são exemplos clássicos de

soluções de modelos de dois campos acoplados. A metodologia resulta na geração de

potenciais que possuem diversos termos de acoplamentos envolvendo ambos os campos

escalares. Como descritos nas Figs.( 5.1, 5.2, 5.5 e 5.6), o parâmetro que controlam a VIL

é responsável pelos efeitos de deformações exibidos pelos potenciais. A dependência entre
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k (vetor de onda) e g no capítulo 5 de�ne em quais direções os modelos analíticos obti-

dos devem ser consistentes com pequenas deformações sobre os potenciais usuais. Além

disso, o parâmetro g também muda a intensidade da transição entre dois vácuos, como é

observado na Fig.(5.3) ou a velocidade das propagações dos solitons, veja também a Fig.

(5.4).

A perspectiva natural desse trabalho é a de analisar outras alternativas de inserir

os termos que controlam a VIL nas soluções solitônicas via uma abordagem perturbativa.

Acreditamos que este tipo metodologia poderá determinar novas regras para descrever

soluções analíticas para modelos com termos cinéticos generalizados em que pode ser

aplicada em outros cenários que envolvam ou não efeitos da VIL. Uma outro possibili-

dade de extender o presente trabalho é a de considerar outros cenários da literatura que

descrevem modelos em altas ordens derivativas na ausência ou na presença de quebra

explícita da invariância de Lorentz. Para o caso da ausência da VIL, podemos examinar

o conteúdo físico em 2D da teoria de campos eletromagnética de Podolsky [39, 40], origi-

nalmente descrita em 4D. E para o caso da presença da VIL, podemos estudar o conteúdo

físico de modelos eletromagnéticos descrito por operadores de dimensão-seis [41].
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Apêndice A

Obtenção da equação de movimento

Fazendo a minimização da ação obtemos a seguinte equação,

∂L
∂Aα

= ∂σ
∂L

∂(∂σAα)
− ∂ρ∂σ

∂L
∂(∂ρ∂σAα)

(A.1)

que aplicando a densidade lagrangeana da pela Eq.(2.1) na presença de uma fonte externa,

temos para a derivada em relação a Aµ

∂L
∂Aα

=
∂

∂Aα
(−jµAµ) = −4πjµ

∂Aµ

∂Aα
= −jµ ∂Aµ

∂Aα
= −jµδαµ = −jα

agora, analisando os termos de derivada primeira,

∂L
∂(∂σAα)

=
∂

∂(∂σAα)

(
−1

4
FµνF

µν +
g

2
nµFµνn

θ∂θ(nβε
βνγλFγλ)

)
onde o primeiro termo que é a parte usual da densidade lagrangiana, se torna;

∂L
∂(∂σAα)

= −1

4

∂

∂(∂σAα)
FµνF

µν , onde F µν = gµλgνθFλθ

= −1

4

∂

∂(∂σAα)
Fµνg

µλgνθFλθ

= −1

4
gµλgνθ

[(
∂

∂(∂σAα)
Fµν

)
Fλθ + Fµν

(
∂

∂(∂σAα)
Fλθ

)]
= −1

4
gµλgνθ

[(
δσµδ

α
ν − δσν δαµ

)
Fλθ + Fµν (δσλδ

α
θ − δσθ δαλ )

]
= −F σα,
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e o segundo termo;

∂L
∂(∂σAα)

=
∂

∂(∂σAα)

(g
2
nµFµνn

θ∂θ(nβε
βνγλFγλ)

)
=
g

2
nµ
(

∂

∂(∂σAα)
Fµν

)
nθ∂θ(nβε

βνγλFγλ)

=
g

2
nµ
(
δσµδ

α
ν − δσν δαµ

)
nθ∂θ(nβε

βνγλFγλ)

=
g

2

(
nσnθ∂θnβε

βαγλFγλ − nαnθ∂θnβεβσγλFγλ
)
,

por último iremos analisar o termo de derivada segunda do quadri-vetor Aµ;

∂L
∂(∂ρ∂σAα)

=
g

2
nµFµνn

θnβε
βνγλ ∂(∂θFγλ)

∂(∂ρ∂σAα)

=
g

2
nµFµνn

θnβε
βνγλ

[
∂(∂θ∂γAλ)

∂(∂ρ∂σAα)
− ∂(∂θ∂λAγ)

∂(∂ρ∂σAα)

]
=
g

2
nµFµνn

θnβε
βνγλ

[
(δρθδ

σ
γ δ

α
λ )− (δρθδ

σ
λδ

α
γ )
]

=
g

2

[
nµFµνn

ρnβε
βνσα − nµFµνnρnβεβνασ

]
=
g

2

[
nµFµνn

ρnβε
βνσα + nµFµνn

ρnβε
βνσα

]
=
g

2

[
2nµnρnβε

βνσαFµν
]
,

agora podemos substituir as derivadas na equação (A.1),

−∂σF σα +
g

2
∂σ
(
nσnθ∂θnβε

βαγλFγλ − nαnθ∂θnβεβσγλFγλ
)

+

−g
2
∂ρ∂σ

(
2nµnρnβε

βνσαFµν
)

= −4πjα, (A.2)

onde o último termo do lado esquerdo da igualdade pode ser reescrito manipulando o

tensor eletromagnético, abrindo em dois termos, e vendo que uma parte se anula e a

outra permanece da forma ;

−g
2
∂ρ∂σ

(
2nµnρnβε

βνσαFµν
)

=
g

2
(nρ∂ρ)

2nβε
βανσFνσ,

então a Eq.(A.2) se torna,

−∂σF σα +
g

2

[
(nρ∂ρ)

2nβε
βαγλFγλ − nαnρ∂ρnβεβσγλ∂σFγλ

]
+

+
g

2
(nρ∂ρ)

2nβε
βανσFνσ = −4πjα (A.3)
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Apêndice B

O tensor energia-momentum no
formalismo de altas derivadas

Vamos inicialmente analisar a lagrangeana do campo escalar φ e suas primeiras m

derivadas em um espaço-tempo n-dimensional.

L = L(φ, ∂φ, ...∂nφ), (B.1)

onde a ação é dada por,

S =

∫
dnxL, (B.2)

pelo princípio de Hamilton para a minimização da ação, onde ela deve ser estacionária

[38], escrevemos

δS =

∫
dnxδL = 0, (B.3)

aplicando a variação na lagrangeana, temos

δL =
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂αφ)
δ∂αφ+ · · · ∂L

∂(∂α1 · · · ∂αmφ)
δ(∂α1 · · · ∂αmφ), (B.4)

fazendo uma integração por partes na variação das derivadas do campo φ e substituindo

em Eq.B.3,

δS =

∫
dnx
[∂L
∂φ
− ∂α

∂L
∂(∂αφ)

+ · · · (∂α1 · · · ∂αm)
∂L

∂(∂α1 · · · ∂αmφ)

]
δφ = 0, (B.5)

vemos que o termo entre colchetes deve ser igual a zero, que é a equação de Euler-Lagrange,

∂L
∂φ
− ∂α

∂L
∂(∂αφ)

+ ∂α∂β
∂L

∂(∂α∂βφ)
− · · · ± (∂α1 · · · ∂αm)

∂L
∂(∂α1 · · · ∂αmφ)

= 0 (B.6)
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Similarmente a este procedimento, podemos generalizar o teorema de Noether,

δL = ∂α

{( ∂L
∂(∂αφ)

− ∂β
∂L

∂(∂α∂βφ)
+ · · ·

)
δφ+

( ∂L
∂(∂α∂βφ)

− ∂σ
∂L

∂(∂α∂β∂σ)
+ · · ·

)
δ∂βφ

+
( ∂L
∂(∂α∂β∂σ)

− · · ·
)
δ∂β∂σ + · · ·

}
.(B.7)

Em particular, podemos construir o tensor energia-momentum T µν considerando a trans-

lação in�nitesimal :

δxµ = εµ; δL = ∂µLεµ; δφ = ∂µφε
µ; δ∂αφ = ∂µ∂αφε

µ, (B.8)

que substituindo na equação acima, temos

∂µLεµ = ∂α

{( ∂L
∂(∂αφ)

− ∂β
∂L

∂(∂α∂βφ)
+ · · ·

)
∂µφε

µ +
( ∂L
∂(∂α∂βφ)

− ∂σ
∂L

∂(∂α∂β∂σ)
+ · · ·

)
∂µ∂βφε

µ

+
( ∂L
∂(∂α∂β∂σ)

− · · ·
)
∂µ∂β∂σφε

µ + · · ·
}

(B.9)

simpli�cando e deixando compatível com a densidade lagrangiana usada no nosso trabalho,

temos

∂α

{( ∂L
∂(∂αφ)

− ∂β
∂L

∂(∂α∂βφ)

)
∂µφ+

( ∂L
∂(∂α∂βφ)

)
∂β∂

µφ
}
− ηµα∂αL = 0,

∂αT
αµ = 0 (B.10)

em que usamos, ∂µL = ηµα∂αL e o tensor energia-momentum é dado por,

Tαµ =
( ∂L
∂(∂αφ)

− ∂β
∂L

∂(∂α∂βφ)

)
∂µφ+

( ∂L
∂(∂α∂βφ)

)
∂β∂

µφ− ηµαL. (B.11)

Então para a lagrangeana do nosso modelo em 2D,

LMP =
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ+ gnµε
µν(n · ∂)2χ∂νφ− V (φ, χ), (B.12)
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vamos calcular as derivadas parciais separadamente,

∂L
∂(∂αφ)

=
∂

∂(∂αφ)

[1

2
∂µφ∂

µφ+ gnµε
µν(n · ∂)2χ∂νφ

]
=

1

2

[∂(∂µφ)

∂(∂αφ)
∂µφ+ ∂µφ

∂(∂µφ)

∂(∂αφ)

]
+ gnµε

µν(n · ∂)2χ
∂(∂νφ)

∂(∂αφ)

=
1

2

[
δαµ∂

µφ+ ∂µφ
∂(∂µφ)

∂(∂αφ)

]
+ gnµε

µν(n · ∂)2χδαν

=
1

2
[δαµ∂

µφ+ ∂µφδαµ ] + gnµε
µν(n · ∂)2χδαν

=
1

2
[∂αφ+ ∂αφ] + gnµε

µα(n · ∂)2χ

= ∂αφ+ gnµε
µα(n · ∂)2χ. (B.13)

Agora, para ∂L
∂(∂α∂βφ)

= 0, tendo em mente que a densidade lagrangeana não apresenta

derivadas segunda no campo φ. E para as derivadas relativas ao campo χ,

∂L
∂(∂αχ)

=
∂

∂(∂αχ)

(1

2
∂µχ∂

µχ
)

= ∂αχ (B.14)

e a derivada segunda em relação a χ,

∂L
∂(∂α∂βχ)

=
∂

∂(∂α∂βχ)

[
gnµε

µν∂νφn
λnρ∂λ∂ρχ

]
= gnµε

µν∂νφn
λnρ

∂(∂λ∂ρχ)

∂(∂α∂βχ)

= gnµε
µν∂νφn

λnρδαλδ
ρ
β

= gnµε
µν∂νφn

αnβ (B.15)

Após realizarmos as derivadas dos campos , vamos substitui-las no Tασ,

Tασ =
(
∂αφ+ gnµε

µα(n · ∂)2χ
)
∂σ +

(
∂αχ− gnµεµν∂νφnαnβ∂β

)
∂σχ+(

gnµε
µν∂νφn

αnβ∂β∂
σχ
)
− ηασL, (B.16)

onde para obtermos a densidade de energia fazemos T 00, da forma

T 00 = (φ̇)2 + gnµε
µα(n · ∂)2χφ̇+ (χ̇)2 − gnµεµν∂νφn0nβ∂βχ̇+ (gnµε

µν∂νφn
0nβ∂βχ̇)

−η00
{ φ̇2

2
− φ′2

2
+
χ̇2

2
− χ′2

2
+ g
[
χ̈φ′ + χ′′φ′ + 2χ̇′φ′ + χ̈φ̇+ χ′′φ̇+ 2χ̇′φ̇

]
− V (φ, χ)

}
,

(B.17)
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como estamos considerando defeitos estáticos, as derivadas temporais dos campos serão

nulas, então, �camos com a seguinte expressão,

T 00 =
φ′2

2
+
χ′2

2
− gχ′′φ′ + V (φ, χ) (B.18)

que substituindo as derivadas das funções φ e χ e o potencial efetivo, podemos integrar a

expressão sobre todo o espaço e obtermos a energia do sistema.
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