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Eu poderia viver recluso numa casca de noz e me

considerar rei do espago infinito?

William Shakespeare
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Resumo

Neste trabalho usamos a Langrageana do modelo Higgs Abeliano em termos dos
campos nao-comutativos e através do mapa de Seiberg-Witten expandimos os campos em
termos dos comutativos, derivamos as equacoes de movimento referente a este modelo
operando via método variacional. Trabalhamos com este modelo usando o buraco negro
BTZ nao-comutativo e obtemos assim as equacoes de movimento, onde foi feita uma
substituicao de coordenadas afim de simplificar a equacao. Estudamos o processo de
espalhamento trabalhando com uma equacao do tipo Schrédinger, no qual tomamos um
caso especifico, escolhemos aqui trabalhar valendo-se do caso da métrica BTZ do caso
nao-comutativo e sem rotacao. Calculamos o fator de corpo cinza para este caso onde
obtemos uma dependéncia com a frequéncia angular w .

Palavras chave: Buraco Negro BTZ, Seiberg-Witten , fator de corpo cinza.
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Abstract

In this work we use the Langragian of the Higgs Abelian model in terms of the non-
commutative fields and through the Seiberg-Witten map we expand the fields in terms of
the commutative ones, we derive the equations of motion referring to this model operating
through a variational method. We work with this model using the non-commutative BTZ
black hole and thus obtain the equations of motion, where a coordinate substitution was
made in order to simplify the equation. We study the scattering process working with a
Schrodinger-type equation, in which we take a specific case, we chose to work here using
the BTZ metric of the non-commutative and non-rotating case. We calculate the gray
body factor for this case where we obtain a dependence with the angular frequency w.

Key words:Black Hole BTZ, Seiberg-Witten, grey body factor
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Capitulo 1

Introducao

A primeira idéia de buraco negro foi introduzida por John Mitchell,o qual propos
de que existiria uma estrela tao compacta de gravidade tao intensa que nem mesmo a luz
escaparia. Isto foi proposto usando argumentos da gravitacao newtoniana. Porém, com o
advento da Relatividade Geral, proposta por Einstein, a idéia fisica de tal objeto ganhou
um rigor a mais. Em 1916, Karl Schwarzschild[1] resolveu para um corpo simetricamente
esférico e regiao estatica as equacgoes de campo da Relatividade Geral e ,assim, obteve
uma solugao com uma singularidade em r = 0 cercada por um regiao delimitada por uma
distancia denominado raio de Schwarzschild. No limite desta regiao, ou seja, 0 < r < ry
a atividade gravitacional é tao intensa que o principio causal deixa de ser valido.

Com o avanco da astronomia foi descoberto que estrelas no fim de suas vidas,
com uma massa inicial aproximadamente a trés massas solares(ou maior)[2] ,poderiam,
ao colapsarem, atingir o raio de Schwarzschild, e desta forma surgiria um buraco negro.
Porém, se analisarmos, existe uma dificuldade para se detectar tal coisa, pois qualquer
raio de luz langado na dire¢ao de tal objeto[3] ndo retornaria para um observador externo
de tal maneira que nao poderia ser observado. Deveria haver algum modo de se detectar e
isso ocorreu devido ao avango na area de astronomia de raios X[4], no qual descobriram-se
anomalias em que poderiam ser causadas por buracos negros em alta rotagao.

Foi o Roger Penrose que deu um grande avanco nos trabalhos sobre algumas pro-
priedades de buracos negros. Em uma destas, Penrose propos que dado condigoes iniciais
para um determinado projétil, de tal maneira que quando langado préximo a um buraco
negro em rotagao, se dividisse em duas partes, onde uma cairia e a outra parte esca-

paria com energia cinética maior(com perda de rotacao), este mecanismo é conhecido



como superradiancia. E anos mais tarde o Stephen Hawking propos outra propriedade
interessante conhecida como radiagdo Hawking[5], e em paralelo com Berkenstein, deriva-
ram propriedades termodinamicas como temperatura e entropia associadas a tal objeto
gravitacional.

A radiagao Hawking, foi a primeira evidéncia tedrica de uma tentativa de quantizar
a gravidade, o mesmo considerou efeitos quanticos proximo ao horizonte de eventos. Em
paralelo a outras tentativas de quantizar a gravidade, como teoria das supercordas e "Loop
Quantum Gravity”[6], no qual se propde que essas teorias sdo baseadas em algebra nao-
comutativa. Seguindo este raciocinio os buracos negros nao-comutativos surgem como
consequéncias destas teorias na tentativa de estudar a nao-comutatividade[7] relacionados
a tal objeto fazendo comparagoes com o caso classico.

Em 1947, Snyder iniciou os trabalhos para tentar quantizar o espaco-tempo no
intuito de reparar as divergéncias na Eletrodinamica Quantica nas faixas do ultravioleta
e infra-vermelho[8]. Para isto usou-se uma algebra nao-comutativa em que devemos ter
uma relacao mais geral de comutacao do que os operadores e p na Mecanica Quantica.

Em diferentes modelos na Fisica surge uma estrutura nao-comutativa, como por
exemplo no problema nos niveis de Landau, em teorias de quantizacao da gravidade,
na teoria de Yang-Mills, entre outros exemplos[9]. Na teoria de Yang-Mills, por exem-
plo, o campo que depende das coordenadas, e as coordenadas nao-comutam entre si,
deste modo o produto usual entre dois campos ¢é alterado, conhecido como produto Weyl-
Moyal. Porém existe uma relagao para se trabalhar proposta por Seiberg e Witten em
que se pode escrever os campos nao-ordinarios(nao-comutativos), em termos dos campos
ordindrios(comutativos) através de uma transformagao conhecida por mapa de Seiberg-
Witten[10].

Neste trabalho faremos o seguinte. No capitulo 2, faremos uma revisao sobre Re-
latividade Geral bem como apresentaremos algumas solugoes tipo buraco negro, no qual
uma em especial que serd o objeto deste trabalho a métrica BTZ e mostraremos algumas
relagoes importantes na Termodinamica de buracos negros. No capitulo 3, faremos uma
revisao sobre nao-comutatividade, mostrando alguns pontos importantes e apresentando
modelos no qual se trabalha com isto, bem como mostraremos o mapa de Seiberg-Witten.
No capitulo 4, que é o objeto principal do trabalho, usamos a versao nao-comutativa do

modelo de Higgs Abeliano e através do mapa de Seiberg-Witten reescrevemos a langran-



geana em termos dos campos comutativos. Feito isto, obtemos as equacoes de Euler-
Lagrange para este modelo usando a métrica BTZ nao-comutativa juntamente com um
"ansatz”tipo onda plana, obtemos uma equacao do tipo Schrédinger no intuito de identi-
ficar o potencial do modelo estudado. Neste mesmo capitulo estudamos sobre o processo
de espalhamento, onde calculamos o fator de corpo cinza para a métrica BTZ, porém
numa teoria de campos nao-comutativa, no qual apresentamos alguns resultados novos.

E por fim algumas consideracoes finais. Vamos usar aqui o sistema de unidades naturais

c=G=h=1.



Capitulo 2

Nocoes de Relatividade Geral

A Relatividade Restrita possui dois postulados [11] que sao de fundamental import
ancia para a Fisica. O primeiro nos enuncia que todas as Leis da Fisica sao validas em
referenciais inerciais, visto que este enunciado estende o principio de Galileu de que apenas
as Leis da Mecanica sao validas nesses referenciais. O postulado 02 nos diz que existe
uma velocidade limite na natureza e constante que seria a velocidade da luz c.

E unindo esses dois enunciados, citados no paragrafo acima, temos consequéncias
importantes. Uma delas é que, devido a invariancia da luz em relacao a qualquer referen-
cial inercial, as transformagoes galileanas nao sao mais vélidas, sendo assim introduzido
as transformacgoes de Lorentz [12] que, por sua vez, nos remete a algo que até entao era
imutavel na teoria newtoniana, o tempo. De acordo com as transformagoes de Lorentz,
tomados dois referenciais S e S’ (com S’ em movimento uniforme em relagao ), quando
medimos os intervalos temporais At e At’ nestes dois referenciais existe uma diferenca de
tempo observada.

A Relatividade Geral é sustentada por dois principios basicos, o Principio da Equi-
valéncia e o Principio da Covariancia Geral. Iremos fazer uma breve discussao sobre os
dois, no intuito de entender os fundamentos da Relatividade Geral.

Vamos imaginar um experimento mental citado em boa parte dos livros de introdu
cao a Relatividade Geral[12, 13, 14]. Consideremos dois observadores, o observador A e
o observador B. O observador B, esta preso dentro de um elevador totalmente isolado do
mundo externo enquanto que o observador A através de um mecanismo consegue observar
tudo que o observador B faz dentro do elevador, apresentamos a andlise de duas situa-

¢oes. A primeira situagao seria colocar o elevador na superficie de um planeta, a Terra



por exemplo. Qualquer experimento que o observador B realizar dentro do elevador, como
soltar uma pedra ou dar um pequeno salto, o observador B vai concluir estar proximo a
um superficie de um planeta ou um campo gravitacional. Na segunda situacao, ao invés do
elevador estar parado em relacao ao observador A, o elevador é puxado para cima com uma
forca constante provocando assim uma aceleragao constante de valor g, livre de qualquer
acao externa e localmente. O observador B realizara, entao, os mesmos experimentos da
primeira situagao , vai obter os mesmos resultados e ,possivelmente, concluir estar préximo
a um campo gravitacional. Porém, para o observador A vai visualizar que o observador
B se encontra num referencial nao-inercial.

Para a situacao descrita, podemos concluir que para o observador B nao poderia
diferir se encontra num referencial nao-inercial ou em um campo gravitacional. Em sintese
este é o enunciado do Principio da Equivaléncia da Relatividade Geral[14], ou seja, usando
esta comparagao podemos obter uma lei generalizada da Relatividade valida para todos
os referenciais sejam eles inerciais ou nao.

Para obter um teoria relativistica da gravidade, devemos levar em conta o movi-
mento relativo de um referencial para outro seja ele inercial ou nao. Voltemos ao caso
do elevador, tomando a segunda situagao, consideremos agora que os dois observadores
possuem equipamentos para medir distancias e que, no referencial do elevador, se encontra
uma régua de comprimento L. O observador B que estd em repouso em relagao a régua
ird medir o comprimento e encontrar o valor L, porém o observador A que esta parado(ou
em movimento uniforme) em relagdo ao elevador ird medir um comprimento diferente
daquele encontrado pelo observador B. Como o elevador estd em movimento em relacao
a A, o comprimento L. ;medido pelo observador, sera contraido por um fator de lorentz.
Logo para obter uma lei generalizada da gravitacao, devemos considerar as mudancas dos
diferentes tipos de sistemas de coordenadas e para um observador local um referencial ace-
lerado equivale a um campo gravitacional, entao para o observador A medir algum evento
no referencial de B, ja que a régua de comprimento L é proporcional ao fator de lorentz e
entao a forma como medimos distancia muda ,ou seja, o espaco no qual trabalhamos que
é euclidiano(vélida na teoria newtoniana) ja ndo é mais vélido.

Um fato interessante do campo gravitacional é que ele acopla com tudo, usando
de um observador proximo a um campo gravitacional nao temos ferramenta possivel de

modo que isolemos este qualquer da acao do campo. Uma proposta que teve assim um



"insight”para a fundamentagao da teoria[13], foi de que a gravidade seria uma manifestagao
do proéprio espaco-tempo quadridimensional, no qual a fonte seria a quantidade de matéria
presente.

No intuito de obter esta lei relativistica da gravidade devemos considerar todos os
referenciais sejam eles inerciais ou nao. Para considerar movimentos mais gerais a repre-
sentacao vetorial ja nao é suficiente, pois estamos considerando o movimento em espagos
curvos, entao o arcabougo matemaéatico para sustentar esta teoria deve ser representado
por objetos mateméticos mais gerais como os tensores|2|, as equagoes de campo de Eins-
tein devem ser representadas por equagoes tensoriais. E para considerar uma teoria mais
geral que leve em conta todos os referenciais , um outro principio basico da Relatividade
Geral que é o Principio da Covariancia Geral, onde estende o enunciado da Relatividade
Restrita, este principio diz que as Leis da Fisica sao validas em todos os referenciais sejam

eles inerciais ou nao.

2.1 Equacoes de campo da Relatividade Geral

Vimos na secao anterior, que a gravitacao deve ser reformulada para considerar
os referenciais acelerados. A forma como medimos distancias de um referencial para
outro muda, considerando que o observador se encontre num referencial acelerado. Foi
discutido também que a geometria euclidiana ja nao é mais valido se queremos generalizar
a Relatividade Restrita. Sabemos que num espaco livre de qualquer interacao de campo
gravitacional[2] recorremos ao elemento de linha de Minkowski em coordenadas cartesianas

para o espago plano:

ds® = dt* — da* — dy* — d2* (2.1)

ou numa forma geral, para qualquer espago seja ele plano ou curvo[15], podemos escrever

da seguinte forma:

ds* = g, datdx”, (2.2)



onde o g,, € o tensor métrico e os indices i e v estao somados(convencao de Einstein). O

tensor métrico na forma geral em (3 + 1) dimensoes pode ser escrito da seguinte forma:

goo Ygo1 Yo2 Yo3
gio 911 Y12 913
920 921 G22 Go3
930 931 932 9gs3

O elemento de linha ds? foi construido de forma que permanecesse a invariancia
para qualquer que seja o referencial ds? = ds?, ou seja, os intervalos espaco-temporais sao
invariantes de lorentz.

O tensor métrico é a quantidade mais fundamental das equagoes de Einstein[14],
a partir dele definimos outras quantidades tensoriais(ver Apéndice). Devemos encontrar
agora uma equacao que represente a teoria, analogamente ao caso de uma carga ¢ como
fonte de campo elétrico, temos para o caso da gravitagao a massa-energia(E = mc?) como
fonte do campo gravitacional. Temos duas quantidades ao qual teremos que relacionar,
geometria e matéria-energia. Um fato pairava na cabega do Einstein[2], as equagoes tipo
poisson dadas por:

V20 = 47p (2.3)

esta equagao relaciona o potencial gravitacional(ou outro qualquer dependendo da te-
oria), e a densidade de matéria. Para obter uma equagado mais geral, ja que estamos
trabalhando com espagos curvos podemos simplesmente generalizar a equagao (2.3) da
seguinte forma|2]:

V29, < kT, (2.4)

onde o potencial gravitacional seria substituido pelo tensor métrico fundamental, e agora
ao invés de termos uma densidade de matéria p, teremos um objeto 7, mais geral inti-
tulado de tensor energia-momento. De um lado da equacgao temos um termo que envolve
a geometria,derivada segunda do g,,, e do outro temos um termo que envolve toda a
quantidade de matéria-energia presente. Porém nao podemos simplesmente generalizar
a expressao (2.4) devido a divergéncias que surge na teoria[2]. Em sintese, as equagoes
de campo deduzidas analogamente, um lado envolve derivadas segundas do g, (e deri-
vadas primeiras) apenas foram redefinidos através de outros tensores como o tensor de

Riemann(ver Apéndice), em sintese as equagoes de campo da Relatividade Geral sao da



seguinte forma|[14]

G = kT, (2.5)

onde k& = 8w ¢é uma constante e o G, ¢ denominado de tensor de Einstein e definido da
seguinte forma:
1

Guu = R,uu - ég;wR (26)

em que R, € o tensor de Ricci e R € o escalar de curvatura.

Vamos analisar a equagdo (2.5), ela pode nos dar quantidades fisicas importantes,
uma das formas seria de impor condigoes iniciais a determinada geometria,ou seja , impor
condigoes sobre o G, e obter assim a distribui¢ao de matéria associado ao 7},,. Ou fazer
o processo inverso, impondo condicoes de contorno sobre o T}, e obter informacoes sobre
determinada geometria.

O conjunto de equagoes de campo, nos levam a problemas extremamente longos
e complicados de se resolver, porque para cada p e v (u e v variam de 0 a 3) diferentes
na equagao (2.5) temos um sistema de equagdes diferenciais, e outra informagao nao tao
agradavel é que as equacoes de campo nao sao lineares, ou seja, o principio da superposicao
nao é mais valido. E vale ressaltar que a Relatividade Geral veio para englobar as outras
teorias, ela é uma teoria relativistica da gravidade no qual ao realizar qualquer experimento

local recorremos ao espaco plano.

2.2 Solucgao de Schwarzrschild

No final da se¢ao anterior, comentamos de como seria dificil e complicado ob-
ter uma solucao das equagoes de campo da Relatividade Geral, porém em 1916[4] Karl
Schwarzschild publica a primeira solucao exata dessas equagoes.

Schwarzschild propoe condigoes para determinada geometria. Ele fez o seguinte:
tomou as equagoes de campo no vacuo(distante da fonte), que o g, fosse estacionario e

possuisse uma simetria esférica. Este elemento de linha na forma canonica é dado por[14]
ds? = et atr — A dr? 4 r2dh? 4 r’sen®0dp’. (2.7)

As exponenciais sao funcoes de t e r. Ao calcular todas as componentes do tensor de
Einstein(ver pag: 363 da referéncia [14] problema 6.31) e resolvendo o sistema de equa-

¢oes diferenciais que aparece encontramos os valores da exponencial em termos de uma



constante ¢, o elemento de linha fica da seguinte forma:
Cl Cl —1
ds® = (1 + —) at* — (1 + —) dr* — r?df* — r*sen*0dp*
r r

Para encontrar o valor da constante ¢’, basta tomarmos o limite. No limite newtoniano,

uma massa M pontual na origem, gera um potencial = % ,entao no limite de campo
fraco[2]:
2m
googl—i_Q@gl—_
r

Comparando com a componente temporal do tensor métrico, obtemos:

d = —2m.

Logo, ficamos com:

2 2m "
ds* = (1 - _m) dt? — <1 - _m) dr? + r2d6? 4+ r?sen®0dp* (2.8)

T r

o resultado acima é conhecido como elemento de linha de Schwarzschild.

Vamos analisar o comportamento da métrica de Schwarzschild, tomando os casos
limites para os valores de r.

Para r = 2m:

Gt — 0;91”7’ — OO

A coordenada temporal deixa de existir, enquanto que ha uma divergéncia para o infi-
nito da coordenada radial, existe uma regiao de infinito "redshift”(deslocamento para o
vermelho)[4], ou seja, para um observador externo visto de fora dessa regiao qualquer raio
de luz langado nesse limite nao retornaria.

Para r < 2m:

G < O;QTT >0

Para este caso, ocorre outros dois problemas. As coordenadas ”t” e ”r” trocam de papel|2],
para o limite dentro dessa regiao o principio causal deixa de ser véalido. Nesta regiao as
leis da Fisica nao sao mais validas.

Para r = 0:

9t — 0; gpr — 0

Temos uma singularidade temporal em um tnico ponto definido por r = 0.



A singularidade do g, pode ser removida através de uma mudanga de coordenadas[14],
enquanto que a singularidade temporal em ¢, nao pode ser removida fazendo qualquer
processo matematico.

Para a regiao 0 < r < 2m onde a causalidade nao é mais valida, foi definido para
o valor limite (r = 2m) como raio de Schwarzschild[4]. Esta regiao denomina-se horizonte
de eventos, pois nenhum evento pode ser medido no espago-tempo. Nao se sabe ao certo o
que acontece a um objeto que cai no horizonte de eventos e em seguida cai na singularidade
temporal definida por r = 0, porque o observador externo nao observa nada nesta regiao.
Anos mais tarde este objeto de intenso campo gravitacional recebeu o nome de buraco
negro[4], pois ele pareceria negro visto por um observador externo.

Outro fato importante desta solucao é que ela é assintoticamente plana, que signi-
fica que ao tomarmos o limite longe da fonte com r — oo, o elemento de linha de Schwarzs-
child torna-se(mudando as coordenadas para coordenadas cartesianas) o elemento de linha

de Minkowski(espago plano), dada por:
ds® = dt* — da® — dy® — dz*

Outra forma de analisar se existe singularidades na solucao, é calculando o seguinte inva-
riante( escalar) definido por[2]:

Ry, R (2.9)

no caso de Schwarzschild temos:

48m?

R,U,V)\p —
76

Ryuxp (2.10)

notemos que a singularidade em r = 2m foi removida,ou seja, para o caso r = 2m o
invariante escalar definido pela expressao (2.9) nao diverge, no entanto a singularidade

em r = (0 permanece.

2.3 Outras solucoes tipo Buraco Negro

Vimos na se¢ao anterior uma solugao das equagoes de Einstein, considerando o
caso mais simples possivel. Nesta secao iremos adicionar mais duas quantidades fisicas
importantes, carga e rotacao. Adiantemos que vamos discutir nesta secao duas solugoes,
a solucao de Reissner-Nordstrom(Buraco Negro carregado) e a solucao de Kerr(Buraco

Negro girante).
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2.3.1 Solucao de Reissner-Nordstrom

A solucao de Reissner-Nordstrom é bastante similar a solu¢ao de Schwarzschild,
diferindo que para esta solugao temos um corpo carregado[2]. Entao para este caso o lado

direito das equagoes de Einstein nao é mais nulo, ou seja,
G = 87Ty, (2.11)

onde T, é o tensor energia-momento de Maxwell[14], dador por:

1 1
T, = o <—g’\pFM,Fy>\ + L—lgWF)\pF)‘p) (2.12)

Combinando as equagoes (2.11) e (2.12), obtemos:
1
G = =29 FnF,, + §g#,,zapFAp (2.13)

a expressao acima é as equacoes de campo da Relatividade Geral na presenca de fontes
eletromagnéticas. Nos fornece assim a geometria gerada por um corpo de massa M car-
regado. As relagoes de vinculo' que o tensor de Maxwell F,, deve obedecer[14] sdo as
seguintes:

V, " = 0;0,F, =0 (2.14)

estas condigoes sao os vinculos para as equacoes de Maxwell livre de fontes. Assumindo

novamente simetria esférica, onde o elemento de linha na forma canonica é dado por:
ds® = e’dt? — edr® — r*(d6* + sen®0dp?) (2.15)
e a proxima condigao é de que a solugao seja estatica(Teorema de Portkoff), ou seja
v=uv(r);A=X\r)

Considerando que o campo elétrico tenha coordenada puramente radial(caso estatico sem

campo magnético) o tensor de Maxwell deve tomar a seguinte forma:

0 -1 00
1 0 00

F. = E(r) (2.16)
00 00
00 00

1S40 restricdes impostas ao movimento. No caso em questdo ao eletromagnetismo livre de fontes
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Usando as equagoes (2.14) e (2.16), encontramos a seguinte relagao:

1

E = (2.17)

r2

onde € é uma constante. Devemos encontrar a expressao para as exponenciais, notemos
que o elemento de linha (2.15) é o mesmo para o caso de Schwazrschild. Vamos calcular
as componentes da equagao (2.13), tanto o lado que envolve a geometria o G, (problema
6.31 da referéncia [14]) como o lado do tensor energia-momento 7),,. Fazendo isso para as
componentes (Gpg e G11 retornamos a um sistema de equacoes diferenciais similar calculado

para o caso de Schwazrschild [14], obtemos:

A=—v (2.18)
Logo a relagao (2.17), torna-se:
€
E=- (2.19)

Calculando a componente Gao, comparando com o lado do tensor 7}, da expressao (2.13)
e resolvendo o sistema de equagoes, obtemos o seguinte valor para a exponencial:

d e

€V:C,/———‘r-—2
T T

tomando o limite de campo fraco encontramos que ¢’ =1 e ¢ = 2m. Entao o elemento

de linha fica da forma,

2 2 9 2\ —1
s — (1 _2m i) e (1 _2m 6_2) dr® — r2(d6? + sen®0d?)  (2.20)
T T

r r?
Note que ao tomarmos o limite de ¢ — 0, retornamos ao caso de Schwarzshild. E a
constante e é identificada ao fecharmos uma gaussiana em volta da regiao como sendo a
carga ¢ do corpo de massa M.
Similarmente ao caso de Schwarzschild, vamos analisar as regioes de infinito redshift,
ou seja, quando g — 0 e consequentemente g,, — 0o. Vamos fazer a seguinte definigao,
chamando de 7% onde Q = r?—2mr+ €%, iremos calcular as rafzes dessa quantidade Q[14].

Calculando o discriminante de Q(equacgdo de 2° grau para r):
A = 4(m? — )

e calculando as raizes

C2mEVA

r+ 5
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ry =m=xvVm? — e (2.21)

Vamos tomar aqui o caso para € > m2. Os outros dois casos para €2 < m? e €2 = m?
podem ser vistos na referéncia [2]. Entao para este caso[14], o buraco negro carregado
possui trés regioes:

I —r. <r<o
IT—r_<r<ry
1T -0<r<r_

Para o caso desta solucao temos dois horizontes de eventos , um horizonte externo
em 7, é um horizonte interno denominado horizonte de Cauchy. Entao, para as regioes
I e III, as coordenadas t e r trocam de papel, enquanto que sao conectadas através da
regiao II. Novamente, podemos remover a singularidade de g, em r, e r_ fazendo uma
mudanca de coordenadas[14] e, em r = 0, a singularidade permanece de modo que pode-
mos identificar a carga localizada nesse ponto. E se tracarmos uma gaussiana verificamos
que a carga se encontra exatamente no centro, ou seja, ao tomarmos a simetria esférica
necessariamente tem que ser estatico[2]. E, como no caso de Schwarzschild, a solugao

também ¢é assintoticamente plana g,, — 1,, quando r — oo.

2.3.2 Solugao de Kerr

Nesta secao consideraremos agora o caso de uma variedade 4-dimensional sob a
perspectiva de uma dinamica de rotacao e ,novamente, analisar as singularidades e ho-
rizontes, e identificar algumas grandezas fisicas como o momento angular. Ao contrario
das solucoes de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, que vieram logo apds as equagoes
de Einstein, a solugao de Kerr veio bem depois, apenas em 1963[2]. Esta solugao é extre-
mamente complicada de se obter. Portanto vamos fazer apenas a analise do elemento de
linha:

2
o sen”d

02

2
((r* + a*)dyp — adt)* — P ar? - p*db? (2.22)

A
ds® = E<dt — asen®0dyp) A

onde p? = r?+a’cos’*0 e A = r>—2mr+a®. Este elemento de linha é dado nas coordenadas
de Boyer-Lindquist. Existe outras formas de se escrever este elemento [14], nesta forma

fica mais facil a anélise.
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Fazendo a andlise da expressao (2.22), ao tomarmos a = 0 recuperamos o elemento
de linha de Schwarzschild, quantidade a esta diretamente relacionada com o momento
angular da seguinte forma, a = % onde J é o momento angular e M a massa. Neste
elemento de linha surge termos cruzados dtdyp que indica rotagao, no qual a expressao

(2.22) é invariante perante a dupla transformagao[14]:
t— —t;p— —p

t— —t;a— —a

ou seja, nao muda sua forma. A solugao possui uma simetria de rotacao, tomando o limite
de campo fraco a solugdo de Kerr representa o campo de uma fonte girante[2]. Iremos
analisar se a solugao é assintdtica,pois r nao é a coordenada radial habitual. Para isso

devemos considerar a seguinte relagao[14]:
R = 22 + 42 + 22

e fazer a substituicao,

x = rsenfcosp + asenbseny
y = rsenflsenyp — asenfcosyp
2z = rcosf

de modo que:

R? = 1% + a’sen’d (2.23)

e tomando o limite de r >> a, ou seja, que a distancia seja muito grande comparada ao

raio de giracao® do objeto,
Reri a’sen?0
2r
onde R = r no limite a = 0(distante do campo girante), entao g,, — 7,, quando R — 0o
na expressao (2.22) e assim a solu¢ao de Kerr também é assintoticamente plana. Iremos
calcular a regiao dos valores para os quais o g;; = 0 e g,, — oco(regices de infinito redshift).
Da expressao (2.22), encontramos:
r? — 2mr + a*cos*0
2

gt =

2No célculo de momento de inércia o raio de giracdo tem dependéncia com o momento de inércia e a

superficie do objeto.
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logo para que se anule a expressao acima basta que,
r? — 2mr 4 a*cos*0 = 0

calculando as raizes

rex = m =+ vVm? — a’cos?0 (2.24)

do mesmo modo para o g,

A=r*—2mr+a>=0

obtemos,

ry =m+vm?—a (2.25)

Analisando a expressao (2.24), vemos que a soluc¢ao possui duas regides de infinito redshift
no qual tomando # diferente de zero nao coincide com a regiao de horizonte em (2.25).
Em 6 = 0 a solugao possui uma assimetria axial[14], onde as duas expressoes se igualam.
E ainda a solucdo possui trés regioes regulares para o caso m? > a® semelhante ao caso
de Reissner-Nordstréom:

I —ry <r<oo
IT—r_<r<ry

I -0<r<r_

E, novamente, ao tomarmos o limite de a — 0, retornamos ao caso de Schwarzschild,
onde a superficie de infinito redshift coincide com a regiao do horizonte. Na regiao de
0 diferente de zero, temos uma superficie de arraste® denominada ergosfera[2], algo novo
que nao tinha aparecido ainda na teoria newtoniana. E a singularidade da solucao sera
dada quando gy — 0, logo:

p° =1r?+ a*cos’0 =0

o tinico modo de anular p é fazendo r = 0,cost) = 0[14] e § = 7, entao da expressao (2.23)
temos:
R* = 1%+ a*sen®d
R2 — 2

3Devido a rotacdo do espaco-tempo surge uma superficie em que um observador é literalmente arras-

tado.
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ou ainda

2? +y* =a’ (2.26)

para o caso da solucao de Kerr, temos uma anel de singularidade. E tomando a = 0, o anel

Horizonte de eventos

o
(=]
=
L

Figura 2.1: Representacao de uma ergosfera do buraco negro

de singularidade volta a ser um ponto. Nesta solucao surge algo importante, temos agora
uma ergoesfera que é definida como sendo a regiao no limite entre o ultimo horizonte e a
ultima regiao de infinito redshift. Propriedades interessantes podem ser estudadas nessa

regiao[4]. Iremos discutir algumas delas numa se¢ao mais adiante.

2.4 Buraco Negro BTZ

Nas secoes anteriores, trabalhamos com solucoes tipo buraco negro sempre em 3+1
dimensdes (3 dimensodes espaciais e 1 temporal). Nesta se¢ao iremos tratar de um tipo em
2+1 dimensoes, a sigla BTZ se deve ao nome de seus autores [16] proposta inicialmente
em 1992.

Vamos aqui apresentar esta solucao e discutir algumas caracteristicas importantes.
A solugao do Buraco Negro BTZ trata de um corpo de massa M, momento angular J e
com constante cosmolégica A [2, 15]. A métrica de sinatura (-,4,+) com essas condigoes

¢ dada por|[16]:

ds® = —N?(r)dt® + N~ 2dr* + r*(N?(r)dt + d¢)? (2.27)
onde N%(r) = —M + ’l’—j + % e N° = —-%. E a constante [ estd relacionado com a

constante cosmoldgica —A = [72.
As duas constantes M e J surgem devido a invariancias no espago-tempo, a massa

devido a temporal e 0 momento angular devido a rotacional. Analisando as regides onde
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g — 0 e g, — 00, os valores de r sao:

M
Ti:l 7 1+

. <%)T % (2.28)

Notemos que, para que exista um horizonte da expressao (2.28) temos que restringir

certos valores nos parametros M e J. Logo, a solucao em r, , deve satisfazer as seguintes
condicoes:

M > 0;|J| < Ml

Pois para o caso extremo |J| = M ambos os valores de r em (2.28) coincidem e para este
caso em particular na métrica deixa de existir um horizonte de eventos. Vejamos que a
solugao nao é assintoticamente plana pois fazendo » — oo nao recuperamos o elemento
de linha de Minkowski. Entao para tomar a solucao de vacuo, livre de qualquer acao
devemos fazer duas consideragoes M — 0 no qual requer J — 0, logo o elemento de linha
(2.27) torna-se:
N 2 A\ —2

dstoe == (7) dt*+ (5) dr® +r%dg? (2.29)
Na expressao (2.29), devido ao fator da constante cosmolégica, o elemento de linha nao
¢ assintoticamente plano, ou seja, nao recuperamos Minkowski ao tomarmos o limite.
Ainda analisando (2.29), em r = 0 temos uma de singularidade nua*[2] o que fisicamente
é impossivel pois estaria violando o principio da censura césmica®[17]. Um outro caso
especial puramente matemdatico(massa negativa nao seria possivel) pode ser tomado para

(2.27) com M = —1 ¢ J =0, ficando com:

ds? = — (1 n (%)2> dt? + (1 + (%)2)1 dr? + r2dg? (2.30)

a singularidade em r = 0 desaparece e nao ha um horizonte. E novamente para esta

configuragao a solugao nao é assintoticamente plana.

2.5 Termodinamica de Buracos Negros

Objetos de uma notéria estranheza, os buracos negros surgem como solugoes das

equacoes de campo da Relatividade Geral. Porém, o status de objeto apenas tedrico

4A singularidade de um Buraco Negro é "coberta”pelo horizonte de eventos. Dizemos que a singulari-

dade é nua quando apresenta-se uma solu¢ao que nao possui um horizonte de eventos.
50 principio nos diz que: nao podemos obter informagoes de uma regiao do espago(ponto) onde viola

as Leis da Fisica.
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foi mudando em meados de 1960[4].Este estudo teve inicio ao analisar a evolugao de
estrelas[18] e ver que dependendo de um certo valor de massa critica M ~ 3Mg(massa
solar)[2] estrelas ao colapsarem deveriam alcangar o raio de Schwarzschild e assim se
tornariam um buraco negro.

Mas como detectar objetos astronomicos como esses, se qualquer raio de luz lan-
¢aado na dire¢ao do Buraco Negro nao retornaria e ,assim, nao poderia ser visto por um
observador. Logo o status mal tinha mudado e nao haveria possibilidade de se detectar
tal objeto. Porém, com os trabalhos de R. Giacconi e outros da astronomia de raio X[4]
encontraram anomalias em especial em Cygnus X-3. Que fontes de raio X poderiam ser
na verdade buracos negros com discos de acréscimo, a alta rotacao de um buraco negro
em sistemas de estrelas bindrias(duas estrelas em que uma se torna um buraco negro)
causaria um superaquecimento de toda radiacao e emitiria assim um surto na faixa dos
raios X.Esta emissao na faixa de raio X tem uma caracteristica em especial, onde nao é
emitido de forma continua e sim, com uma defasagem de tempo entre um pico e outro.

Um processo que Penrose imaginou teoricamente de que uma civilizagao avancada
poderia extrair energia[20] de um buraco negro em rotagao. Este processo consiste em
fazer uso da ergoesfera, este limite[4] seria uma regiao de arraste do espaco-tempo como
um redemoinho que gira junto com o Buraco Negro. Usando condicoes suficientes de uma
particula que caisse nessa regiao tal que ao chegar num certo ponto da ergoesfera decaisse
em duas, no qual uma cairia no horizonte enquanto que a outra fosse arremessada para
fora da regiao com energia maior do que a inicial em que o ganho de energia foi feito a
perda de rotacdo do buraco negro, este processo é chamado de super-radiancia[14].

Propriedades termodinamicas analogas de sistemas contendo buracos negros foram
estudadas inicialmente por Bekenstein[21] e em seguida por Hawking[22]. Bekenstein foi
o percussor e descobriu que existe uma entropia associada ao Buraco Negro, relacionada

da seguinte forma:

kpA
Sy = 2.31
=0 (231)
onde kp é a constante de Boltzmann, A é a area do buraco negro e lz = % é o

comprimento de Planck. Hawking estudou um processo no qual considerou um efeito

quantico préximo ao horizonte, este efeito é o de criacao e aniquilacao de particulas.
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Analisando a relacao de incertezal4],

AFEAt >

Lo | St

(2.32)

ou seja, por breve instantes de tempo temos uma incerteza na energia, essa incerteza esta
relacionado com a energia de vacuo no qual existe ali uma criagao e aniquilagao de parti-
culas e anti-particulas. Hawking imaginou este processo proximo ao horizonte do Buraco
Negro, e analisou que estatisticamente nesse processo anti-particulas(energia negativa)
cairiam no horizonte enquanto que as particulas(energia positiva) emanariam e para um
observador distante o mesmo observaria um fluxo continuo de energia, o Hawking calculou
a temperatura[22, 4] de um Buraco Negro devido a essa emissao dado pela expressao:

Ty = —1C (2.33)
HAW = S GlpM '

onde M é a massa do Buraco Negro. O processo descrito é conhecido como Radiagao
Hawking. Vale ressaltar que Hawking considerou o objeto como sendo um corpo negro
e a relacdo (2.32) foi a primeira expressao que uniu duas constantes universais, a cons-
tante de Planck h e a constante gravitacional de Newton G. Estas duas constantes estao
relacionadas com a mecanica quantica e a relatividade geral respectivamente, ou seja, foi
o primeiro indicio teérico de uma teoria de unificacao das leis da natureza. A absorcao
de anti-particulas causa uma continua perda de massa do Buraco Negro[4]. Logo, para
um tempo suficientemente longo este processo esta responsavel pela evaporagao do Bu-
raco Negro. Isto estd relacionado a um paradoxo conhecido como "Paradoxo da perda de
informacao”[19]. A taxa na qual estd relacionado a perda de massa é dada pela seguinte
expressao[4]
dM A(M)

=5 (2.34)

onde A(M) é um coeficiente numérico que depende da energia a qual se produz o processo.

Definimos até aqui duas quantidades termodinamicas analogas relacionadas a sistemas
contendo buracos negros, a temperatura e a entropia, podemos assim definir um conjunto
de leis termodinamicas[18] relacionadas a estes tipos de sistemas. A entropia da relacao
(2.31) ficou conhecida como entropia de Berkenstein-Hawking. Com isso a segunda Lei

da Termodinamica deve ser generalizada da seguinte forma[2]:

A
) (S + Z) >0 (2.35)
no qual foi introduzido a entropia associado a buracos negros.
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Vale ressaltar que a radiacao Hawking ainda nao foi detectada, embora existam
pesquisadores que trabalham com modelos andlogos|23, 24], e o método de detecgao mais
usado de buracos negros, mesmo que indiretamente, continua sendo usando técnicas as-

tronomicas na deteccao de raios X.
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Capitulo 3

Nao-comutatividade

Em Fisica, quando tentamos descrever a natureza através de relagoes matematicas,
devemos levar em conta todas as ferramentas a fim de se obter uma predicao exata do
mecanismo estudado. Na Mecanica Classica por exemplo, se conhecemos a posi¢ao x(t)
e 0 momento p(t) de uma particula podemos obter qualquer informagao do sistema em
questao. Porém na Mecanica Quantica isto nao funciona da mesma forma, para este caso
ao invés de fungoes temos operadores Hermitianos Z p no qual o sistema fisico em questao

¢ governado pela relagao de incerteza de Heisenberg:
h
AxAp > 3 (3.1)

onde h = % em que h é a constante de planck. A relac¢ao (3.1) nos diz que nao podemos
obter com precisao posicao e momento de uma particula simultaneamente. A relacao de

comutagao entre os operadores z e p dada por[25]:
[&,p] = ih (3.2)

em que o limite classico é recuperado fazendo h — 0. O exemplo descrito fez o uso de
uma estrutura nao-comutativa. Existe na Fisica outros mecanismos em que se usa uma
estrutura nao-comutativa.

Foi Snyder quem iniciou os trabalhos em 1947[8] para construir teorias mais gerais
usando nao-comutatividade. O objetivo dele era de consertar divergéncias na Eletro-
dindmica Quéntica[26]. Snyder usou o argumento de que o espago-tempo poderia ser
quantizado, para pequenas escalas e altas energias e ,assim, poderia ser construido a par-

tir de uma &algebra nao-comutativa. Para construir esta algebra devemos considerar algo
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mais geral do que os operadores & e p. Vamos considerar funcoes do espaco-tempo z* e

2’ em que a relacao de comutacao é dado por:
[2", 27] = i (3.3)

no qual o parametro # é um tensor anti-simétrico com dimensao de comprimento ao
quadrado, estamos trabalhando com geradores Hermitianos da C-algebra nao-comutativa.
H&a consequéncias importantes nessa regra de quantizacao, pois ao considerarmos que
coordenadas, por exemplo x e y nao comutam, perdemos a nocao de ponto no qual é
substituida pela célula de Planck[26],um exemplo, ao tomarmos o sistema cartesiano para
cada ponto em x teremos varios pontos em y . Usando esta estrutura trataremos sobre
teorias nao-locais em que a variedade 4-dimensional é substituida pelo espaco de Hilbert.

Pode-se construir toda uma teoria quantica de campos nao-comutativa. Ja que os
campos dependem das coordenadas e os mesmos dependem da expressao (3.3), podemos
introduzir esta nova teoria usando a lagrangiana da teoria de campos convencional e
generalizar para uma classe de teoria de campos nao-comutativa. Os dois principais
pontos a serem abordados nessa estrutura, primeiro é que trabalha-se com teorias a curtas
distancias, ou seja, nao-locais e segundo a nao-comutatividade conflita diretamente a
invariancia de Lorentz[9]. Vale ressaltar que, ao quantizarmos as fungdes do espago-
tempo, estamos trabalhando apenas com a quantizagao das coordenadas espaciais, pois
ao quantizarmos a coordenada temporal surgem divergéncias na teoria.

Em algumas teorias na Fisica geralmente é usado a estrutura nao-comutativa, por
exemplo em teorias de quantizacao da gravidadel9, 27]. Entao, ao quantizarmos a gra-
vidade, esta seria uma teoria nao-local. Em paralelo a quantizacao da gravidade, tem a
teoria das cordas[9] e a teoria M que também seriam teorias nao-locais e essa nao localidade
seria definida e surgiria naturalmente por um parametro de nao-comutatividade. Na teoria
de matéria condensada surge naturalmente a questao da nao-comutatividade[9], e o exem-
plo mais citado é o problema dos niveis de Landau. Que ao aplicar um campo magnético
B néo uniforme em determinado sistema, recorrente a aplicacao deste campo, verifica-se
que as varidveis conjugadas x e y deixam de comutar[28].Fisicos vem construindo varia-
¢oes da teoria de Yang-Mills[9] no intuito de consertar divergéncias na faixa do UV. Estes

sao mais alguns exemplos na Fisica em que se usa uma algebra nao-comutativa.
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3.1 Nocoes de Algebra nao-comutativa

Em Matematica, um grupo é uma estrutura algébrica constituido de uma funcao

binaria, em termos matematicos temos:
(G %) (3.4)

onde G = © é um conjunto de elementos(nao-vazio) qualquer e () é uma operagao
realizada nesse conjunto. Para que um grupo seja formado, dado trés elementos a,b e ¢

do conjunto G, deve satisfazer trés operacoes:

c.e = C.

sao inverso de um elemento, associatividade e elemento neutro respectivamente. A opera-
¢ao da comutatividade ,a.b = b.a, é dividido em dois grupos, o caso Abeliano(comutativo)
e caso nao-Abeliano(nao-comutativo).

Podemos relacionar um grupo com uma determinada simetria na natureza, ou
ainda, relacionar com um modelo ou teoria na Fisica. Para o trabalho em questao, estamos
lidando com grupos nao-Abelianos. Logo, devemos construir uma algebra relacionada a
isto,ou seja, trabalhar com um determinado espaco e definir o produto entre dois elementos
desse espaco. Existe varias formas de obter essa algebra, porém vamos trabalhar com

uma forma mais elegante e mais geral do que a relacao (3.3), por meio dos operadores de

Weyl[26].

3.1.1 Operadores de Weyl

Para introduzir os operadores de Weyl, vamos fazer uso da algebra comutativa
e assim relacionar com a nao-comutativa. Vamos trabalhar num espago de fungoes em
D dimensoes no espaco euclidiano RP, no qual produto escalar entre duas funcoes desse
espaco é o usual conhecido, e que esta funcao desse espago decresca rapidamente. E iremos
descrever uma fungao f(x) nesse espago por uma transformada de Fourier[26]:

f(k) = / dPze* f(x) (3.5)
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onde a transformada acima é a usual conhecida. Foi visto anteriormente, que ao quan-
tizarmos um espaco mais geral do que aquele visto em Mecanica Quantica, substituimos
o x' por operadores Hermitianos #°. A quantizacao de Weyl é similar a esta, usando a

relac@o (3.5), introduziremos o simbolo de Weyl dado por[26]:

Wir = [ s e (3.6

O operador de Weyl W[ f] é Hermitiano se f(z) é um valor real. Podemos reescrever a

expressao (3.6) da seguinte forma:

Wifl = [ @zp()A@ (37)
onde

A d"k ki@t —ik;xt

A(a:):/(%T)De et (3.8)

~ ~

o operador A(x) é Hermitiano[24].Vejamos, da relagao (3.8) que o operador A(z) é uma
mistura entre operadores e campos, e analisemos também que ao tomar o limite de 8% = 0,
ou seja, ot.27 = 7.2 e assim escrevemos o operador como uma funcio delta 6 (2 — z).

E definido entdo relagoes de comutacao para o operador derivada O [26, 9], dado

por:
05, 7] = 67;[0;,0;] = 0 (3.9)

e com isso definimos:
0, A(z)] = —9;A(x) (3.10)

E darelacao (3.10) intitulamos o gerador translacao que pode ser representado da seguinte
forma[26], com v € R :
e’ AiA(a:)e_”iéi = Az +0) (3.11)
Da relagao (3.11) temos que o trago TrA(a:) na algebra dos operadores de Weyl ¢é inde-
pendente de x, logo podemos definir da relagao (3.7) que o T'r é a integragao sobre todo
0 espago[26, 9]:
TIW[f] = / Pz f(z) (3.12)
onde foi escolhido por questao de normalizacao T’ rA(a:) = 1. Nisso o operador trago é

equivalente a integrar sobre as coordenadas nao-comutativas .

Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff[29],
6ikii¢i ikl 2 L0 ki) cilktk)i pi

= 675
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podemos computar o produto de operadores A(x) em diferentes pontos do espago, usando

D D . . ) .
// d k d k z(k—i—k’)iile—%@”kik;e—ikirl—ikgyl

de de/ : / i A N : (Y W)
// /dDzez(k—l-k )iz A6_59U kik;e—zkiz —ikjy (313)

Integrando sobre todo o espago dos momentos em k e k' na expressao (3.13), onde devemos

a relagao (3.8)

normalizar a funcao a partir da matriz em 6:

1 ~ cn—1 i j
A(@)A(y) = ———— [ dPzA(z)e 20 =) y=2) 3.14
@A) = i [ A (314)
no qual o traco vai ser dado por:
Tr(A(@)A(y)) = 6" (@ - y) (3.15)
e segue entdo que a transformagao em (3.7) possui uma inversa,

f(x) =TrW[f]A(z)). (3.16)

O operador quantico para obter a funcao f(z) é usualmente chamado de funcao de dis-
tribuicdo de Wigner[30]. O mapa A(z) é a correspondéncia entre campos de Wigner e

operadores de Weyl[26].

3.1.2 Produto Estrela

O primeiro passo para se construir a algebra ja foi dado, definimos um espago de
funcoes e alguma propriedades contidas neste. Agora temos que definir o produto interno
entre duas fungoes que vivem nesse espago. Adiantemos que, devido a relagao (3.3), o
produto vai ser modificado por um parametro 6 que ao tomarmos o limite retornamos ao
produto interno da algebra comutativa.

Tomando o produto de dois operadores de Weyl W[ fle W[g], correspondente as
fungoes f(x) e g(x)[26], a partir das definigdes que fizemos na sub-se¢do anterior temos

que:

~ ~

Tr(WIfIW[glA(z)) = m / / dPydP 2 f (y) g(z)e 20 Dis—y)'(e=2) (3.17)

Para calcular este produto interno usaremos as expressoes (3.5),(3.6) e a férmula de Baker-

Campbell-Hausdorff, para deduzir que:

WIfIWIg] = WIf * g] (3.18)
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onde ¢é introduzido o Groenewold-Moyal produto estrela[31]

APk dPK - i ik ik
1) 20) = [ [ oy amyp W50 — e

= rwyeay (5507 ) o0

= f@)g@) + > (5) G0, 0y (@) Dyeg(x) (319
n=1 ’

O produto estrela (3.19) é associativo e vejamos que no limite com 6 — 0 retornamos ao

produto usual.

3.2 Teoria de Gauge

Nesta secao, faremos um breve resumo da teoria de Yang-Mills analisando apenas
as transformagoes deste caso, tomando para os dois regimes, tanto para os campos ordi-
narios como os nao-ordinarios. Como um modelo analogo, teoria de Yang-Mills é a teoria
eletromagnética nao-abeliana no regime de altas energias. As transformacoes de gauge

para o caso ordindrio sao[10]:

5yAi = O + [\, Ay (3.20)

onde A e \ sao matrizes N X N hermitianos. Para o caso nao-ordindrio usamos as mesmas
leis de transformacao no qual apenas trocamos a multiplicagao usual pelo produto estrela
(3.19) e os campos usuais sao substituidos pela sua versao nao-comutativa em que as leis

de transformagao sdo dadas por[10]:

Usamos o chapéu nos campos indicando a substituicao por operadores.Para o caso de

primeira ordem em 6 temos:
05 A; = O\ — RN A; + O(6°) (3.23)
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A

Fy; = 0;A; — 0, A; + 0", A0,A; + O(6°) (3.24)
gj\ﬁij = —0“@5\6;]% + 0(92) (325)
Temos aqui dois regimes de uma teoria, o caso ordinario dado pelas expressoes (3.20)-

(3.22) onde ¢ a teoria usual de Yang-Mills e o caso nao-ordindrio dado pelas expressoes

(3.23)-(3.25) onde ¢ o caso nao-comutativo da teoria.

3.3 Mapa de Seiberg-Witten

Vimos na secao anterior duas formas de uma mesma teoria, nesta secao iremos
introduzir um conceito importante na fisica de nao-comutatividade conhecida por mapa
de Seiberg-Witten[10]. Basicamente, esse método consiste em mapear os campos nao-
ordinarios através dos campos usuais obtendo uma generalizagao da teoria de gauge usual,
ou seja, podemos obter o campo nao-comutativo em fungao dos campos da teoria usual.

Para obter este mapa, Seiberg e Witten propuseram uma expansao em termos dos

campos de gauge dada por:
A(A) + 65 = A(A+6,A) (3.26)

onde A e X sao parametros infinitesimais. Através da expansao,ou seja , no limite muito
pequeno conseguimos aproximar até primeira ordem os campos nao-ordinarios em termos
dos campos ordinarios, basta agora fazer uma escolha para A e A\. Vamos aqui trabalhar

com a expansao até primeira ordem em 6 no qual o produto estrela na expressao (3.19) é:
frg=fo+ 090,00 + OF) (327
agora podemos fazer uma escolha[10]:
A=A+ AA)
A=A+ XN\ A)
expandindo até primeira ordem a expressao (3.26) e usando a rela¢ao (3.27), ficamos com:
A(A+0\A)— AL(A) =N —i[ N, Aj]—i[\, A] = —%Hkl(akAalAi%—@lAi@k)\) +0(6%) (3.28)

E a equacao (3.28) pode ser resolvida, comparando os termos de mesma ordem, seguindo

a relacao de anti-comutacao dada por:
. 1
&QD:AHﬁMA%a%—qu&ﬂML+EJ+Owﬂ (3.29)
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AMANA) =2+ NN A) =2+ i{@i)\, A} + O(6%) (3.30)

e por ultimo podemos obter:
. 1
Fj = Fj+ ;lekl(Z{Fz‘m Fu} — {Ax, DiFyj + 91F}) + O(6%) (3.31)

onde finalmente obtemos expressoes dos campos nao-ordindrios em fungao dos campos

usuais isto é valido para primeira ordem em 6.
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Capitulo 4

Espalhamento

A métrica BTZ vem sendo estudada em diversos modelos na Fisica[32, 33]. Por
ser um buraco negro que possui o fator da constante cosmoldgica o que deixa nao-
assintoticamente plano, torna-se um laboratorio tedrico ideal para se estudar teorias
ADs/CFT[34]. Neste capitulo vamos estudar esta métrica sob um campo de fundo nao-

comutativo e estudaremos sobre o processo de espalhamento.

4.1 Modelo de Higgs Abeliano

Nesta secao iremos fazer uma breve apresentacao do modelo que vamos usar no
presente trabalho. Na Fisica temos uma artificio mateméatico, a Teoria de Campos. O
mecanismo consiste no seguinte esquema, representamos determinado modelo ou teoria
através de uma langrageana que depende de um campo ¢(Z;t), e depois variamos a lan-
grangeana usando o principio da minima agao ,ou seja, 0.5 = 0, para assim, obtermos as
equagoes de movimento em termos do campo. Como exemplo mais simples, podemos usar

a teoria de Klein-Gordon, onde a Langrageana é dada por[35]:

£= 10,000 - V() (1)

e variando a agdo S = [ d*xL(¢, 9,¢) temos:

oL oL

— —0,——— =0 4.2
3~ 2 50,9) (4.2)
em que usando a Langrangeana (4.1) obtemos as seguintes expressoes
oL __adv
op  do
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oL

= 9
9(0,9)
para um caso especifico em que V(¢) = %m2¢2,com a assinatura da métrica (+,-,-,-),
obtemos a seguinte equacao de movimento,
(O+m*)e=0 (4.3)

onde [0 = 0,0" , em que deduzimos para o caso de espago-plano. Podemos assim obter

quantidades fisicas importantes dependendo do modelo em que estamos trabalhando.
Para modelos mais gerais temos uma langrageana que pode depender de mais de

um campo. No modelo de Higgs Abeliano, por exemplo, temos uma langrageana que

depende de dois campos, um real e um complexo, a qual é dada por[36]:
L= —1F, P 4 Dg(D ) +mPed" — 2oéd™ 4.4

em que o primeiro termo da equacdo (4.4) ¢é a langrageana de Maxwell com F), =
9, A, — 8,A, e na parte cinética(derivada covariante') temos D,¢ = (9, — ieA)¢, em
que temos o complexo conjugado desta derivada D,¢* = (0, + ieA,)¢. Este modelo é
aplicado em diversas ramificacoes da Fisica, como por exemplo em Fisica de Particulas,
Supercondutividade, Matéria Condensada entre outros[37].

Para o trabalho em questao vamos considerar a versao nao-comutativa deste mo-
delo, onde os campos sao substituidos pela sua versao nao-ordinaria, ou seja , o campo
¢ ¢ substituido pelo operador campo ngS O produto entre dois operadores campo ngS é

substituido pelo produto Weyl-Moyal(vide cap.3). Assim, ficamos com:

L— "Fu % F" 4 (D) % DFg + m2pT x ¢ — bl x ¢ x of x ¢ (4.5)

| =

onde o produto entre dois ¢ dado por:

e xato) = eap (300502 F00)]om

A Langrageana (4.5) pode ser expandida em termos de série em 6. Porém usaremos
o mapa de Seiberg-Witten e escrever os campos nao-ordinarios em termos dos campos

comutativos, ou seja, utilizaremos as relagoes (3.29)-(3.31) podemos obter:

~

1
A=A, +07A, (@Au - 5@,@)

LA derivada covariante é a generalizacdo para espacos mais gerais da derivada parcial.
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A

Fu = Fu + epﬁ(FupFVﬁ + Ap0sFu)

~ 1
Op=0¢— 50““%1“0,,@5.
Substituindo as expressoes acima na langrangeana (4.5) e reorganizando os termos, ficamos

com|[38]:

L= —1FuF" (1430 Fop) + (1 — 10°7Fag) (| Dugl* + m?[o* — blo|*)  (4.6)

+36°7 Fop[(Dg) D6 + (D"6)! Dol

onde o parametro #*° é uma constante com dimensdao de comprimento ao quadrado,

representado por uma matriz D X D antissimétrica.

4.2 Métrica BTZ Nao-Comutativa

Nesta secao veremos o caso da métrica BTZ nao-comutativa. Adiantemos que
analogamente como obtido para o campos ¢ e A,, também foi usado o mapa de Seiberg-
Witten. Inicialmente esta métrica foi obtida usando teoria de Chern-Simons, onde sabe-
mos que ha uma equivaléncia entre gravidade nao-comutativa e esta teoria , para mais
detalhes sobre este procedimento ver referéncia[39]. Foi mostrado em [40] que hé uma
equivaléncia entre teoria de Chern-Simons e gravidade em (2+1) dimensoes, entdo po-
demos usar o mapa de Seiberg-Witten para obter uma solucao do BTZ nao-comutativa

usando as expressoes (3.29) e (3.30), onde em coordenadas cilindricas a métrica é dada

por|[40]:
0B
ds? = —F2dt? + N~2dr? + 2r*N%dtde + <r2 + 7) d¢’ (4.7)

onde

N¢ _7”+7’_

Ir?
(r*—=r%2—-7r%) 6B
2 + -
B 2
1 0B
V= iz [0 e =0ty - Dot = )]

onde 74 e r_ sdo os horizontes externo e interno do caso comutativo definido por[41]:

2 J 2
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Notemos que nao existe divergéncias para o caso de 6 = 0, onde recuperamos a métrica
usual. A nao-comutatividade afeta diretamente a nocao de ponto, ou seja, a massa M
para o caso desta métrica é afetado, deixando de ser uma massa pontual, passando a ser
uma distribuicao de massa.

Substituindo o 71 na expressao (4.7) podemos reescrever a métrica na seguinte

forma:
2 2 1,02 OB\ 5,5
r r
onde
r* 6B
- M4 =
! T
r> J* 6B (2 M
- M4+ 2 (Z2_
< * 2 * 4r2? 2 <l2 7"2)
Agora fazendo uma substituicao do tipo d¢ = Céij podemos escrever o g,, na forma
matricial da seguinte formal[41]:
—f 0 _2_JT
Guv = 0 Qil 0 (410)
0
5 0 (1-33)

com a inversa gh",

(4.11)

E por definicao g = det(g,,) com —g dado por:
0B 1 M J? r? 0B (1
PR e (el I /3 o Sl fitud G | -1 (412
o= [T () imE e - [T () e oo

4.3 Equacoes de Movimento

Nesta se¢ao iremos obter as equagoes de Euler-Lagrange para a langrageana (4.6)
para os campos ¢ e ¢*. Usaremos para este problema a métrica (4.10) e tomaremos o
limite linear do modelo Higgs Abeliano expandido via Seiberg-Witten, ou seja, fazendo
b = 0(é apenas uma condigdo matemética para assim trabalhar com equagdes em que

podemos resolver). Como estamos trabalhando com espagos curvos a expressao (4.6) serd
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multiplicada pelo fator /—g, logo ficaremos com:

1 a * * 1 e} * *
L=v=g Kl — 4 BFQB) (DubD 6" + i260°) + 567 Fo(D3o" D" + DV Dm))}
(4.13)
Excluimos o termo —iF W, pois iremos obter as equacoes apenas para o campo ¢.
Usamos g como sendo o fator de massa?.Podemos ainda reescrever o tltimo termo da

expressao (4.13) da seguinte forma:
= [Dgop* D ¢ + D" ¢* Do)

= 2¢"[Dp¢" Do)

Aqui trabalharemos no regime no qual 6% = 0,0Y = €7%0* e Fij = 9% B*[38].0Onde
tomaremos apenas a projegao do campo magnético na dire¢io z. Entdo no termo 6*°F,

na langrangeana ficamos com:
0P F.5 = 0% Fy; + 07 F;

0°°F,5 = 20..B, = 2B

onde foi restringido o campo magnético projetado em z. Renomeamos também o fator

contrafdo ©77 = #*’F%  no qual a langrangeana numa forma simplificada fica:

1 B, * o *
L=v=g [(1 - 53) (DubD"6" + 1266") + 67 (Dy6" Dy) (4.14)
Vamos obter as equacoes de movimento para ¢*;
oL 9 oL _0

0p* 1 0(0.9")

Da equagao (4.14), segue:

gé =v—yg [(1 — %B) 9" (O,pieA, + €A, A)) + 1P2d + 07 (ieAgd, ¢ + 62A,3A0¢)} :
E
oL _ V=g |{1- '3 M(,p — ieAyd) + O (610, — ieAypdh)
I B A R A p009 ~ 164090
oL 1. i
e = V9| (1 -58) o+ @),

2Para ndo confundir com os nimeros quanticos m que serd usado mais adiante
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Redefinindo a constante 6 = (1 — %B) e reorganizando os termos, a equagao de movi-

mento se torna:

Lo, [\/—_g (Dw + @—)] g™ (9. dieA, + A, A,0)]
o —(zeAﬂ&,qﬁ + e Ag A, 0) (4.15)

Para a expressao (4.15) vamos usar uma solugao tipo onda plana ¢ ~ ¢, pois queremos
obter uma equacao do tipo Schrodinger para assim fazer a andlise do potencial. Faremos
aqui a escolha de um gauge A, arbitrario, tal que o rotacional resulte em um campo com

projecao na diregao z, ou seja, B, = B = V x A. Para isso iremos usar o rotacional em

coordenadas cilindricas® dado por:

roorg  Z

|
= =-|l92 2 9
VxA il I
A, rA, A,

calculando o rotacional de modo que teremos um campo magnético resultante na direcao

170 0
5.~ (5040 3)

10
7“8

Z,

e escolhendo A, = 0, temos:

B, =—-—(rA,)

rB,

: (4.16)

A, =
A solucao tipo onda que iremos usar vai ser dado por[41]:
o(t,r, ) = R(r)e'“ =)

Entao desmembrando cada termo da expressao (4.15),

o |v=a (D

()= o= ¢>}

IulV/=99" 0, ]925—\/— uV=99" AJl¢

\/_

i[5 e )

o determinante g depende apenas de 1, logo a derivada em t e ¢ sao nulas. Lembrando

ue o tensor definido por ©#7 = §** em que as Unicas componentes nao-nulas serao no
)

3Simetria na coordenada z
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termo 6*2. O primeiro termo da expressao (*) pode ser visto na referéncia [41], no qual ao

desenvolvermos cada termo contraido? na componente da métrica g,, surge um termo e na

componente da métrica em g,, surge um termo 1di7“ estes termos extras vem devido a

substituicao feita na métrica em (4.10). Notemos que ao tomar o limite #B = 0 recaimos

na equacao padrao do laplaciano, entao ficamos com:

()= (1= ) — J = = i o+ st [rov=at] RO

[_emQ];Bz o ewiTTBZ} (fé’)‘)g _ OzéBz [m + %} (417)

chamando de (xx) = 9,¢0g"ieA, + e*A,g" A,, desenvolvendo os indices mutuos segue
que:

= 0,097%1eA, + 8@9“"2’6/1@ + eZAngA‘pgb
entao temos que,

B, B2 JB,
(xx) = [em;; + ¢ 1 / + ew4r } R(r) (4.18)

e por 1ltimo (* * *) = 97’?0[2'614580@25 + e?AgA,]

(%% %) = (4.19)

0.8, |emrB, n 627“sz
] 2 4

Reunindo os termos (4.17)-(4.19) e o termo que ficou sobrando em (4.15), obtemos a

seguinte equagao radial:

(1= 88w — 2 — =t | 5+ 8 [POV=] RO) — W R()

emfB, ewJB, e?B? R(r B e’r’B, _
- [ent gl 4 ) B ffenr e 252 ROY =0 (420

Vamos agora fazer uma substitui¢ao do tipo F(r) = /—¢Q(r), no intuito de simplificar

a expressao (4.20), onde iremos obter a seguinte expressao:

72 r dr

B [em{Bz | oedBe e?if} R(r) - (~g)QZ [GWB Lo e BQ] R(r) =0 (4.21)

(- 88) w2~ 2 — =] RO) + T [rF ()] RO () QP R()

O objetivo aqui é chegar numa equacgao na forma de Schrodinger ‘22715 +w?p = V(r)y ,para
isto vamos introduzir uma nova coordenada G(p) = /rR(r) onde

d d
= F(r)—=
dp (r) dr

4A convencio de Einstein ¢ comumente usado de forma que nio sobrecarregue a notagio:y . 9, A* =

8MAM = 80A0 - 81Al
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derivando R(r) em relagdo a nova variavel p, temos

dR_dG 1 Glp)

dr— dp Fr)yr 23
R _&#G 1 dGdF 1 dG 1 §G(p)
dr2 — dp® F2(r)\/r dp dr F2(r)\/r dp F(T)\/_ 4 \/r5

substituindo as expressoes acima na equagao (4.21), ficamos com:

2 F2(r F(r mw m?
5+ 59 - ] 60+ [(- 88) - 2 - 2 ()
emjB, ewJ B, e? 2
~(~9)QuG(p) — [0 4 eagle 1 SR ()

~(=9)Q¥ [emrB. + m*“52] G(p) = 0 (4.22)

Agora que obtemos uma equagao na forma de Schrodinger(com derivadas segunda e a pro-
pria funcdo), basta voltarmos para a coordenada radial. Iremos fazer outra substituigao[41]
do tipo:

— VE(r)G(p)

derivando a expressao
dG  dX _1 X(r) dF
-~ _F _ -
dp  dr *(r) 2F(r) dr
PG dPPX X(r) (dF\* X(r) &*F
O _FXpy Xl (4" X0

dp?  dr? 4F3 \ dr 2F (r) dr?

e substituindo na expressao (4.22), obtemos finalmente:

d2X 1 (dF)?2 1 F2(r) _ F(r)dF| X(r)
dr? + |:F2(’I‘) (W) - 2F('r)] X(’I") + [ 2 T T2r W} F2(r)

m?2 r B e2r2 B2 —
[( — 8By 2 — e r_zf} —Pi((r)) -5 [emrB +m? + B } (FQQ()T? X (r)
-9)Q X emfB, ewJB, 6232 X(r
_%“2 (r) — [ {B + QIrB +— f} F2((r)) =0 (4.23)

Obtemos uma equacao na forma de Schrodinger em que foi expandida tanto a mé-
trica g,,, como o campo ¢ via mapa de Seiberg-Witten, na préxima secao iremos trabalhar

com um caso em especial.
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4.4 Fator de corpo cinza

Nesta secao faremos uma breve explanagao sobre este fator de corpo cinza e calcular
para um caso especifico neste trabalho. Foi com a radiacao Hawking que surgiu a fronteira
entre a Relatividade Geral e a Teoria Quantica de Campos no qual esta [22] pode ser vista,
caso comprovada experimentalmente(podendo ser em modelos andlogos), como um passo
importante na quantizagao de gravidade. Entao, se um Buraco Negro emite determinada
radiacao, podemos entao obter leis termodinamicas analogas ao caso classico. Hawking
obteve esta lei baseando-se no preceito de que o Buraco Negro seguisse as mesmas leis de
absorcao e emissao de um corpo negro, ou seja, a curva caracteristica da radiagao seria de
um corpo negro. A famosa relagdo do Hawking[42] usa o limite semi-cldssico para mostrar
que um buraco negro emite um espectro térmico, dado por:

V(W)
—
efn 1

onde Ty é a temperatura Hawking. E o sinal de mais e menos sao para os casos de

(4.24)

(n(w)) =

férmions e bosons respectivamente. O (n(w)) é o valor esperado do nimero de particulas
emitidas com frequéncia w. O fator vy(w) é apelidado de fator de corpo cinza[43], e ¢é
definido pela relacao entre o espectro de radiacao assintético® e o espectro da radiacao de
corpo negro. Veja que se tomarmos o caso y(w) = 1 a relacdo (4.24) recai exatamente
para Lei de Planck para radiacao de corpo negro.

Para calcular este fator 7(w), basicamente temos que resolver um problema de

espalhamento® calculando a solugio da equagao tipo Schrodinger[43]:

dg.,

— o+ V(@)6, = Wi, (4.25)
onde w é a frequéncia angular. Notemos que, similarmente para um problema em Mecénica
Quantica temos um potencial produzido e uma particula que esteja sujeito a este potencial,
basicamente resolvemos a solu¢ao da expressao (4.25) para regioes diferentes e através da
conexao entre estas calculamos o quanto de radiagao que “escapa”’. No caso de buracos

negros assintoticamente planos, simplesmente resolvemos a expressao (4.25) para +oo,

onde temos como solugao:

Go ~ € + Re™ ™" 1 — 400 (4.26)

5A radiacdo que escapa do potencial produzido pelo Buraco Negro.

5Pense num problema similar em Mecanica Quantica, em que temos uma particula restringida & uma

barreira de potencial.
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G ~ Te™" x — —o0 (4.27)

em que calculando o Wronskiano das solugoes W(+o00) = W(—00)[38], obtemos:
IRE+|T) =1 (4.28)

No trabalho em questao estamos trabalhando com a métrica BTZ(nao-assintoticamente
plana), ou seja, temos que resolver a equagdo para uma regiao r >> ry e interligar a

solucdo com a regiao r << 2ry’.

A equagao (4.22) que obtemos na segao anterior em
funcao da coordenada p(tortoise), tomando o limite da métrica BTZ nao-comutativa no

"background™, dada por:

2 2(r r m?2 emjb, ¢*B?
0+ [ S8 - D] Glo) + [ — 2] Glo) — Fr2Gp) — |4 4 B

2B [emrB. +m? + 252 6(p) (4.29)

em que tomando #B = 0 obtemos —g = 1 e com J = 0 recaimos () = f = —M + ?—22 ,
tomamos o limite de J igual a zero devido a problemas que apareceram na equacao final
em que caimos num problema tipo Sturm-Liouville[44]. Podemos reescrever a expressao

(4.29) na seguinte forma:

C‘% G [5% IO 2 g 22 emrBw + 5
1§ (emrBe - m? + =52 ) [16(p) =0 (4.30)

ou seja, fizemos isto no intuito de obter o termo explicito do potencial, como seguinte,

L;l—; +w? - V(T)} G(p) =0

com o potencial dado por:

Vi(r) =

f(r)y | rdf  f(r) e?r? B2 B e?r?B?
2dr 4 1 )

3 —— — =L m? + p*r? + emrBow + +T2§ (emrBz+m2—|— 1
,
Vamos encontrar as solugoes para trés regices[43|(Figura 4.1) com ry dado pelo raio do
horizonte. Para a regiao I serd a regiao préoxima ao horizonte de eventos definido por
r~ry e V(r) << w? a regiao II, ou seja, a regiao intermediaria serd definida por

V(r) >> w? e a regido III definida por r >> ry. Para calcular o raio do horizonte basta

"No limite do horizonte de eventos.

8 Apesar de nao colocar explicitamente resolvemos para este limite e verificamos que basta anular

0B(métrica) na equacao final e resulta na mesma expressao.
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Figura 4.1: Gréfico V(r) : M = 1;m = 1;1 = 4,4 = 0.1;¢e = 0.1;B, = 0.5;0 =
—1(azul);# = —1.5(rosa); # = —2(amarelo)

fazermos f(r) = 0, para o caso sem rotacao J = 0, teremos 7y = [v/M . E para préximo

do horizonte r ~ rg, podemos reescrever a métrica BTZ fun¢ao f(r) da seguinte forma|[43],

f(r) ~2kg(r —rg) (4.31)
com ky = 3 f'(rg) em que estd relacionado com a temperatura Hawking de um buraco
negro, da seguinte forma:

k
Ty =~ (4.32)
2m

tomaremos o caso aqui para baixas frequéncias.
w << Thgywryg <<1 (4.33)

Regiao I: Foi definido para esta regiao r ~ rg e V(r) << w?, entdo podemos reescrever o

potencial de (4.30):

- f(r) -~ 2rg (r —ru)
oy P 2
2(r—rg)

o 12 Ty

e a condigao w? >> V(r)
(4.34)
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entao r — ry << rpg, desde que a frequéncia angular ao quadrado seja muito grande

comparada ao potencial, podemos escrever a equagao (4.30):

Lj—; + UJQ} G(p) =0 (4.35)

em que a solugao é, apenas para a onda incidente p — —o0
G(p) = Are™r (4.36)

Estamos tomando a solugao para a regiao r ~ ry com a substituicao feita na secao

anterior, podemos derivar p em funcao de r usando a seguinte relacao,

com f(r) dado por (4.31), logo ficamos com:

N [ ; r—IvM
PEUM T\ I

Podemos deixar a expressao (4.36) em termos de exponencial, porém vamos fazer uma

(4.37)

consideragao para que a conexao entre as regioes I e II seja feita suavemente®[43].

r—rTrg —2kqg

>> e w (4.38)

rg

junto com a condigao (4.34) reescrevemos a solugao como,
G(p) =1+ iwp (4.39)
entao temos a solugao geral para esta regiao,

wwl r—IWM
1+2\/Mln< NiTi )] (4.40)

onde A; é uma constante, escrevemos a solucao nesta forma para em seguida comparar com

or = Ar

as outras regices nos limites de r. Regiao II: Esta regiao ¢ definida para V(r) >> w?[43].

A equacao de onda é:

d d
no qual a solucao é:
)2 =
g ar i

9De modo que facilite a conexdo entre as regides.
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BII
/dR: /mdr
R(T) = A[[‘FB[[N(T) (442)

com

dr’ -
N(r) = / ) =) (4.43)

em que Aj; e By sao constantes.Vamos conectar com a regiao I, fazendo r ~ ry para a

solugao (4.40), logo o N(r)

ldr'
Ny = / 2/ M(r — I/ M)

N(r) ~ Qzlwl” (7’ ;%M> (4.44)

entao podemos conectar as duas solugoes e escrever as constantes da regiao II em termos

das constantes da regiao I, logo temos:
A][IA],B[[ :ZCUZV MA[ (445)

a solugao é entao
CI)][ —A[ (1+ZWZV / /f ) (446)

onde f,(r) é o termo assintético[43]. Fizemos a consideragao (4.42) para conectar com a
regiao I, para o nosso caso ?—22 >> M na regiao II, ficando com f(r) ~ f,(r) = 71“—22 , entao

a solugao geral é,

”l3\/_> . (4.47)

CI)[](T):A (1—2 27”2

Notemos que até aqui resolvemos para as regioes I e IT sem usar o potencial V' (r) em si, ou
seja, para qualquer métrica J = 0 podemos generalizar, para mais detalhes veja referéncia
[43]. Usaremos a solugao (4.47) para conectar com a solucao da regido III. Regiao III:
E agora para a regiao III vamos usar a equacao obtida na secao anterior, em termos da

fungao radial R(r), dada por,

2R <l 1 df) dR [ w? emB: | e’B?

dr2 \r f(r)ydr ) dr [f(r)2 — 2f(r) " 4f(r)
B ( emB.r m?2 e2r2 B2 _

B (5 + 55+ )| R =0 (4.48)
aqui tomamos o limite para r >> ry[45], onde o termo predominante eBR prevalece
sobre todos os outros e fazendo B < 0, ficamos com,

d*R 3dR B [(e*B2?

— t——+ = = R(r)=20 4.49

d7’2+7’d7°+0( 4 ) (r) (4.49)
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a solucdo da equagao (4.49) é dada por:

Jl (\/@eQler> Nl (\/@eZler)
+

T r

Qrr(r) =C4 (4.50)

onde J; e N; sio as funcdes de Bessel de 17 e 2° tipo respectivamente e © = ﬁ. Para

2
conectar com a regiao II temos que tomar o limite de r muito pequeno. As funcoes de

Bessel neste limite sao dadas por:

Jl(l’) ~

2
N1<Z[') ~ —— +

l b
— (Inx +b)

A8 I8

usando as expansoes acima(r% >> [nr) com b ~ —1,307 e comparando com a solucao da

regidao II dada pela expressao (4.47), no qual usamos o limite 57 << 1 .. § << %, com

k = eB,lv/© encontramos os valores das constantes C; e (s,

. 3 /M
Cl = (4/43 — —sz4 b) A[
R

w3/ M

Cy=—A;

8K

Notemos que para calcular o fator de corpo cinza, resolvemos um problema similar
que vimos em Mecanica Quantica ,ou seja, calculamos as func¢oes de onda para regioes
diferentes e no limite destas encontramos as constantes que podemos relacionar com os
coeficientes de transmissao e reflexao da onda[25]. Com este fator calculamos o quanto de
radiacdo Hawking[46] ¢ transmitida através de uma barreira de potencial e assim calcular

a radiacao que chega a um observador externo, entao queremos encontrar o coeficiente de

transmissao[43] |T)? = y(w) = 1 — |R|? com |R|? = [22L | temos:

— |C1|2 )
w3 |
8K
Y(w)=1- ' 2
‘4% . zwllﬁﬂb’
216]\/[ 2
w)y=1- —2 "7 (4.51)

4(256kK* 4+ w?150?)

Vejamos ainda que podemos relacionar o fator de corpo cinza y(w) com o fator de ab-
sor¢io 0. Tomando o limite com w? << k*M da equagdo (4.51) a expressdo torna-se
~v(w) = 1,0u seja, o fator de transmissao se torna méaximo igual 1, absolutamente nada
da radiacao "escapa’e entao o objeto absorve tudo e parece totalmente negro visto por

um observador externo. Esta é outra razao para este fator ser chamado assim(corpo
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at g ag [T}

Figura 4.2: Plot expressao(4.51):l = 1.5;M = 1l;e = 0.6;B, = 0.5;b = ~1.3;0 =
—1(azul); § = 1.5(amarelo); § = —2(rosa)

cinza), pois altera a radiacdo e visto por um observador externo o corpo pareceria meio
acinzentado[46]. Analisando o grafico da expressao (4.51), vemos que para quanto maior
o coeficiente de nao-comutatividade(ao quadrado) © hd um deslocamento para cima do
fator de corpo cinza, e para que o y(w) nao possua valores negativos temos que limitar os
valores das constantes que aparecem na expressao. Chegamos a expressao (4.51) levando
em consideracio sempre para baixas frequéncias wlv/ M << 1, ou seja, neste regime no
plot ficamos restringido para valores pequenos de w, para o caso de altas frequéncias deve-
se considerar os modos normais da onda e o procedimento para calcular[43] é diferente do

que usamos aqui.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O uso de algebras nao-comutativas vem sendo aplicada em diversas areas na Fisica,
de matéria condensada(niveis de Landau) a teoria de Yang-Mills. Estas estruturas surgem
para tentar resolver alguns problemas de teorias nao-locais, uma delas na tentativa de
quantizar a gravidade onde consideram que seria uma teoria nao-local como na Mecanica
Quantica, como a teoria de cordas e no modelo de branas.

Propriedades termodinamicas de buracos negros sao importantes para o ponto de
vista tedrico. Para o melhor entendimento desses objetos gravitacionais, e assim poder
aplicar em modelos analogos produzindo-os em laboratorios e estudar possiveis aplicagoes
em outras areas.

Derivamos aqui neste trabalho o fator de corpo cinza, apelidado assim pois modifica
a lei de radiacao de corpo negro e visto por um observador o corpo em questao pareceria
cinza. Usamos o modelo Higgs Abeliano expandido via mapa de Seiberg-Witten sob a
perspectiva de fundo da métrica BTZ, e obtemos um fator que como previsto em algumas
referéncias, onde depende apenas da frequéncia angular.

Para trabalhos futuros, poderiamos considerar o momento angular J diferente de
zero e tomar o parametro de nao-comutatividade do campo 0.8 igual a zero. Foi mostrado
no trabalho,mas nao explicitamente, obtemos também uma equagao tipo Schrédinger
assint 6tica que ao plotar o potencial possui estados ligados sendo ideal assim para calcular

o efeito Ahranov-Bohm gravitacional.
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Apeéendice A
Calculo Tensorial

Vetor contravariante
ox'¥

A/u — A)\
oz
Vetor covariante
B Oz
7 8:6"“ A

e um tensor nada mais é que uma mistura dos dois anteriores, onde temos por definicao:

I v
ox'™™ 0z .,

T/;u/ —
oz Oxv
x> Oxv
e
w T g Ggw
ox"” 0x¥
o A
T = x> Ox'v “

A métrica é qualquer tensor simétrico de rank(0,2):

G = Gup (Al)

E a partir disso podemos definir outras quantidades tensoriais, como a conexao:

1
Fgm = Eglu(al/g)\n + 359,\1/ - 8>\gun) (A2)

E definir o tensor de Riemann,

Ry = 0.1, — o\, + 10, I% — 1% T (A.3)

v VKT pA
e assim definir o tensor de Riceci:
R,uu - gHAR/\,um/ (A4)
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E contraindo o tensor de Ricci, encontramos o escalar de Ricci:

R=g¢g"R,,
E por definicao o tensor de Einstein:
1
GIW = R‘LW — ng,R
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