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Resumo

Este trabalho aplica um novo procedimento para determinar modelos analiticos
de mundos-brana hibridos. E construido através de modelos de trés campos acoplados a
gravidade em um espago-espago (4 + 1) dimensional que geralmente sdo de dificil trata-
mento analitico. Aplicamos o método de extensao para construir modelos de trés campos
em cenarios de braneworld. A ideia fundamental do método é combinar trés sistemas de
campo de uma maneira nao trivial, para construir um modelo composto por tres campos
escalares efetivos. O principio subjacente ao sucesso do método nesta dissertagao reside
no método de deformacao.

Palavras-chave: Teoria classica de campos, Campos escalares, Modelos analiticos
de trés campos, Mundos-brana, Método de deformacao, Método de extensao.
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Abstract

This work applies a new procedure to determine analytical hybrid braneworld mo-
dels. Tt is constructed via three-field models coupled with gravity in a (4+1) dimensional
space-time which in general is difficult to compute analytically. We apply the extension
method to construct three-field models in braneworld scenarios. The fundamental idea
of the method is to combine three-one field systems in a non-trivial way, to construct an
effective three scalar field models. The underlying principle to the success of the method
in this dissertation lies in the deformation method.

Keywords: Classical field theory, scalar fields, analytical three-field models, bra-
neworlds, deformation method, extension method.
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Capitulo 1

Introducao

A fisica e as teorias de dimensoes extras continuam a atrair enormes atencoes de
cientistas curiosos, especialmente fisicos de particulas. Essas dimensoes extras desem-
penham um papel relevante em quase todas as teorias fisicas que explicam interacoes
fisicas baseadas no modelo padrao [1-7]. A ideia de dimensoes extras foi introduzida pela
primeira vez por volta de 1920 por Kaluza e Klein [8,9], que tentaram unificar o ele-
tromagnetismo com gravidade, assumindo que o campo de fétons é originario do quinto
componente (g,5) do tensor métrico de cinco dimensoes. O inicio dos anos 80 levou a novas
visoes dessas ideias com base na constatacdo de que uma teoria de unificagdo consistente
necessariamente tera que incluir dimensoes extras.

Para que tais teorias com dimensoes extras nao contradigam as quatro dimensoes
espaciais observadas, devemos assumir que tais dimensoes extras estao escondidas de nos-
sas observagoes. A maneira mais precisa de conseguir isso é assumindo que a razao pela
qual ainda nao observamos as dimensoes extras € que, contrariamente as dimensoes do
espago-tempo comuns, que sao muito grandes (ou infinitas), essas dimensoes extras hipo-
téticas sao compactadas, ou seja, tratam-se de dimensoes finitas.

Um “ brana ” é um objeto semelhante a uma membrana em um espago de dimensoes
superiores, o que representa uma membrana que poderia ter dimensoes mais espaciais do
que a membrana bidimensional usual. Uma p-brane significard que a brana tem “p”
dimensoes espaciais, de modo que uma 2-brana é apenas a membrana usual, uma 1-brana
é apenas uma corda, enquanto o objeto mais importante para nés nesta revisao sera uma
3-brana , que tem 3 dimensoes espaciais, tal como o nosso mundo observado, que pode ser
incorporado em mais dimensdes. Podemos descrever ¢ branas ”, como defeito topologico
(como um soliton), que poderia ter campos localizados em sua superficie. As teorias de
cordas também contém objetos chamados D-branas (abreviatura das branas de Dirichlet).
Estas sao superficies em que uma corda aberta pode acabar. Essas cadeias abertas dao
origem a todos os tipos de campos localizados na brana.

Um “ mundo-brana ” ou braneworld, é uma configuracao fisica em que matéria e
forcas se limitam a uma brana. Os modelos de braneworld construidos com espago-tempo
distorcido tém a motivacao de serem uma soluc¢ao para o problema da hierarquia [10,11],
onde usamos um novo conjunto de métricas com uma dimensao extra. Esta métrica nao é
fatorizavel e a métrica de quatro dimensoes padrao é multiplicada por um fator de dobra
(ou warp factor), que cresce exponencialmente como uma funcao do raio de compactagao.
Este modelo Randall-Sundrum de mundo-brana da origem a um perfil de brana fino que
contém o Modelo Padrao de Particulas e Campos e, portanto, além disso, ele representa



um mecanismo para explicar a questao da hierarquia da forga gravitacional. Essa questao
visa descrever o porqué da intensidade da forga gravitacional ser tao baixa em pequenas
escalas comparada as intensidades das outras forgas fundamentais da natureza.

Além do modelo de Randall-Sundrum, Varias publicagoes foram escritas sobre
como gerar modelos com branas grossas, onde a gravidade é acoplada a campos escala-
res reais e o componente espacial depende apenas da dimensao extra, como introduzido
por Bazeia e Gomes [12]. Neste artigo, eles investigaram o cenédrio do mundo-brana com
referéncia especifica a brana de Bloch sendo esta uma parede de dominio com estrutura
interna. Branas como as de Bloch sao denominadas branas hibridas, ou seja, elas sao
geradas por um modelo de dois campos escalares. Em [12], os autores obtiveram um
warp-factor analitico e verificaram a localizagao da gravidade calculando o modo-zero do
graviton [13,14] conforme discutido no capitulo 4 desta dissertagao.

Os trabalhos de Lisa Randall e Raman Sundrum sobre geometria deformada [10,11]
possibilitaram a realizacao de diversas investigagoes. Em tais obras, nosso universo ob-
servavel deve ser representado por uma hipersuperficie (3,1), chamada brana, imersa em
um espago-tempo multidimensional [15-19], onde as particulas do modelo padrao esta-
riam anexadas a brana, e a gravidade poderia viajar livremente através dela. O objetivo
principal dos modelos Randall-Sundrum (RS) é fornecer uma resposta consistente ao pro-
blema hierdrquico e a constante cosmologica. Para remediar as dificuldades surgidas nos
modelos RS, propds-se o uso de defeitos topoldgicos semelhantes a solitons, capazes de pro-
porcionar estrutura interna a brana para melhorar sua estabilidade [20-22]. As solugoes
obtidas nesses cenarios originam diferentes tipos de defeitos topoldgicos e possibilitam o
desenvolvimento de fendmenos novos e interessantes.

Esses defeitos topologicos no contexto da Teoria de Campo sdo configuragoes esta-
veis de matéria formadas em transi¢oes de fase no universo inicial. Existem varios tipos
possiveis de defeitos, como paredes de dominio, cordas césmicas, monopolos, texturas e
defeitos “hibridos™. O tipo de defeito formado é determinado pelas propriedades simétri-
cas da matéria e pela natureza da transicao de fase. Os defeitos topoldgicos das estruturas
em fisica de altas energia despertaram um profundo interesse e, portanto, sdo objetos de
diversas investigagoes [23-25].

Os fisicos de particulas conseguiram encontrar novos métodos matematicos para
resolver problemas envolvendo defeitos topologicos em relagao a modelos compostos por
dois ou mais campos escalares. Uma primeira metodologia relevante é o chamado mé-
todo BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield) [26,27] que nos permite determinar solugoes
analiticas para um ou mais modelos de campo escalares reais provenientes de equacoes
diferenciais de primeira ordem. Tal procedimento facilita a obtencao de solu¢oes analiti-
cas, uma vez que, em geral é bem mais provavel integrar equagoes diferenciais de primeira
ordem, do que as equagdes de movimento, que em sua maioria, sao equagoes diferenciais
de segunda ordem. A defini¢do e a aplicacdo do método BPS em modelos compostos por
um e mais campos serao abordadas nos capitulos 2 e 3.

Em cenarios construidos por um campo escalar real, novos modelos analiticos po-
dem ser gerados usando o método de deformacao proposto por Bazeia, Losano e Mal-
bouisson [28]. Este método baseia-se em uma conexao entre dois modelos de campo
Unico, através da fungdo de deformacdo. Como veremos no decorrer desta dissertagao,



dado modelo analiticamente soliivel de um campo, somos capazes de gerar varias familias
de novos modelos analiticos compostos por um campo escalar via diferentes fungoes de
deformagao [28-30]. Inspirado pelo método de deformacao, Bazeia, Losano e Santos [31]
introduziram o método de extensao para construir dois modelos analiticos de campo es-
calar, a partir de modelos compostos por um tnico campo. A vantagem associada a este
método é que um conjunto de solugoes possiveis para a equacdo de movimento dos mode-
los de um campos também ira satisfazer as equagoes de primeira ordem do modelo efetivo
de dois campos.

Para fins pedagdgicos, esta dissertacao foi dividida da seguinte maneira: no capitulo
2 discutiremos alguns dos conceitos basicos de defeitos topolégicos da teoria classica de
campo. No capitulo 3 estudaremos em detalhes os defeitos do método de deformacao
proposto por D. Bazeia et al [28]. O Capitulo 4 abordard o conceito de cendrios de
mundo-brana e a estabilidade da brana. O capitulo 5, que é a parte principal desta
dissertacao, serd usado para investigar o método de extensao para trés campos escalares
em mundos-brana. No capitulo 6 expomos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Defeitos Topologicos

Nesta secao, discutiremos alguns dos conceitos basicos da teoria classica de campo,
onde a equagdo de movimento para os campos sera derivada a partir do processo de
minimizacgao da acdo. Veremos ainda, a implementacao do método BPS e suas implicacoes
para modelos de um campo.

2.1 Modelo de Um Campo

Muitos sistemas fisicos podem ser descritos pela dinamica de campos escalares reais
com aplicacoes que vao desde sistemas de matéria condensada até cosmologia em Fisica
de Altas Energias [32,33]. A densidade lagrangiana mais simples associada a dindmica de
um campo real escalar ¢ é dada por [34] :

L= 0,000 - V(o). 2.1)

onde V(@) é o potencial, o qual satisfaz o modelo considerado.
A acao relacionada a densidade de lagrangiana anterior tem a forma

S = / L(6,8,6)dt dx, (2.2)

aqui, consideramos teorias de campos relativisticas que obedecem a métrica de Minkowski
g = diag(+, —, —, —), para sistemas quadridimensionais. Trabalhamos com modelos em
(1,1) dimensoes, isto é, ¢ = ¢(x,t) cuja agdo é minimizada [35] variando ambos os lados
de (2.2), resultando em

55 =5 (/ Ldt d%;) _ /dt BrsL =0, (2.3)
onde,
oL oL
0L =—0¢p+ ———0(0,0). 2.4
Portanto,
oL oL
—_ 3 —_— — pu—
58 = /dtd . [(%&H a(aqu)au(égs)] 0. (2.5)
Da regra da cadeia, o segundo termo da equacao acima pode ser escrito como
oL oL oL
0,(00) =0, | =—=—=0¢| — |0y | === || 00. 2.6
36,5709 = a3r1%%] ~ o (a05.3) 20
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Dessa forma,

5S:/dtd3x{ 3500+ 0 [ (8;)54 [ < (82))1@} (2.7)

O segundo termo na integral deve ir para zero, pois (d¢) desaparece nos limites de inte-
gragao, o que nos leva a

oL oL
5S = /dtd3 l(% aﬂa(am]w:o. (2.8)

A equacao resultante deste procedimento é denominada equacao de Fuler-Lagrange ou
equacao de movimento, e sua forma explicita é

oL oL _,
Y0(0u0) 00

Aplicando a lagrangiana (2.1) no primeiro termo da equagdo de movimento (2.9), temos

(2.9)

oL 1
0,0) 25(8”925—#3“(?):6’“(;5, (2.10)
resultando em or
Gum = 0,0"¢. (2.11)

Ja o segundo termo de (2.9) é dado por

oL av
= 2.12
Assim, a equacao de movimento tem a forma
av
K — 2.1
0,0"¢ + i =0, (2.13)
cuja versao em (1,1) dimensoes é
D¢ 62q5
_— - — . 2.14
otz 0 x2 dgb =0 (2.14)
No caso da configuragao estética ¢ = ¢(z), a equagdo acima se torna
d*¢ AV
— = 2.15
2= dg (2.15)

que pode ser integrada facilmente se multiplicarmos ambos os lados por d ¢/d x, ou seja,

dpd*¢  dV d¢
de dz?  do dx’

de\>  av
2dx (dx) T da’ (2.17)

(2.16)



resultando em

Zi = +V2V + C. (2.18)

Nesta tltima equacao, a constante de integracao C' precisa ser zero para ter energia finita.
O tensor de energia momento (T*”) para o sistema descrito em (2.1), possui a seguinte
estrutura

T = 60" ) — g L = 060" d — g (;a%am V(). (2.19)

A componente temporal do tensor energia momento, 7%, é interpretada como a densidade
de energia (€) do sistema, que pode ser escrita como,

T00 _ 1 <d¢>2 + 1 <d¢>2 +V(9). (2.20)

2\ dt 2 \ dx

Assim, para campos estéticos, a densidade de energia e(x) se torna

e(r) = ; (ﬁ) + V(o). (2.21)

Este tultimo resultado pode ser integrado sobre todo o espaco, resultando na energia total
do sistema, cuja forma explicita é

p=[Tewar= [ [; (jﬁ)lvw)

2.1.1 Solugoes BPS

Existe um procedimento alternativo muito interessante para investigar a presenga
de defeitos topoldgicos. O método foi desenvolvido de forma independente por Bogo-
mol‘nyi em 1976 [26], e por Prasad e Somerfield em 1975 [27], sendo portanto denomi-
nado método BPS. Nosso objetivo é encontrar solugoes do tipo BPS para as equacoes de
movimento, tais solugoes serao provenientes de equacoes diferenciais de primeira ordem.
O método BPS também nos permite encontrar a energia minima nao-trivial do sistema,
conhecida como energia BPS (Egpg).

O primeiro passo para estabelecer o método BPS consiste em reescrever (2.22)

E= /:: [; <fli)2q: 2V (¢) 2 dx:l:/:: (fli\/m) d, (2.23)

assim, dado o vinculo
do
— = 44/2V 2.24
L=V (0), (224)

da. (2.22)

como

a energia total do sistema torna-se

Epps = i/_:o (ﬁ,/2V(¢)> dz. (2.25)

Tal processo minimiza automaticamente a energia do sistema, portanto, as solugoes que
obedecerem o vinculo (2.24) serdo as prediletas do sistema fisico.



Além disso, usando (2.18) podemos reescrever V(¢) em (2.22) como

+oo [ (dp\® C
= I%) -5
—00 dx 2
Desta maneira, para que a energia total seja finita, devemos tomar C' = 0 e, portanto, a
equagao (2.18) torna-se idéntica a (2.24).
Permita-nos agora redefinir o potencial V' como
1

Vi(g) = iwg, (2.27)

dr = —C(o0) + [ :o (ﬁ) dz. (2.26)

onde % = W, (conhecido como superpotencial) é dado pela derivada da funcao W (¢)
em relagdo ao campo ¢. Tal defini¢do resulta em reescrever (2.24) segundo

dg

— W, 2.9
I We (2.28)

Uma caracteristica interessante a respeito da defini¢ao (2.27) é que a energia BPS torna-se
oo [dg
Epps =+ [ [ 5EW ) do = [Wls(+o00)] = Wlg(~00)]|. (2:29)

A partir disso, podemos concluir que a energia minima do sistema (Eppg) depende apenas
da forma do potencial W quando os campos atingem seus limites assintéticos ou valores
de vacuo [36,37].

Outra quantidade fisica importante para a caracterizagao de defeitos é a carga topoldgica.
Tal carga é obtida a partir da conservacao de uma corrente topolégica, cuja forma é

g =e"0,0, (2.30)
em (1,1) dimensoes, e onde € é o tensor de Levi-Civita em (1,1) dimensoes, cujas com-
ponentes sdo € = ¢! =0 e ' = —¢!% = 1. A partir da defini¢ao de j%* podemos observar
que

Oujr = 0. (2.31)

Esta propriedade implica na existéncia de uma taxa topologica ()7 que pode ser obtida
integrando a componente zero da corrente topologica em relagao a variacao especial, tal
procedimento resulta em

Op = /;OO Jode = /m 9 1 = 3(00) — ¢(—00). (2.32)

—00 dLL’

Observamos que, no que diz respeito a energia BPS, esta carga topologica s depende
do comportamento assintotico das solugoes estaticas. Assim, em geral, teremos solugoes
topoldgicas, quando Q7 # 0 e solugdes nao topologicas, quando Qr = 0.

2.1.2 Defeitos tipo Kink

O exemplo mais fundamental de teoria cldssica de campos, trata-se do chamado modelo
$* [38], cujo potencial é dado por

1

V(g)= 51— (239
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V(p) 11

Figura 2.1: Potencial para o modelo ¢* , para A =a =1 V(¢) = %(qﬁz —1)2

sendo este plotado na Fig.2.1.
A equacao de movimento relativa a este potencial possui a seguinte estrutura

Pp 0% 2
— - —— 42 —1)=0. 2.34
S~ s +20(6" = 1) =0 (2:34)
e para solugoes estaticas esta fica dada simplesmente por
%o
— =2¢(¢* — 1). 2.
= 20(6 — 1) (2.35)

Aqui procuramos solugoes localizadas, que possuam energia finita. Podemos verificar que
a equagao (2.35) tem duas solugoes triviais, dadas por ¢+ = +1, sendo estes os estados de
vacuo do modelo. A solucao analitica nao-trivial desta equagdao de movimento é tal que

¢+(x) = £ tanh(x), (2.36)

onde o sinal (4) identifica um kink e o sinal (-) identifica um anti-kink, ambos com centro
na origem, z = 0. Tais solu¢oes podem ser apreciadas na Fig. 2.2. Estas solu¢des podem
ser derivadas a partir do método BPS, se considerarmos

Wy = 4(1 - ¢*) (2.37)
resultando na equacao diferencial de primeira ordem

do 2

— = £(1 — ¢%). 2.

L s (239)

E ficil verificar que a equacdo anterior serd satisfeita pelas solucdes apresentadas em
(2.36).
Outra quantidade fisica que podemos derivar facilmente trata-se da densidade de energia,
cuja forma explicita é dada por

e(r) = sech*(z) (2.39)

e pode ser vista na Fig. 2.3. Nessa figura, verificamos que a densidade de energia é finita
e localizada, resultando em uma energia total finita.
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kink
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Figura 2.2: Gréficos das solugdes para kinks e anti-kinks.

Figura 2.3: Densidade de energia do sistema.
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V(p)
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Figura 2.4: Potencial para o modelo invertido ¢*

2.1.3 Defeitos tipo Lump

Consideramos agora outro potencial semelhante ao descrito acima, mas invertido
e, portanto, chamado como o modelo ¢* invertido, cujo potencial é

1
V(9) = 56°(1—¢%), (2.40)
além disso, sua equacao de movimento estatica possui a forma

%o

— =¢—2¢". 2.41

S =0-20 (2.41)
Este potencial tem apenas um minimo local, como visto em (Fig.2.4). Da equagao (2.40)
podemos reescrever a equagao (2.27) como sendo

Wy = £61/1 — ¢2. (2.42)

Agora, substituindo os resultados em (2.28) e integrando a equagao diferencial resultante,
tempo
¢(x) = £sech(z). (2.43)

As solugoes deste modelo sdo denominadas lump (sinal +) e anti-lump (sinal -). Po-
demos constatar, que essas solugoes (Fig.2.5) tém carga topoldgica nula, uma vez que,
@(00) = ¢(—00), ou seja, essas solugoes nao sao topolégicas. Procedendo de forma ana-
loga ao exemplo da solucao tipo kink, determinamos que a densidade de energia para este
potencial é

e(r) = sech?(z) tanh®(z), (2.44)

cuja representacgao grafica encontra-se na Fig.2.6. Observamos que a densidade de energia
da solugao tipo lump é integravel, do mesmo modo que a densidade de energia da solucao
tipo kink.
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Figura 2.5: Grafico para o lump (curva sélida azul) e anti-lump (curva roxa tracejada).

0.3 1

Figura 2.6: Densidade de energia para solugao lump
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2.1.4 Estabilidade Linear

Nesta secao, estudaremos a estabilidade das solugoes das equagoes de movimento
quando estas estao sujeitas a pequenas perturbacoes. Inicialmente, assumiremos que
(2.14) suporta uma solugao estatica aumentada de uma pequena perturbagao n(zx,t) na
forma

¢($,t) = ¢8(1’) + 77(33775% (2'45)

onde ¢, representa nossa solucao estatica analitica. Observamos que a pequena pertur-
bacao depende do tempo, uma vez que, a ideia é monitorar sua evolugao para verificar se
a solugao é estavel ou nao.

Agora substituimos (2.45) em (2.14), resultando em

P(¢s +m)  P(¢s+n)

— o= =0. 2.46
o2 o2 + do ‘¢—¢(z,t) ( )
Para o caso de uma configuragao estatica (2.46) se torna
0%, 8277 av
— — =0. 2.47
52 92 T |¢ s = (2.47)
Se expandimos ¥ 4p €m uma série de poténcias ao redor de 1 pequeno, ficamos com
av dv d*V
ek 2.48
d¢|¢>—¢>s d¢!¢ ¢s+77d¢2!¢ be- (2.48)

onde consideramos termos até primeira ordem em 7. Substituindo este resultado em
(2.47), temos

0?n  0%n d2<;5s ’ N dQV’

9z 02 da? d¢ p=te T 52 19=0x

Lembrando que a solugao estatica obedece a equagao de movimento

= 0. (2.49)

d2¢s
podemos reescrever (2.47) como
o*n  O*n AV
o2 Ox2 +77d¢2 |p=¢. = 0. (2.51)

Para resolver esta equacgao diferencial, podemos usar o método de separacao de variaveis.
Assim, através do Ansatz

Znn cos(wpt), (2.52)

e uma vez que, a solugao estatica depende apenas de z, reescrevemos (2.51) na forma

d*n,

d2v
onde U(z) = G5 [4=
tipo Schroedinger para 7, (z). Percebemos que, para encontrar uma soluc¢ao linearmente

estével, temos w? > 0, caso contrario a presenca de autovalor negativo transformard a

#,- Observe que a equagao diferencial anterior trata-se de uma equacao
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fungao cosseno em hiperbdlica, vide (2.52), e tal comportamento violaria o pressuposto
de que estamos lidando com pequenas perturbacoes. Para garantir que tenhamos uma
solugao estavel, temos que assumir que o problema associado a esta equacao de autovalores
nao possui w? < 0.

Para simplificarmos ainda mais nossa equagao de autovalores, vamos considerar

que
W?2 dw
V(gs) = —2 d We=——. 2.54
@) =gt amd W= (2.54)
e da equacgdo (2.1) podemos escrever ¢, = Wy,, implicando assim em,
U= W;S(bs + W¢3W¢S¢S¢S. (255)

Substituindo o tltimo resultado na equacao (2.53), observamos que esta pode ser reescrita
na forma [39] [40]
atan, = wn,, (2.56)

onde

d d
CLT(I == (d{E + W¢s¢s> <_dl’ + W¢s¢s> y (257)

Se assumirmos a existéncia de uma solucao de modo-zero, ou seja 1y para wy = 0,
e que a ¢ andlogo a um operador de abaixamento, entdao 1y deve satisfazer a seguinte
equacao

d
arop = <_de‘ + W¢S¢S> Mo = 0, (258)

cuja integragao implica em
no(x) = Ael Worond (2.59)

onde A é uma constante de integracao usada para normalizar a funcao de onda. Perce-

bemos ainda, que

dlog<W¢s) 1
W, Wage = Wisse, 2.60
T Wy, VesWoseo b6 (2.60)

Consequentemente, podemos reescrever a equagao (2.59) como

no(z) = Ael 5 legWosdz . g glogWos , (2.61)

deste modo, o autovalor do estado fundamental é ny(z) = AWys.

2.2 Modelos de Dois Campos

2.2.1 Solucoes BPS

Analogamente aos procedimentos adotados para modelos compostos por um tnico
campo, aplicaremos o método BPS para dois campos escalares reais acoplados (¢, x).
Para esse sistema, a densidade lagrangiana pode ser escrita como

1 1
L= 50,90"9 + 50.,x0"x = V(#,X), (2.62)

cujas equagoes de movimento para configuragoes estaticas sao dadas por

e NG ) (A V) 4

@ _— %’ @ _— a, (2.63)
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onde V = V(¢, x). Além disso, a densidade de energia correspondente deste sistema é

e(z) = 5 (jﬁ) +; <Z§>2 + V(o, x). (2.64)

Consequentemente, podemos escrever a energia total do sistema como

[ /+°° dg;_/m [ (;@) +;<Z§>2+V(¢,X)] dz. (2.65)

Se assumirmos que esse potencial V (¢, y) é definido positivamente [44], entdo podemos
escrevé-lo na forma

1 1
V(p,x) = §Wj + §W§. (2.66)

Agora ao substituirmos (2.66) em (2.65) encontramos

SLI|E) (@) roreond e e

Usando o método BPS, a equagdo (2.67) se torna

1+ | (do > (dy 2 v [do
E=- / @ X 4 + - / (2.
5 ). (daj¢w¢>+<dm Wx) dz 5 W¢—|—dW dx. (2.68)
Observe que a condicao que minimiza a energia do sistema é
d¢ dx
— =4 — =4 2.
dx Ws, dx W (2.69)
e com isso nossa energia total é dada por
+oo d(z)
Epps = i/ W¢+ wy) dr, (2.70)
ou podemos também escrevé-la como,
Egps = [W[¢(+00), x(+00)] = W[g(—00), x(—o0)]|. (2.71)

2.2.2 Modelo BNRT

Vejamos como podemos determinar solugoes analiticas para modelos de dois cam-
pos aplicando o chamado método das érbitas tentativas a um modelo especifico conhecido
como BNRT [41], cujo superpotencial é

1
W(g,x) =6 — 30" —réx’, (2.72)
onde r é uma constante real. Para encontrar o potencial decorrente deste modelo, toma-

mos a derivada de (2.72) em relacdo a ¢ e x e substituindo estes resultados em (2.66),
ficamos com

V(g,x) = ;(1 — @) +1(¢" — 1)X* + 2% + ;r2x4- (2.73)
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Além disso, a partir de (2.69), verificamos que as equagdes diferenciais de primeira ordem
para este modelo sao
do dx
7::i:1_ 2_7"2’ _— = 27" . 274
o = F(1=¢" =) 1y = T2rox (2.74)
Essas equacoes diferenciais nao-lineares possuem solugoes topologicas nao triviais que sao
obtidas conectando dois estados de vacuo diferentes. Cada par de vacuo conectado por
essas solugoes com Epgpg diferente de zero resulta em um setor topolédgico.
Observamos que, para esta teoria de V(¢,x) =0se x =0 > ¢ =+lese p=0— x =
+1/4/r, ou seja, os minimos do potencial sdao (£1,0) e (0,+1//7).
Além disso, podemos obter a energia BPS de cada setor topolégico através de (2.71) como

Caso 1: (£1,0) — Egps = %, um setor topoldgico.
Caso 2: (0,+1/4/r) = Egps = 0, um setor nao-topoldgico.
Caso 3: (£1,+1/\/r) = Egps = %, quatro setores topoldgicos.

2.2.3 Meétodo de oOrbitas tentativas

O método de drbitas tentativas foi desenvolvido por Rajaraman [42] com o obje-
tivo de resolver as equacoes de movimento quando ha termos de acoplamento entre dois
campos escalares. No entanto, o método tem algumas limitacoes que estao diretamente
relacionadas ao fato das equagdes de movimento serem equacoes diferencias de segunda
ordem acopladas. Este problema foi resolvido por Bazeia e colaboradores [43], onde o
método foi adaptado ao formalismo de primeira ordem. Tal metodologia é desenvolvida
abaixo.

Para usar o método de drbitas tentativas, aplicamos as seguintes etapas [44]:

1° passo : Selecionamos um setor de BPS. Isso ¢ feito assumindo que os pares de
minimos (¢;, xi) € (¢r, xs) resultam em W (e, x;) # W (o, x5)-

2° passo: Escolhemos uma 6rbita F'(¢, x) que envolva os campos ¢ e x e que
satisfaca,
F(6,x) = 0. (2.75)

Esta orbita deve atender aos minimos de V (¢, ).

3° passo: Verificamos se a érbita satisfaz as equacoes diferenciais de primeira
ordem.

4° passo: Usamos a orbita para desacoplar as equacoes diferenciais de primeira
ordem e, em seguida, integramos determinando assim as soluc¢oes analiticas.

Para ver isso melhor, apliquemos esse método nos casos 1 e 3 do modelo BNRT
descrito acima e que correspondem aos setores topolégicos do modelo.

Caso 1: Neste caso, escolheremos a orbita F(¢, x) = x = 0, a partir disso, (2.74)

se torna do p
F— (1 — 2 X, 2.
o, = fl=¢).  and =0 (2.76)
cujas solugoes sao dadas por
¢ = tanh(z), x =0. (2.77)



Agora usamos outra orbita dada por

F(p,x) =¢*+ax* —1=0. (2.78)
Podemos verificar que a derivada de F(¢, x) em relagdo a x implica em
dF do dx
— =2¢— + 2ax— = 0. 2.79
dz ¢d:v +2ax dx (2.79)
Substituindo (2.74) na equagdo acima, encontramos
1 —¢* —rx? —2ar* = 0. (2.80)
Podemos reescrever a dérbita proposta em (2.78) como
1 —¢* = ax* (2.81)
Desta forma, a equacao (2.80) implica no vinculo
a=(1/r—2)"". (2.82)
Substituindo (2.78) e (2.82) em
d¢ 2 2
— =1—-9¢"—rx~. 2.83
- ¢° —rX (2.83)
encontramos,
@ _ 2r(1 — ¢?) (2.84)
dx ' '
Portanto, a solucao de ¢ é obtida integrando a equacao acima, levando-nos a
¢ = tanh(2rz), (2.85)

Além disso, a solugdo de x pode ser obtida substituindo ¢ na érbita dada por (2.81),
resultando em
X = £4/1/r — 2 sech(2rz). (2.86)
Caso 3

Neste caso, permita-nos trabalhar com a érbita
F(o,x) =¢+ax*—1=0, (2.87)

cujos minimos sao (+1,0) e (0,£1/r).
Observamos que para ¢ = 0 (2.87) se torna y = 1/+y/a que implica que a = r.
Agora derivamos (2.87) em relagdo a z, culminando em

— +2rxy— =0. (2.88)
T
Usando (2.67) e (2.74), na equacao acima, obtemos r = 1/4. Esta drbita apenas descreve

as Orbitas laterais do modelo, com o superpotencial correspondente

3 1 )
W=o— 7 —ox" (2.89)

Substituindo (2.87) em (2.74), e integrando, obtemos

1/2

¢ = ;[1 +tanh(z/2)], x = i\/ﬁ[l - tanh(m/Z)r (2.90)
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Capitulo 3

Defeitos de deformacao

No capitulo anterior, discutimos defeitos topologicos enfatizando algumas de suas
principais propriedades. Agora investigamos os defeitos do método de deformagao, pro-
posto por Bazeia et al. [45,46]. Este método consiste em modificar o potencial de uma
dada teoria conhecida através de uma funcao de deformacao para obter um novo modelo
a partir da teoria originalmente proposta. O método é descrito a seguir.

3.1 Meétodo de Deformacao

A densidade lagrangiana para o campo escalar real ¢ pode ser escrita como

1
£ = 50,60"6 — V(0), (3.)
e para solugoes estéaticas, ¢ = ¢(z), o que resulta na equagao de movimento
d*¢ dV
_— = 3.2
dz?  d¢ (32)

Além disso, a equagao diferencial de primeira ordem proveniente do método BPS para

este modelo é dada por
d
di = +/2V (). (3.3)

Permita-nos considerar outro modelo composto por um campo escalar real y, com
densidade lagrangiana

1 -
L= 5 Lx0"x — V(x), (3.4)

no caso de um campo estatico, ou seja, x = x(z), a equagao de movimento correspondente
fica escrita segundo
2x AV
de?  dy’
Como vimos anteriormente, a equacgao diferencial de primeira ordem proveniente do mé-
todo BPS para este caso tem a forma

(3.5)

dx =

(3.6)
Considerando ¢ como uma fungao de Y, isto é, ¢ = f(x) obtemos o seguinte vinculo
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do df dy  dy 1 do
— == == ——
dr  dydx dx %dm

)" _ L (do)’ (38)
de) ~ 2 \de) |
onde f, = df /dx. Substituindo (3.2) e (3.6) em (3.8) encontramos

Vo= f()
12

A fungao f(x) é chamada de fungdo de deformagao. Observamos que (3.9) nos da a

conexao entre o potencial do modelo deformado com o modelo original. Uma grande

vantagem do método de deformacao é que as solugoes dos modelos deformados podem ser
obtidas a partir da inversa da funcao de deformagao, isto é, usando

x(z) = [T ¢(2). (3.10)

ou ainda,

V(x) (3.9)

3.2 Estados BPS do modelo deformado

Vamos agora estabelecer a relacdo entre os estados BPS em ambos os modelos.
Tomando V' (z) como positivo e (2.27), podemos escrever (3.8) como

3 1 (Wy(d= 2
Vix) =5 ( ol f(x))) , (3.11)
2 fx
ou
. 1/~ 2
V0o =5 (W) (3.12)
Comparando as duas ultimas equagoes podemos verificar que
7 Ws(9 = f(x
Wy(x) = ol W) 7 (3.13)
fx
e isso nos permite escrever as equacoes diferenciais de primeira ordem na forma
dx Ix
onde
dw
Wy(o = (X)) = CT¢|¢=f(x>- (3.15)

Por outro lado, a energia para o defeito deformado depende diretamente da deformagao
introduzida e usando (3.10) podemos escrever os estados BPS como

) - I\ 2 - JF-1\2 / 4o\ >
EBPS:/OOd:c<d:> :/Ooda;<fl¢> (ﬁ) (3.16)
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1 2

Figura 3.1: Gréfico para os potenciais deformado (curva roxa sélida) e nao-deformado (curva
azul sélida).

A densidade de energia do modelo deformado pode entao ser escrita como:

&(x) = (‘Z;)Q (Zj)z _ <d£;>26(x). (3.17)

3.3 Aplicacao do método

Para ilustrar o método, o aplicaremos a uma solucao tipo Kink cujo potencial possa
ser escrito como

1
V(g) = 5(¢" = 1)" (3.18)
Considerando a func¢ao deformagao f(x) = sinh(x) e usando (3.18), (3.9) se torna

Vix) = ;[1 — sinh%x)}2 sech?(y). (3.19)

A Figura 3.1 representa o potencial das duas teorias cujas solugbes estaticas sdo dadas
por

X(x) = £ arcsinh[tanh(x)]. (3.20)

Essas solucoes também sao chamadas de tor¢ao. O comportamento das duas solucoes pode
ser visto na Figura 3.2. Podemos seguir o mesmo procedimento usando outras fungoes
de deformacao para gerar novas solugoes de torcao estavel. Isso significa que podemos
obter uma ampla e extensa gama de solugoes que podem ser de interesse fisicamente. A
densidade de energia pode ser facilmente obtida a partir de (3.17) como mostrado na
Figura 3.3 como

sech?(2)

[1 + tanh?(z)] (3.21)

é(r) =
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#(X)
10

051

-10r

Figura 3.2: Solucdes de defeito para o modelo ¢* e para o modelo deformado, retratados com
linhas sélidas e tracejadas respectivamente.

-6 -4

Figura 3.3: Densidades de energia para o modelo ¢* | retratados com linhas sélidas e tracejadas
respectivamente.
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3.4 Modelos usando o método de extensao

No6s vimos no capitulo 2 como o Método das Orbitas Tentativas foi usado em
modelos de dois campos escalares, para resolver as equagoes de movimento quando hé
termos de engajamento entre campos. Este método, embora tenha algumas limitagoes,
parece ser bastante eficaz quando usado para analisar os estados BPS. Na se¢do a seguir,
mostraremos outro procedimento [31] que nos permite investigar esses tipos de modelo. O
procedimento é baseado no método de deformacao para a construgao de modelos de dois
campos escalares a partir de um modelo mais simples descrito por um campo escalar.

3.5 Método de extensao para modelos de dois cam-
pos escalares

Consideramos os dois lagrangiana de um campo em (3.1) e (3.4) onde inicialmente toma-
mos a derivada de ¢ = f(x) em relagdo a x, e encontramos

_ 4y

¢ dXX , (3.22)

onde ¢’ = % ey = %. Além disso, usamos (3.13) e (3.22) para obter

af _ o) _do _ We(x)
dx X000  dx Wi(x)
A ideia do método é usar a fungao de deformagao para reescrever (3.23) na forma

do _ Ws(d, x)
dx  Wi(¢,x)’
e assim obter uma érbita em relagdo a dois modelos efetivos de campo. Em primeiro

lugar, observamos que as equagoes diferenciais de primeira ordem para o campo ¢ podem
ser escritas de trés formas diferentes, mas equivalentes, dando-nos

¢/ = W¢(¢)7 ¢/ = W¢(X)7 gbl = W¢(¢a X) (325)

(3.23)

(3.24)

Observamos que, na segunda equacdo, usamos a fun¢ao de deformacdo em ¢ — f(x)
tudo em termos de Wy para que obtenhamos Wy(x), uma vez que, na terceira equagao,
substituimos ¢ — f(x) em Wy(¢) de uma maneira especifica, fazendo Wy uma fungao do
campos ¢ e . Este ultimo passo ¢ executado para que Wy (¢, x) ndo seja simplesmente
uma combinagdo de Wy(¢) com Wy(x) , ou seja, se Wy(¢) contenha um termo ¢*, por
exemplo, ele seré reescrito como ¢* = ¢ x ¢? que, por sua vez, pode ser expresso, portanto,
como ¢ X f%(x) ou ¢? x f(x), resultando em compromissos diferentes entre os campos
escalares. Podemos prosseguir de forma analoga ao campo y para obter

X' =Wi(x), X =W(d), X =Wy x)- (3.26)

Agora estabelecemos os seguintes pardmetros a;, b; e ¢;, onde i = 1,2,3 e com restrigoes
a1+ as+az3 =10, +by+b3=1¢ecy+cy+ c3 =0. Essas constantes estao relacionadas
a (3.25) e (3.26), entao mudamos Wy — aiWy(x) + aaWy(d, x) + asWy(p) e W, —
biWy(X) + bW, (¢, x) + bsW, (¢). Através deste ultimo procedimento, podemos escrever:
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do Wy _ aaWo(x) + aaWs (o, X) + asWs () + c19(x) + c29(¢, x) + c39(9)
dx Wy bWy (x) + ba Wy (9, x) + bWy (¢) ’

(3.27)

onde g é uma fungdo extra, e g(x) = g(¢) = g(¢, x). Esta funcao é arbitraria e construida
através da funcao de deformagao, bem como Wy e W,..
A forma especifica de g para cada novo modelo de campo é obtida através de uma segunda
conexao que é dada por

Wy = Wi (3.28)

Substituindo W, e W, em (3.28) e tendo seus respectivos derivativos, obtemos

baWis (0, X) + bsWyg(0) = a1 Wy (X) + aaWey (0, X) + 19y (X) + cogy(é,x).  (3.29)

3.5.1 Exemplo

Este exemplo constitui o acoplamento de um modelo ¢* com um modelo invertido
x*. Inicialmente, consideramos um modelo descrito pelo campo escalar ¢, cuja solucao
topoldgica obedece a equagao:

¢ =Wy =a(l —¢?), (3.30)

e sua solugao analitica é dada por

¢(r) = tanh(az), (3.31)

onde a é um parametro real e sem dimensao. Agora escrevemos a funcao de deformacao

Ccomo
2
¢=ﬂﬂzwl—%» (3.32)

e b é um parametro real que controla a fungao de deformagao. A equacao diferencial de
primeira ordem correspondente a esta funcao de deformacao é escrita como

/_W_ X2
X =Wy=—axy[1-797, (3.33)

x(z) = bsech(ax). (3.34)

e cuja solugao analitica ¢é

Agora, escrevemos as equagoes diferenciais de primeira ordem de trés maneiras diferentes,
mas equivalentes, como

Wy(d) = a(l—¢7),
We(x) = %XQ,

Wa6,x) = a1 (3.35)
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X2
WX(X) = _a'XM 11— b72’

Wy(¢) = —abpy/1 — P2,

Wy(é,x) = —abxo. (3.36)

Para evitar o potencial polinomial, tomaremos a; = b; = b3 = 0, implicando que a; +a3 =
0 e by = 1. Entao, (3.29) se torna

Wys(:x)) = arWor (X) + 195 (x) + c29x(0, X)- (3.37)
Noés tomamos ¢; = 0 (implicando ¢; + ¢3 = 0) para obter g(x), portanto
1
9x(X) = Wy (9, x) = arWox (X). (3.38)

Agora, substituimos os superpotenciais relevantes e seguimos os respectivos derivados e
integramos para encontrar

la a
900 = =5 (1255 )% (339
e, usando a func¢ao de deformagao, obtemos
1 ab? a
o) = =5 (1+25) 1= o) (3.40)

Assim, substituindo todos os resultados nas formas de Wy e W, como visto em (3.29),
temos

a b?
W, = —ax¢. (3.42)

Para calcular a forma final do superpotencial efetivo, simplesmente aplicamos a integracao
em relagao aos campos ¢ e y resultando em

1 1 1
W(p,x) =a (1 - 2b2) (¢ — 3¢3) — §a¢x2. (3.43)
Observamos que um dos pares de solugoes deste modelo pode ser escrito como
¢(z) = tanh(az), x(x) = bsech(ax). (3.44)
Um caso particularmente interessante ocorre quando
1
a=2r e b=44/——2, (3.45)
r
com r € (0,1/2), levando a
1
W(g,x) =6 — 30" —réx’, (3.46)

qual é o modelo BNRT visto no capitulo 2, e cuja 6rbita analitica ¢ dada por

o(z) = tanh(2rzx),

x(x) = iwi—2sech(27’x). (3.47)
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3.6 Método de extensao para trés campos escalares
reais

Os modelos descritos por trés campos escalares reais foram estudados nos tltimos
anos por varios pesquisadores, mas ainda ha poucos trabalhos encontrados na literatura.
Podemos mencionar o de Imani et al [44] que aplicou o método de deformagio e Bazeia
et al [45] que investigou a presenga de paredes de dominio nesses tipos de modelos. Em
outro contexto, a ideia de defeitos hexagonais existentes dentro de um defeito topologico
foi investigada por D. Bazeia e F.A. Brito em trés modelos reais de campo escalar [47].
Nesta secao, expandiremos o método de extensao para modelos representados por trés
campos escalares reais assim como proposto em [48].

3.7 Novo Método

Uma metodologia detalhada e andlise deste novo método envolvendo trés modelos
de campo tnico serdo exploradas no capitulo 5. Agora, para o método de extensao para
trés campos escalares reais, seguimos a mesma ideia e escreva (3.24) para se adequar ao
novo procedimento da seguinte maneira

do _ Ws(¢, X p)
dx  Wy(é,x.p)

Usando funcgoes de deformacgao, podemos escrever as equagoes diferenciais de primeira
ordem em ¢, um conjunto de sete maneiras diferentes, mas equivalentes, a saber, como

(3.48)

!

¢ =Wy(), ¢ =Wsx), ¢ =Ws(dx), ¢ =Wyp),
¢ =Ws(d,p), ¢ =Wislx,p), ¢ =Wslo,x.p). (3.49)

O mesmo mecanismo pode ser usado para o campo y, dando-nos

X =W (x), x = Wx(¢) X =Wi(o.x), X =Wilp),
X = Wy(x.p), =Wy, p), X =Wi(o,x.p). (3.50)

Assim, definimos os seguintes parametros ay;, b;, ¢;;, onde i =1,2,3 e 5 =1,2,3,4,5,6,7
com vinculos a1+ a2+ aiz+ay + a5+ ag+ ayr = 1, bl + bQ + bg + b4 + b5 + bG + b7 = 1,
c11t+ciatciztcratcistcigtcir = 0 e cop+caatcaz+caatcos+cogt+coy = 0. Essas constantes
podem ser relacionadas as equagoes (3.49) e (3.50), entdo trocamos W, — a1 Wy(x) +
a12W (0, X) + a13W (@) + a1aW(p) + a1s W (¢, p) + ars W (X, p) + a1z We (9, X, p) ¢ Wy —
bV, () + b2 Wy (6, ) + bW (9) + ba W, () + bs Wi (6, p) + b6 Wy (x. p) + bW (6, X2 ),

que nos leva a escrever
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o [aans(X) + aWe (o, x) + aisWe(o) + a1aWs(p) + a1sWs(9, p) + a16Ws (X, p)
+a1rWe(9, X, p) + c11g(x) + c129(9, X) + c139(0) + c1a9(p) + c159(9, p) + c169(X; p)
e, X [T+ I 600 + A (6) 4 0TV 5) + W (0.) +
bWy (X, p) + bs W (6, X, p) + a1 f(X) + aaf (0, X) + casf () + caa f(p) + a5 (6, p)

-1
+026f(X7 P) + C27f~(¢7 X5 p)] : (351)

Aqui, f e g sdo funcdes extras de conexdo. Como pode ser visto em (3.51), essas fungoes
também podem ter diferentes formas a depender das escolhas dos parametros.
O mesmo procedimento pode ser aplicado as equagoes:

@ — WP(¢>X7p) 3.52
dxy  Wy(o,x,p)’ (3:52)

do _ Wild.x.p)
dp — Wo(é,x,p) (3.53)

Assim, obtemos

j}p{ = [ame(x) + a2Wp(p, X) + azsW,(p) + a2aW, () + azs W, (9, p) + azsWp(, x)
+azrWp(9, X, p) + 319 (x) + €329(¢, X) + 339(8) + c349(p) + c355(9, p) + €365 (X; )
e, [0+ BITL(6 )+ BV () + 0 (9) + W, 6,) +
bWy (X, p) + b1 Wi (6, X, p) + a1 f(X) + €anf (0, X) + casf(9) + caaf(p) + cas [ (0, p) +

-1
C26f~(X7 ,0) + C27f(¢7 X5 p)] ) (354)

com g e f como fungoes de conexoes. Além disso, em (3.54) temos os vinculos ag; + agg +
A23 + Q94 + Q25 + Aog + Qo7 = le C31 + C39 + C33 + C34 + C35 + C36 + C37 = 0. Além diSSO,
repetindo o método para conectar ¢ e p, ficamos com

d

djj = [CLllW(b(X) + a12Ws (9, X) + a1sWe (@) + a1aWy(p) + aris Wy (9, p) + arsWo (X, p)
Fa17We (@, x, p) + c119(x) + c129(9, X) + c139(¢) + c149(p) + c159(d, p) + c169(X; p)
+c179(9, X, P)] X [ame(x) + anW,(p, x) + azsW,(p) + a2aW,(¢) + azs W, (¢, p)

FagsWo(@, X) + aztW,(h, X, p) + €319(X) + €329(0, X) + €33G(¢) + c34G(p) + c35G(9, p)

—1
+e36G(X; p) + c379(9, X, P)] . (3.55)
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Agora, para descobrir como g ou f em (3.51) estao vinculadas, podemos usar o fato de
que o superpotencial obedece a propriedade,

Wy = Wi (3.56)

Substituindo Wy e W, de (3.51) e as respectivas derivadas, obtemos

a1 Wy (X) + a12Wey (0, X) + a16Wey (X, p) + arWey (6, X, p) + c119,(X)
+612gx(¢7 X) + ClﬁgX(XJ p) + cl7gx(¢~> X P) = b2I~/VXd>(¢J X) + b?WX¢>(¢) + b5WX¢(¢7 P)
bWy (0, X, p) + c22fo(9, X) + 23 fo(P) + co5f4(, p) + corfo(D, X, p)- (3.57)

Da mesma forma, para a funcdo § ou f em (3.54) devemos recorrer & restricio,
Woy = Wi, (3.58)
o que nos leva a,

GQIpr(X) + a22pr(pv X) + a%pr(Cb, X) + a27pr(¢a X5 p) + C31§x(X) + C32§X(¢7 X)
+036§X(X7 p) + C37§x(¢7~X7 p) = b4I/~pr(P> + b5VI/~XP<¢7 p) + bﬁ‘ivxp(% p)
+b7WXp(¢, X5 p)) + 624fp(p) + C25fp(¢> P) + 026fp(X> p) + 027f0(¢a X5 p) (359)

Finalmente, para encontrar a fungdo g ou § em (3.55), usamos o vinculo
Wy, = Wy, (3.60)
resultando em

a1aWp(p) + a15We, (9, p) + a16Wep (X, p) + a1tWe, (@, X, p) + c1ag,(p) + c159,(9, p)
+C169,(X: p) + €1795(D, X, p) = a2aW (@) 4 a5 W (@, p) + a26Wopg (0, X)
+a27 W (0, X, p) + €320 (D, X) + €330 (P) + C3594(0, p) + C37G4(0, X, p)- (3.61)

Como pode ser visto em (3.57), (3.59) e (3.61), temos duas possibilidades para encontrar
as fungoes extras e, consequentemente, determinar ao modelo efetivo de trés campos.
Primeiramente, a fun¢ao g pode ser obtida a partir de (3.57) se escolhermos cos = co3 =
Co5 = co7 = 0, resultando em

a11 Wy (X) + a12Wy (0, X) + a16Woy (X, p) + a17Wey (6, X, p) + 1195 (X)
+C129x(¢, X) + Cl6gx(X> P) + Cl?Qx(¢a X5 p) = b2Wx¢(¢7 X) + b3Wx¢(¢)
+b5Ws (9, p) + 01 Wy (, X, ). (3.62)

Além disso, os valores atribuidos anteriormente as constantes implicam que (3.59) torna-se

CL21pr(X) + GQQpr(pa X) + G%pr(gb’ X) + a27pr(¢7 X P) + C31§X<X>
320, (0, X) + 3695 (X, ) + 037§x(¢,~X7 p) = b4V~pr(P) + bsWy,(9, p)
+b6WXP(Xa p) + b7WX,0(¢7 X p) + 624fp(p) + CQGfp(Xv p) (363)

A partir da equacao anterior podemos determinar a forma f. Para tanto, impomos que
C31 = C32 = C36 =— C37 — O, resultando em

a?lwpx(X) + a22pr(p> X) + a26pr(¢a X) + a27Wf’X£¢’ X5 p) = ?4pr(p)
+05s Wy (0, p) + b6 Wio (X, p) + b:Wio(b, X, p)) + caafp(p) + casfo(X; ), (3.64)
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tais valores das constantes fazem com que (3.61) seja reescrita como

a1aWyp(p) + a15Wep(@, p) + a16We,o(X, p) + a17We,o(0, X, p) + c149,(p) + c159,(0, p)
+c1690(X, p) + €179,(D, X, p) = @24 W (9) + a5 W (9, p) + a26Wpe (0, X)
+aorWos (0, X, p) + €33G6(D) + 3590 (0, p). (3.65)

Para encontrar ¢ nessa conexao, devemos ter ¢4 = ¢15 = ¢16 = ¢17 = 0, portanto

a1aWe,(p) + arsWo,o (0, p) 4+ a16We, (X, p) + a17Wo,(, X, p) = a2aW ()
FaosWog (@, p) + a26Wpg (0, X) + a2s W (9, X, p) + 33G4(0) + 3594(0, p), (3.66)

deste modo, a equagao (3.62) nos conduz a

a1 W (X) + a12Wey (0, X) + a16Wey (X, p) + a17Wey (0, X, p) + 1195 (X) + 1294 (¢, X)
- b2Wx¢(¢7 X) + b3WX¢(¢) + b5WX¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X IO) . (367)

portanto

Assim, (3.64), (3.66) e (3.67) nos permitem determinar as formas funcionais de f, g e g,
respectivamente.

A segunda abordagem é baseada em encontrar a fungdo tildef in (3.57), em vez de g.
Neste intuito, devemos tomar c;; + ¢12 + ¢16 + ¢17 = 0, resultando em

a1 W (X) + @12Wo (9, X) + @16Wo (X, p) + artWo (¢, X, p) = b2Wie (9, X)
+b3mfx¢(¢) + b5WX¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X5 P) + 022f¢(¢7 X) + 023f¢(¢) + 025f¢(¢, p)
+co7fo(D, X, p)- (3.68)

Assim (3.61) se torna

a1aWep(p) + ar1sWep (9, p) + a16Wep(X, p) + a17Wep (9, X, p) + €129,(p) + c159,(9, p)

= a2aWpy(9) + azsWps(9, p) + azsWpe (9, X) + azrWoe (o, X, p) + ¢3294(4, X)

+¢33G6(D) + €3596(0, p) + c3795(0, X, P), (3.69)
para obter a funcao g a partir da equacao anterior, devemos considerar cgs = ¢33 = ¢35 =
cz7 = 0, 0 que implica em

a1aWep(p) + a1sWep (9, p) + ar16Wep (X, p) + a17We, (0, X p) + c149,(p) + c159,(9, p)

= aaW,4(9) + azsWo5(9, p) + a26Wos(9, X) + a2z Wi (9, X, p), (3.70)

Portanto, (3.59) se torna

aot W (X) + a2aWyy (p, X) 4 a26 Wy (0, X) + aor Wy (0, X, p) + Cijlgx(X) + C~36§X(X7 P)
= bW (p) + bsWio(, p) + b6 W (X, £) + b1Wio(, X, P) + €21 o) + 25 fo (. p)
+co6fo(X, p) + carfo(D, X5 ), (3.71)

Nesse caso, para encontrar a fungdo ¢ tomamos coy = Co5 = o6 = o7 = 0, resultando em

Aot Wiy (X) + a2aWoy (p, X) 4 a26 Wy (0, X) + a2r Wi (0, X, p) + €310y (X) + c36x (X, p)
= b4pr(P) + b5WXP<¢7 P) + b6pr<Xa /)) + b7pr(¢a X p)- (3‘72)

Portanto,(3.68) pode ser escrita como

a1t Wy (X) + a12Woy (0, X) + a16Wey (X, p) + 017W~/¢x(¢> X P) :~52Wx¢(¢7 X)
b3 Wi (9) + bs Wy (8, p) + brWis (0, X, p) + ca2fo(d, X) + 23 [5(9). (3.73)

Vemos que, com esta possibilidade, as fungoes extras podem ser obtidas a partir das
equagoes (3.71), (3.72) e (3.73).
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3.8 Exemplos

Nesta secao, vamos ilustrar a aplicacao deste método em trés exemplos que sao
descritos a seguir.

3.8.1 Exemplo 1

Este primeiro exemplo consiste no acoplamento entre os modelos ¢* em conjunto com um
x* e um p*, ambos invertidos. As equacoes diferenciais de primeira ordem correspondentes
a estes modelos sao dadas por

Wy = a(l — ¢?), —axy/1— 1)2 : = —apy\/1 — (3.74)

cujas respectivas solugoes sao escritas como

¢ = tanh(ax), X = bsech(ax), p = bsech(ax), (3.75)

onde a é um parametro real e sem dimensao.
As fungoes de deformacao e suas respectivas fungoes inversas, que conectam estes trés
modelos sao

2
6= f(x) = 1—);—2:>X:b 1—¢2, (3.76)
2
D N (377
x=rfp)=p=p=x (3.78)

Agora usamos as fungoes de deformacao e suas inversas para reescrever Wy, W, e W, em
sete maneiras diferentes, mas equivalentes, vistas a seguir

2

2
Wy(p) =a(l —¢%),  Wy(x) = %, Ws(o,x) = a (1 — /1 - 262) ,

2

2
We(p) = ab%, Wy(d,p) = a (1 — 1 - 22) : (3.79)

Wd,(x,p):a(l—\/l—\/l—)a W¢(¢,x,p)=a(1—¢ 1_)25)

assim como,

2
W) = —ax|[1= 25, Wi(@) = —aboy/L— 6% Wi(é.x) = —axs,

2 2
Wx<p>=—ap\/1—§—, Wy p) = —apy/1— 3. (3.80)

——ab\/1—¢2\/1—ﬁ, Wi, p) = —aby/1 = 671 = 2.



2
WP(p) - _apv 1 - %’ WP<¢) = —Gb¢ \V 1 - ¢27 WP(¢7P) = _ap¢7

X2 102
Wolx) = —ax\|1 =75, Wplx,p) = —axy/1 = 35, (3.81)
= —aby/1— 2|1 - ﬁ, W,(6,x,p) = —aby/1 — 621 = 2.

Primeira Abordagem

Para evitar raizes potenciais em nosso polinémio, inicialmente tomamos a1 = a5 = a6 =
a7 = bl = b3 = b4 = b5 = b6 = b7 =0 91 =— A92 — 23 — Q924 — Ag9g — A7 — 0. Isto implica
em aj; + ajg +ay =1, by = 1 e ags = 1. Assim, (3.67) pode ser reescrita como

2ax
alle + Cugx(X) + 0129X(¢, X) = —ax. (3.82)

Para encontrar g(x), escolhemos ¢;2 = 0 na equagdo acima e ao integré-la em relagao a
X, determinamos

ax 1 ap >
= + 3.83
9(x) - < B (3.83)
Além disso, se escolhermos ¢4 = ¢15 = ¢16 = ¢17 = 0 entdo temos ¢;; = —ci3, € usando a

fungao de deformagao em (3.76) podemos reescrever (3.83) como

o(g) = - 2L=%) ( 5+ an) . (3.84)

C11
Agora substituimos todos os resultados em W, visto em (3.51), encontrando assim
1
W¢,:—ia[—2+p2+2¢2+2¢2+2b2(—1+¢2)+x2}. (3.85)

Além disso, se substituimos as novas restricdes em (3.64), podemos ver que f(p) = 0,
portanto, W, em (3.51) sera dada por

W, = —axé. (3.86)

Agora, considerando as diferentes formas de Wy e W,, bem como novas restrigdes em
(3.66), podemos reescrever esta ultima equacao da seguinte maneira

2a ~ ~
a14672p = —ap + 033g¢(¢> + C35g¢(¢7 p)a (387)
Para c33 = 0, temos
- 2ap
c396(¢, p) = a5+ ap. (3.88)
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Neste caso, iremos trabalhar com a;y = —b?/2, fazendo com que § = 0, evitando po-
téncias racionais em nosso potencial polinomial. Em seguida, substituindo todos esses
ingredientes em W, dado por (3.54), obtemos

W, = —agpp. (3.89)

Finalmente, a integragdo doas equagoes (3.85), (3.88) e (3.89) em relacdo a ¢, x e p,
respectivamente, nos leva ao superpotencial

W) =1+ Pa (6= § ) - fo0 4, (3.90)

Um caso particularmente interessante ocorre quando

1

a=2r, e o (3.91)
com r € (0,1/2), resultando no superpotencial
(¢ 2,

cujas solugoes analiticas sao

1 1
¢ = tanh(2rz), X = ’/2— — 1sech(2rz), p= \/2— — 1sech(2rz). (3.93)
r r

Este é um modelo efetivo para trés campos escalares bem conhecido na literatura, mais
detalhes sobre ele podem ser encontrados em [41,49].

Segunda abordagem

Vamos agora tomar 19 = A15 = A1 — A17 = b1 == b3 = b4 = b5 = b6 = b7 = A91 — Q99 =
(93 = Q94 = Qg = a9y = (0 para evitar raizes quadradas do potencial polinomial. Isso
implica diretamente nos vinculos a1 + a13 + a4 = 1, by = 1 e as5 = 1. A partir dessas
restrigoes podemos reescrever (3.73) como sendo

CL112ba;< = —ax + C22f¢(¢a X) + 023f¢(¢)~ (3.94)

Ao tomarmos co3 = 0 nesta ultima equacgao, ficamos com

2ax

022f~¢(¢a X) = ax + 1o (3.95)

Assim, ao escolhermos a;; = —b%/2 ficamos com f = 0. Portanto, W, de (3.51) pode ser
escrito como

Wy = —ax¢. (3.96)

Além disso, com todos esses ingredientes e usando (3.72), concluimos que a funcdo g
também serd zero. Assim, a partir de (3.52) podemos verificar que W, tera a forma

W, = —agpp. (3.97)
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Finalmente, assumindo as restri¢des em (3.70), temos

2pa
a14b—p2 + c149,(p) + €159,(P, p) = —agsap . (3.98)

Escolhendo ¢;5 = 0 e integrando com respeito a p, obtemos

2
_ap 2
g(p) = 72172014 (a25b -+ 2&14) . (399)
Tomando ¢1; = ¢ = ¢16 = ¢17 = 0, ficamos com o vinculo ¢;4 = —c;3. Uma vez feito
isso, podemos usar a funcdo de deformacao em (3.77) para escrever
a(l = ¢%) 1,5
= —(b"+2 3.100
9(0) = =5 (¥ + 2au1)., (3.100)
Entao, W, em (3.51) se torna
1
W, = —ia{—2+xz+2¢2+2b2(—1+¢2)+p2]. (3.101)

Assim, a forma final do superpotencial deste modelo é dada por

3 a

W(d, x,p) = (1+b%)a <¢ - q;) - §¢(x2 + p%). (3.102)

Observamos que se escolhermos
P Y (3.103)

== Vo ’ ’
obtemos
_ ¢’ 2, 2

Wigx.p) = &= 5 | —ro(x" + %), (3.104)

que é o mesmo resultado mostrado em (3.92). Com base neste exemplo, é claro que ambas
as possibilidades nos conduzem ao mesmo modelo.

3.8.2 Exemplo 2

Neste exemplo, combinamos os modelos ¢* com um p? e um x? invertido. Os
defeitos relativos a estes modelos sao

¢ = tanh(ax), X = bsech(ax), p = tanh(ax), (3.105)

os quais satisfazem as equagoes de primeira ordem

2
W, =a(l—¢?), W, =—ayy/1- % W, = —a(l — p?). (3.106)

Para este caso, podemos escrever as fungoes de deformacao e os suas inversas da seguinte
forma:

b=p=p=0 (3.107)
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2

¢ = 1—%:>X:b 1— 2, (3.108)

1 X =by/1—p? 3.109
P= _b2:>X_ - (3.109)

Agora, repetimos a metodologia escrevendo Wy em sete maneiras diferentes, mas equiva-
lentes, dadas por

2
Wol0) = all =), Wol0) = G5 Walonx) = /1 - 6%
Walp) =a(l =), Wal6.p) = all = p6). Walx.p) = 5/1 =02,
W6, x.0) = 254/ = po. (3.110)

Da mesma forma, podemos escrever W, e W, como

2
W, () = —axy/1 - 3. mez—wmh—w, Wy () = —axe,
Wi (p) = —abpy/1 — p?, = —apx, W, (¢,p) = —abp\/1 — p2,

Wy (o, x, p) —ab\ll—ﬁ\/l— (3.111)

Wo(p) = all = %), Wy(d) =a(l - &), W,(d,p) = a(l - po),

2
W,(x) = % W,(x, p) = %M W,(6,x) = %M
Wo(0, x, p) = % 1= po. (3.112)

Primeiramente vamos assumir ajs = a1 = a17 = b3 = by = bs = by = a9 = ag =
ass = agy = (0 para evitar potenciais racionais em nosso potencial polinomial Também
escolheremos ci1o = ci4 = ¢15 = ¢16 = ¢17 = 0, dessa forma ficamos com os vinculos
a1l + a1z + ayy + a;s = 1, b1 -+ b2 -+ b6 = 1, Qo3 + Qo4 + Q95 = le C11 = —(C13. Os valores
adotados para estas constantes implicam que (3.67) se torna

2ax

cugy(x) = —bsax — an—5, (3.113)

integrando a equacao acima em relacao a y, determinamos

ax
= bob? + 2 3.114
9(x) T (o8 + 2am1) , (3.114)
e usando a funcdo de deformagao em (3.114), nos leva a
a(l — ¢%) 2

= ———— (bob* + 2a11 ) . 3.115
9(9) e, (bs n) (3.115)

Portanto, a partir desses resultados, podemos escrever Wy como
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1
Wy = —59 [—2 + 2a14p” + 2a15p$ — 2(—1 + ars + a15)9” + b* (=1 + ¢°) + Xz} - (3.116)

Agora, substituindo os valores das constantes em (3.64) podemos ver que f = 0e portanto
W, é simplesmente dado por
W, = —apx. (3.117)

Por outro lado, usando diferentes formas de W, e W,, bem como o vinculo em (3.66),
chegamos a

—2ay4ap — ayzap = —2as4ap + —agsap + c3394(0) + c3594(9, p).- (3.118)

Escolhendo ¢33 = 0 e integrando em relacao a ¢, obtemos

. 1 2
g(gb, P) = e <—2G14GP¢ - CL15CLQ; + Cl24€252 + G25GP¢> ) (3-119)
35
e usando a funcao de deformacao em (3.113) encontramos
~ 1 2 P 2 2
g(p) = - —2ay4ap” — a1547 + agyp” + agsap” | . (3.120)
35
Portanto, tomando c3; = c30 = ¢35 = c37 = 0, 0 que por sua vez resulta em c3; = —csy,

podemos observar que W, possui a seguinte forma

1
W, = 34 [2 + (=2 + 4ayy + a15)p® — 4aypgp — Gl5¢2} : (3.121)

Agora, usando (3.116), (3.117) e (3.121) determinamos que o superpotencial deste exemplo
é

Wi, x,p) = éa l(—Q +days + ags)p’ — 6a14p*d + p(6 — 3a15¢%)
+¢(6 + 2(—=1 4 ayg + a15)¢* — V(=3 + ¢?) — 3;81 . (3.122)

Este é um novo modelo efetivo no qual varios modelos interessantes podem ser gerados a
partir das escolhas a, b, a4 € a;s.

3.8.3 Exemplo 3

Este exemplo foi construido combinando trés modelos idénticos ¢°, X%, p®, cujas
equagoes diferenciais de primeira ordem sao dadas por

W(;s = _aj)(2 - ¢2)7 WX = _%(2 - X2)7 Wp = _%(2 - p2>’ <3123)

e suas solucoes analiticas escritas como

o= \/m, X = y/1 — tanh(az), p =4/1 — tanh(ax). (3.124)
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As fungoes de deformacgao que conectam estes trés modelos sao simplesmente

p=x, b=p, xX=p (3.125)

O préximo passo é escrever cada uma dessas equagoes diferenciais em sete maneiras dife-
rentes, mas equivalentes. Assim, usando as fun¢des de deformacao e suas inversas, temos

Wy(o) =~ 52— &), W)=~ 02~ x), Wilb)= 22~
Wolp) =~ L2~ ), Wolorp) = ~ 22— p?), (3.126)
Ws(x.p) = —%(2 =), Wolo,x.p) = —af(? —Xp)-

W) =~ X2 =¥, M6) = -L- @), Wyo) = 22—,
W) = =52 =p"), Wilop) = =52 =), (3.127)
Wid0) =~ @2~ ) Wildrp) = 52~ o)

Wolo) =~ L2 —12), Wylo) =~ 2= ), Wl6.0) = -2~ ),
W,(x) = —%(2 X%, Wylx.p) = —%(2 — ), (3.128)
W6, = =22 =X, W0 x.0) = 52— xp).

Agora, podemos substituir as diferentes formas de W, e W, em (3.67) e, em seguida,
tomar suas respectivas derivadas, para obter

ana 160 ai7a
—%(2 —3x?) + appapy — %(2 —p?) + 172 o0 + c119x(X) + €129+ (9, X)
baa bsa bsa bra
= _% (2—y%) — 37(2 — 3¢%) — %(2 — %) - %(2 — XP)- (3.129)

Considerando c¢j5 = 0 e entao integrando com respeito a x, temos

3

boa X bsa 3 bsa X bra X
=2y — =) — — 2y — — — 2y — =) — —(2y — =
c119(x) 5 (X =) =@ =3 - (- T) - 5 (- )
3 3 3
ana 3 a2a) A16Q X ajrax
—(2y — — — 2y — &) — 1
e via deformacao, obtemos
. bQCL ¢3 b3CL 3 b5CL ¢3 b7CL ¢3
a;la 3 a12a¢3 a16a 9253 Cl17@€253
—(2¢ — - —(2¢p — —) — ) 3.131
+% (2 - ) - UL 4 o - ) - AT (3131)
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Agora podemos escrever W, como

Wy =~ (g ) - W20y WDy gy WGy )

2 5 X ;
_a152a¢<2 —) - amgax@ —p?) — al;w(? —Xp) — b;a(?x - f)
_bBQCL(Q —3x%) — b52a(2 - X?) - b;a(QX — X?) + %(QX B - a12§X3
—l—%(?)( - g) — a17gx3 + l)22a<2¢ + C?j) + 532a(2¢ —36%) + 17526l(2¢ _ Qf)
#20 G) = 100 g+ M - g - Dy YT 1

Por outro lado, a partir das diferentes formas de W, e W,, a equagao (3.64) fica com a
seguinte estrutura

b
S0 32y - 200 2y agy + 2000 D g
2 2 2 2
bra ~ ~
+bsagp + beaxp + — ;X + caafp(p) + 26 fo (X p)- (3.133)

Tomando co¢ = 0 e integrando com respeito a p, encontramos

3 3 3
= az1a Q220 P Q260 Qo700
euf(p) = —5 20— ) - (20— ) + B+

2 3 3 6
B - A T (3134)
e usando a funcao de deformacao, podemos reescrevé-la na forma
caf(x) = —%(QX - x*) - %(%c - fj) + a26§1X3 + a27gx3 +
3 3 3
b‘;“(QX B - 556;’( - be’;" - b7‘éX . (3.135)
Portanto, W, pode ser escrito como
W= 20 ) - 20 ) B0y gy PPy gy
@) - B2 ) - M ) gy ) 20 (g, Ly O
3 3 3 3
+b42a<2p ) - bsc;p B b6§/0 B b?ZP az@-;p a221a(2x S %
3 3 3 3 3 3
(2 X?) B azG;X cmgx 3 b42a(2 S b5c;x b6C;X N b76éx (3.136)

Com as varias formas de W, W, e W, e considerando ¢35 = 0, podemos reescrever (3.66)
na forma

enf(6) =~ 2 — ) 4 ALy UTT 00T ity )
Q250 ¢° Q26 ¢° 270 ¢’
+T(2¢—§)+T(2¢— §)+7(2¢— 5)7 (3.137)
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e usando a funcao deformacao, obtemos

3 3 3
- _ ma ai5ap0 a16ap arzap 240
es3g(p) = ———(2p —p°) + + + + - (20— )
2 3 3 6 2
3 3 3
950 p QA26Q p Qg7 p
20 — — —(2 —(2p — ) 1
+ 20y L)+ 22— £y - £ (3.139)
Desta maneira, finalmente encontramos
a1ax G220 G23ap 2400
W, =— (2—x%) — (2—p%) — (2—-p%) — (2—¢%
2 2 2 2
G25G<Z5 Q260.¢ az7a¢p a14G CL15CL<153
L2 - 2 - - E 2 - ) - 20— ") + HEE
2 2 2 2 3
3 3
a160¢ + arrag’ a24a(2¢ ¢3) i Clzaa(Q¢ _ QZL n a26a(2¢ . Ql)
3 6 2 3
a27G ¢3 ai4a 3 a15ap alﬁaﬂ CL17CLP A240Q 3
bt Lo _r 249, _ _ _ _ 929 —
+= 20— )+ -2 =) 3 3 5 5 (20— ")
3 3 3
250 P 260 14 Qa7 p
———(2p— =) — —(2p— —)— —(2p— —). 1
5 (2r—3) = 2p—F) -~ (2 -7 (3.139)

E importante notar que a partir de (3.132), (3.136) e (3.139) podemos obter um novo
modelo, que nos permitird gerar uma série de novos modelos efetivos compostos por trés
campos escalares. A aplicagdo de modelos deste tipo em cenarios de mundos-brana serd
considerada no capitulo 5.
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Capitulo 4

Mundos-Brana

Neste capitulo, consideramos os cenarios de mundos-brana descritos pela matéria
escalar acoplada a gravidade e no espacgo-tempo plano. Esse modelo de matéria escalar
baseia-se em um sistema de campos escalares que suporta solucoes de parede de dominio.
No ano 2000, a ideia de modelar a dimensao extra com campos escalares foi apresentada
[50]. Este trabalho seminal serd usado com base para nossas discussoes a respeito de
mundos-brana.

4.1 Modelo de Brana com um campo escalar

Vamos considerar a agao de Einstein-Hilbert em (4,1) dimensoes no espago curvo,
que descreve a gravidade acoplada ao campo escalar ¢:

S:i/&ﬂ@¢gﬂ—i3+¢x¢a@), (A1)

onde R é a curvatura escalar (ou de Ricci) e £ é a densidade de lagrangiana associada
ao campo escalar. Nestas discussoes, usamos indices latinos para denotar o espago-tempo
do volume, isto é, a, b =0, 1, 2, 3, 4 e os indices gregos para espago-tempo de quatro
dimensoes, ou seja, = 0,1,2,3. Neste estudo, trabalhamos com unidades naturais por
simplicidade, de modo que 47G = 1 e g é o determinante do tensor métrico gu, € o

quadrado do elemento de linha é dado por
ds? = gapdz®da’® = **(y)n,datdz” — dy?, (4.2)

onde e24® §é o fator de dobra (“warp') e 1,, = (+,—,—, —) é a assinatura da métrica

quadri-dimensional de Minkowski . Estamos trabalhando em (4,1) dimensoes, usando

x* = y para identificar as dimensoes extras. Em nossas andlises consideramos que a

fungao A(y) e o campo escalar ¢(y) s6 dependem da dimensao extra y
Inicialmente, vamos variar nossa acao em relacao a métrica, nos levando a

OR olgl\ oWIglE) | o
59 = /@{—(MWHQ+R®W)+&W<de. (4.3)

pelo principio de minima agao, 45 = 0, resultando em

/dy[i (5gab+\/%5$§;)] d'v = [ dy (\}5 \(S/g;£>5ab diz. (4.4)
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Neste ponto, temos algo interessante, a esquerda da igualdade, temos termos ligados a
geometria do espaco que dara origem a um tensor de Einstein andlogo G, e a direita,
temos termos relacionados a matéria. A massa é a fonte da gravidade. Portanto, é natural
que o tensor de energia-momento Ty, seja o objeto geométrico que desempenha o papel
de "fonte de gravidade". Portanto, a igualdade acima deve dar origem a seguinte equacao:

Gab = 2Tab, (45)

que ¢é analoga as equagoes de Einstein para este cenario de mundo-brana. Vamos calcular
agora os parametros Gy, e Ty, O tensor de Riemann é definido como

Riap = Oalba + 15150 — (O1Ga + 1T5.154), (4.6)
onde I'j, sao os simbolos de Christoffel, tais que

1 Jg 09es  OGpe
a _ af fb f _ 4.7
be = 59 <(9:r;e + oxb axf>' (4.7)

A derivada covariante que atua sobre a variacao da conexao é
Ve(0T5,) = 0.(6T%,) + I5.0T5, — T3.00G, — [4.005. (4.8)
Além disso, podemos escrever a variacao do tensor de Riemann como
0 R = Va(0l5) — Vi (0175,). (4.9)
J& o tensor de Ricci é definido por
Ray, = Ry, (4.10)
portanto, de (4.9) podemos escrever o tensor da curvatura Riemann na forma
0Rap = Ve(0154) — Vi (017,). (4.11)
Além disso, a curvatura escalar R pode ser escrita como
R = ¢g"R,, = R (4.12)
Portanto, a variagdo de R produzira
0R = Rapbg™ + g**0 Rap. (4.13)
Deste modo, combinando a equagao acima com a equagao (4.11) obtemos

SR = Rap0g™ + Va(g™oT, — g*6Tc,), (4.14)

onde usamos a compatibilidade métrica da derivada covariante, isto é, V49 = 0. Nos
vemos que o termo presente em (4.14) estd integrado em (4.4). Logo, se para um dado

vetor V' vale a identidade /|g|V,V* = 0, (,/|g\V“), vemos que (4.14) é equivalente a

um termo de superficie, nos permitindo escrever que

/dy (;g]jb M) d*z = /dy (Rab |g|> d*z. (4.15)
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Agora, calculamos a variagdo do determinante do tensor métrico usando a féormula de
Jacobi como mostrado em [51]

d(det M) = Tr(adj(M)5M), (4.16)
onde adj(M) é a matriz adjunta de M. Se M ¢ inversivel, podemos relacionar sua inversa

e o sua adjunta por M~ = (det M)~*(adj(M). Deste modo, ficamos com a igualdade

1 -1
md(de‘c M)=Tr(M6M). (4.17)

Além disso, se estabelecermos que M = g,,, entdo a variacdo do determinante da métrica
é tal que
39 = 9(9"09a) = —(9ar09), (4.18)

resultando nas equagoes

1 1
6\/l9l = —=dg = —3 19194609, (4.19)
2,/lg]

)
ﬁ 5[ = (4:20)

oL
50g™.
8gab ag

Deste modo, a equagao (4.3) pode agora ser reescrita como

/dy <Rab gabR> \F5g“bd4x— /d ( | 5\/; ) \/76 iy, (4.22)

Desta maneira, os termos da equacao de movimento, obtida via minimizacao da ag¢ao em
relacdo a métrica, sao

5L = (4.21)

1
Gab = Rab - §gabR7 (423)
e
2 4
Ty = ——— 9l (4.24)
Vgl 29
Indicando que
Ga, = 2T (4.25)

Para estudar a equagdo acima, usamos o elemento de linha 5-dimensional em (4.2) e
escrevemos o tensor métrico para o volume como

e 0 0 0 0
0 —e* 0 0 0
Jaw=1_ 0 0 —e* 0 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1
e uma vez que é esta é uma matriz diagonal, seu determinante é dado por |g| = |det gup| =

68A .
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Para estudar a equacao de Einstein, devemos calcular o tensor de Einstein e o tensor
energia-momento. Comegamos com a parte geométrica calculando os simbolos de Chris-
toffel sobreviventes.

Tais termos podem ser derivados a partir das conexoes afins

1
l?c = 5 gae(ab Gec + ac Geb — ae gbc)a (426)

cujas formas explicitas sao

Tgo=-T1 =-T3=-T5 = Ale*, (4.27a)

o, =1, =72 ="T%= 4" (4.27b)

onde o primo indica a derivada da funcdo em relacio a dimensio extra y, ou seja, A = %.
Tais simbolos resultam nos tensores de Riemann nao nulos

QOOROO = 911311 = 922322 = 933333 = 4(14// + 4A/2), (4.28a)

g4 Ry = 4(A" + A7), (4.28b)

A partir destes resultados, encontramos a seguinte forma para o escalar de Ricci
R = gabRab = gOORoo + QHRH + g22R22 + g33R33 + 944R44 = 814“ + 2014/2. (429)
Assim, os componentes nao nulos do tensor de Einstein sao

Goo = Gn = GQQ = G33 = —3€2A(AH + 214/2), (430&)
Gy = GA™. (4.30b)

Os componentes do tensor energia podem ser derivados a partir da definicao de
uma estrutura para a lagrangiana de matéria. A fim de determinar tais componentes,
vamos considerar uma lagrangiana composta por um campo escalar real, com dinamica
padrao, ou seja

L= S0ud" 606 — V(6), (4.31)

onde usamos o fato de que a derivada covariante que atua em um campo escalar é a propria
derivada usual, isto é, V,¢ = 0,¢. Além disso, a equacao de movimento relacionada a
esse modelo é

ov

L ab 4
\/maa(mg ) + 55 =0 (4.32)

Uma vez que, o fator de dobra depende apenas da dimensao extra, podemos estudar o caso
estatico e unidimensional no qual o campo tem a mesma dependéncia, ou seja, ¢ = ¢(y).
Nesse caso, a equacao de movimento simplifica e assume a forma

oV (9)
9¢

O tensor energia-momento correspondente a esta densidade de lagrangiana pode ser escrito
como

¢ +4A'¢ + = 0. (4.33)

Tab - aaqbabe - gabE- (434)
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cuja forma explicita é
1,
Too = T = —To = —1I33 = €2A(§¢ 2+ V), (4.35a)
1.
Ty = §¢ 2V (4.35b)

A partir dos resultados obtidos em (4.30a), (4.30b), (4.35a) e (4.35b) podemos determinar
o analogo das equacoes de Friedmann para branas, ou seja,

1 ! 1 I
3A" +647% = —§¢2 -V, (4.36a)
12

6A2 =
2

v, (4.36b)

que podem ser simplificadas como

" 2 12

3
oo 1o, 1
A?=-¢9%2-2V. 4.37h
5 3 ( )

(4.37a)

As duas equagoes acima sao consistentes com a equacao de movimento em (4.33). Essas
equagdes mostram que o campo escalar e a fungdo de dobra estao ligados. Além disso, a
densidade de energia da brana pode ser escrita como

34

5 dy(eMAl). (4.38)

ply) =

Portanto, a energia total é simplesmente dada por

E= /_ :o p(y) dy = —2 (WA (y))] o (4.39)

y=—00

Deste modo, caso o produto e?4 A’ seja uma funcdo impar, concluimos que a energia da,
brana ¢ nula.

Em geral, porque sao acopladas, de segunda ordem e altamente nao-lineares, en-
contrar soluc¢oes analiticas para equagoes de campo é uma tarefa dificil. Por esta razao,
um formalismo de primeira ordem torna-se ttil. Isso pode ser feito considerando que o
potencial tem a seguinte forma especial [22]:

1 1
V=-W?—-_-W2, 4.40
o3 (4.40)
onde % = Wy € o superpotencial com ¢ como fun¢ao auxiliar. Nesse caso, as equacoes
de Friedmann reduzem-se para
1
1
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4.2 Modelo de Brana com dois campos escalares

Na secao anterior, estudamos um modelo de brana de um campo. Agora vamos
apresentar um campo escalar adicional. Nesse caso, a agao sera

5= /d%dy\/m {—iR—i— L(b, 0ut; X, 0aX)| - (4.43)

A parte geométrica da teoria permanece igual a mostrada acima para um modelo de
campo escalar e o tensor de Einstein deve ser encontrado para a métrica presente em
(4.2). Conforme calculado anteriormente, os componentes do tensor de Einstein podem
ser vistos em (4.30). Para estudar as solugoes da equagao de Einstein devemos encontrar
o tensor da energia momentanea. Para isso, consideraremos a seguinte densidade de
lagrangiana:

1 1
£ = 5 agbaagb + §aaX8aX - V(¢7 X) (444)

As equagoes de Euler-Lagrange para as solugoes estaticas que dependem apenas da di-
mensao extra deste sistema sao tais que

oV (9, x)

¢ +4A ¢ + T(ﬁ =0, (4.45&)

Além disso, o tensor de energia-momento associado a este modelo pode ser escrito como
Tab = 8a¢ab¢ + aaxabx - gabﬁ- (446)

Para a lagrangiana apresentada em (4.31), sob a condigao ¢ = ¢(y), temos

Too = =Ty = —Toy = —Ts3 =e*! <;¢/2 + ;Xlz + V(o X)) ; (4.47a)
Ty = ;aﬁ'z + ;x'z = V(¢,x)- (4.47b)
As equagodes de Einstein entdo se tornam
A= —2(&2 +x7), (4.48a)
A7 = (674X — SV (0.X). (1.45b)

Encontramos um formalismo de primeira ordem para o modelo de dois campos seguindo
um procedimento semelhante ao modelo de campo tnico, ou seja, escrevemos o potencial
na formas:

Vg, x) = ; (W2 +wp) - ;WQ, (4.49)

onde W = W (¢, x) é uma fungao auxiliar. Nesse caso, (4.48) simplifica-se para

1
¢ =W, (4.50)
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V=5 (4.51)
, 1

Usando as equacoes acima, é possivel escrever a densidade de energia como uma derivada
total e (4.38) permanece valido.

4.3 Brana de Bloch

Como exemplo para um modelo de brana com dois campos, estudaremos um mo-
delo de acordo com a referéncia [12]. A fungao auxiliar W = W (¢, x) para este modelo
tem uma forma semelhante ao modelo BNRT estudado no Capitulo 2:

Wa(6,0) = 20— 26° — 200 (4.53)

cujos minimos estao localizados nos pontos (£1,0) e (0, £1/4/r), com r sendo um para-
metro positivo real. O potencial relativo a este modelo é

3
V(o0 =g [0 - P b ey - § (6= § -roc). as)

N | —

Além disso, as equagoes diferenciais de primeira ordem que devem ser obedecidas pelos
campos escalares saio

¢ =1—¢* — 1Y, (4.55a)

X = 2roy. (4.55b)
Observamos que essas equagoes sao as mesmas equacoes encontradas para o modelo BNRT
no espago plano. Aplicamos o método da oOrbita eliptica para obter

r 2
=1 4.56
X =L (4.56)

¢ +

No6s percebemos que as solugoes que conectam os minimos (41, 0) nas equagoes diferenciais
de dois campos sao satisfeitas pelas solugoes analiticas

or(y) = tanh(2ry), (4.57a)
Xr(y) = :I:\/; sech(2ry). (4.57b)

Usando essas solugoes, podemos encontrar a fungao warp como:
A(y) = 917~ [(1 = 3r) tanh?(2ry) — 2In cosh(2ry)] (4.58)

cujo grafico é plotado na Figura 4.1. Observamos que a espessura da brana aumenta
conforme o aumento de r, o que caracteriza a presenca de branas grossas, de acordo com
o comportamento das solugoes em (4.57).
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0.2
-20 10 0 0 .
|—— r=0.05 —— =0.1 —— =03

Figura 4.1: Graficos das solugbes do fator de dobra exp[2A(y)] para os valores r =
0.005,0.1 e 0.3.

4.4 Estabilidade da Brana

Para estudar a estabilidade do setor de gravitacao, consideramos as flutuagoes da
métrica e dos escalares. A métrica perturbada é escrita como

ds* = W (n,, 4 eh,,)dz"dx” — dy?, (4.59)

onde huu refere-se ao graviton com calibre axial hsy = 0, além disso, tomaremos ¢ —
¢+ e€pex — x+ex. Estamos usando h,, = hw,(x Y), 6 = o(x,y), e X = X(x,y) para
representar as respectivas perturbagoes; onde x é o quadri-vetor posicao com componentes
(20, 2, 22, 23).

Consideramos a variacdo da agao em relagao aos campos escalares até a segunda ordem
em € para obter as equagoes para as flutuagoes escalares da seguinte forma [22]:

Tensor métrico:

2A(1 + Ehoo) 0 0 0 0

0 —€2A(1 + Ghu) 0 0 0

Gab = 0 0 —62A(1 + €h22) 0 0

0 0 0 —e?(1+€hzz) 0

0 0 0 0 -1

Métrica inversa:

672‘4(1 + Ehoo) 0 0 0 0
0 —67214(1 + Ehll) 0 0 0
g* = 0 0 —e 241 + €hyy) 0 0
0 0 0 _2A(1 + €h33) 0
0 0 0 0 -1
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cujo determinante é dado por

lg| = |det gap| = € (1 + €hoo) + (1 + €har) + (1 4 €haz) + (1 + €has),
g] = &34 [1 + €(hoo + h11 + hoo + h33)],

1
lg| = 64A<1 + enm,h“”) 2.
Vemos ainda, que a equagao de movimento para ¢ ¢é tal que
aa¢aa¢ - V(¢7 X) = Oa

onde

0,000 = —=0, (\/|9]97°0a) ¢ = 90, ) (¢ + €),
e (ol o = (Vloo.)

0,60 = j@@ (Vigl 90) (6 + 9

9

Desta forma, ficamos com

1 ( o4 ~ 1

\/ N + €h Val,)e(b:
gl S AA(1 + ey, hiv) 2
6_2A

(1t enhi )t
nagauhaﬁn“”e&,é +(1+ enaghaﬁ)%n“”eauayﬂ.

Ou e (1 + enaph®®) 2" €0, 6] =

L
2 (1 + enoshe?)z

Consequentemente

1 7 ~ ~
N < lgle™ n + Ehuva”) €p = e 20" 0,0,¢ = ee”*'0g,

1
0y [ (1 + en ™)

VIl

etA(1+ enm,hﬂ”)%

NI

(=1)u] (¢ + €6) =

Oy — (1+ enuh™) 29, ] (¢ + €d).

—1
e*A(1 + eny h#v)

O [ (1t enu )2 (=04) (0 + ) =

N

9]

1 enwh/’“’qb/
2T e
(1+ enwh“”)%e‘m(gzﬁ/ + egf;’)]

+ (1 + e h™)74A' (¢ + €¢)) +
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" ﬁm (Vigl 01) (6 + e0).

(4.60a)
(4.60b)

(4.60¢)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)



Aih,gh(\/f]’gwq%)(¢)+_€¢) Afiﬁiﬁ;gjég,(l_%enuyhuV)

\/m 2 (1 + eny, hmv)

—4A (¢ +ed) — (¢ +ed). (4.68)
Expandindo a equacao anterior em uma série de poténcias, obtemos
1 / / ! ! ~! " ~1
~ Senwh ™G +AA(O +ed) + ¢ +ed (4.69)
Deste modo, a parte cinética da equacao de movimento de (4.61) pode ser escrita como
~ 1 I I ! ! ~! 11 ~n
0,00 = ee 20 — ienw,h e +4A (¢ +€d)+ ¢ +ed . (4.70)

Agora, vamos expandir o potencial V' em torno de ® =0, o que nos leva a

ov - oV
V(g x) = V(g x )+7§e¢+ X, (4.71)

consequentemente

v _ v ~02V(¢,x) _0?V (9, x)

d¢p? Ox0¢
e de (4.61) encontramos
~ / ’ ro 1~ " ~1 ~ 2
ce M 0¢p — %nwjh e —4A ¢ —4eAp — ¢ —edp + — o + gba Va(f; X)

9¢
_PV(dx) _
—i—exW = 0. (4.73)

Portanto, determinamos que a equacao de flutuagao para o campo escalar ¢ é

Vo x >+<582 (9, x )):0, (4.74)

ot 1 !/ / el ~n ~
(700 — Lnuhe —a4d 3+ 3

0¢? Ox0¢
ou ainda,
~ o~ ~1 ~82V((b X) GQV(Qb X) 1 ’ ’
—2A|:| —4A _ ’ v ! = — W 4.
Da mesma forma, a equacao de movimento para y é dada por:
dax0*x — V(9. x) =0. (4.76)

Mas

&zXaGX = ﬁaa (\/mgabaCJ X = \/L?‘aa (\/mgabaa) (X + 65()7 (477)

1 5
Dux0'x = ——0, (\/@ g“”ab) (x +ex) +

9]

o (Vlgl 9" (x+ 1), (479)

EH
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Agora temos

1 1
L (w/ 2Anw+ehway) ex =

9] e*A(1+ enuuh“”)%

672A

On [e (1+ €nash®®) ‘“’e&,f(} B (1 4 enpuhrv)s
0%

e
2(1+ Enaﬁhaﬁ)%
Consequentemente

1

ﬁﬁ(mw

2A77W + ehu,,&,) ex = ee’“n‘“’@u&,i = ee” 0y,

1 1
7(94 € M,,hlw 2(—1 84 €X) =
Jm{ A1+ enuwh™)2 (=1)0] (x + €X)

1
e*A(1 + eny h#v)

(9y[ —(1+ enyyh“”)%e‘m@y] (x + €X).

N

-1
etA(1+ enw,hl“’)%

7(94 € lWh % —84 €X) =
wm[ A1+ enuh™)2 (=04))(x + €X)

1 € Vh,lu, ' 1 ’ ~,
[f Ty ,X -+ (1+ enu,,h“”)éélA’e“(X +ex') +
2 (14 enuh'm)z

(14 enuh*)z2e* (' + 6)2/)].

1 N 1 en ,,h"“’x’
9 44 _ - St X g B
\/m 4(\/@ g b) (X + EX) 2 (1 + 677;Wh‘uy) ( + ET/M )

_4A/<X/+ 6)2/) . (X// +€>~(”>7

Nas0uh o 0, X + (1 + enagh™®) %n“”eaﬁyﬂ :

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

Expandindo novamente em série de potencias, vemos que a equagao (4.83) pode ser escrita,

como 1
~ §emwh"“’x' +4A (¢ + X))+ X +ex,

e, finalmente, a parte cinética da equacao de movimento de (4.76) é tal que

1 !/ 1 ! 1 !/ 1" ~//
Dux0*x = ee 0% — —enu B "™ X +4A (X +eX) + X +exX .

2
Agora, realizando a expansao do potencial V' em torno de y = 0, ficamos com
oV ov
Vg, x) =V, x) + 9 € + o X

Desta maneira

ov. oV q;02V(¢,x) _9?V (9, x)

9~ 06 262 X ovoe
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e de (4.76) podemos escrever

_ - € Ty ! ro ; 7 o 8V ~82V(¢, X)
ce QADX_inHVh“X —4AX —4€AX — X — €)X ‘f‘a—i-exaixz
~82v<¢7 X)
—== =0. 4.88
05 6 (4.88)
Portanto
A~ € Ty ! ’ ot N ~82V(¢,X) ~02V(¢, X)
O — —nuh ™y —4A'Y — =0, (4
+e(e7'0x 5 "X X=X X5 05 5 )=0, (48
€ a equagéo para a ﬂutuagéo escalar em X se torna
’t " 82V(¢ X) ~82V(¢ X) 1 ’ ’
—2A ~ ~ ~ ~ ) ) v
Oy —4A Yy — = —n.h"x. 4.90
e "0Ox X=X +X—53 +¢ 900 5t X (4.90)

onde [J = 9,,0".
Além disso, podemos variar a agdo em relagdo a métrica até a segunda ordem em € para
obter

1 1 / 1
— Dy + ¢ (285 124 ay) B = 51 0Dy = Ol — Dyl

1 /
+§77’“’62AA 0y (M hy,). (4.91)

Para simplificar a equagao acima, consideramos [38]:
B, de trago nulo (n,, " = 0), (hj, = 0) e transverso J,h*” = 0 nas flutuagdes da métrica.

Através da redefinicio R, — h,, = P,,h, onde
1
Py = Q(W“,\Wyp + TupTun) — gﬂuyw)\p, (4.92)
para
0.0,
Ty = Ny — MT’ (4.93)
ficamos com a equacao de evolucao da perturbacao da métrica, dada por
- 24 1o 19 \7% L 5 7 7 7
—§Dh#,, +e §8y +2A°0y | hy — 577 (040, hxp — 0,0\hp, — 0,0\h )
1 ; 4 2OV(d,x) | _OV(d,x)
—l—gnweMA’c?y(nA”hAp) + ge“nw (qb 90 + X Dy =0. (4.94)
Esta tultima pode ser simplificada, tendo como versao compacta a relagao
h!, +4A'R,, = e *40hy,. (4.95)

Agora alteramos a variavel y — z com dz = e~ 4Wdy, de modo que a métrica é, portanto,
plana:

ds? = AW [(nw, + €hy,)drtdz” — dZ?). (4.96)
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Assim, a equacao (4.95) agora assume a forma
(=02 — 3A,0. + 0)h,, = 0. (4.97)

Redefinindo BW como
}_7/#1/ — eilc.:z:ef%A(z)}[‘uy7 (498)

podemos escrever uma equacao tipo Schrodinger, que governa a estabilidade do sistema,
cuja forma é

(02 + U(2)|Hyy = K*H,y. (4.99)
onde
9 o 3

Observamos que a estabilidade do potencial depende apenas da funcao de warp. Esta
equacao de estabilidade pode ser fatorizada a partir do operador:

d 3
S=2_24,. 4.101
dz 2 ( )
Tal operador nos permite reescrever (4.97) segundo
d 3 d 3
YSH, = (— + sA)(—— 4+ S A) =K H,. 4.102
S*SHu = (5 + 34— o+ SA) = R, (4.102)

Essa factorizacao mostra que o autovalor da equacao de estabilidade nao é negativo.
Portanto, esse procedimento pode ser usado para avaliar se uma brana modelada pelo
campo escalar é estavel ou ndo. Este modelo engendra simetria Z, e, portanto, d& origem
a uma estrutura discretamente simétrica.

De volta a (4.93), redefinimos a fungio h,,, como h,, = e 24W¢,, (y)e™*, e obtemos
a seguinte expressao

A&,
dy?

= 2(A" + 247)¢,, + KW, =0, (4.103)

que, no caso do modo zero (k? = () implica em

d N d ,
(cTy +24") (d—y —24')&,, = 0. (4.104)

portanto, podemos ver que a solucao de modo zero, além de ser o fator de normalizacao,
é precisamente o fator de warp, cuja forma explicita é

g0 = Noe* W), (4.105)

com Ny como a constante de normalizacao.
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Capitulo 5

Método de extensao para trés
campos escalares em Mundos-Brana

O principal objetivo deste capitulo é o uso analitico do método de extensao para
explorar um modelo composto por trés campos escalares reais em cenarios de mundos-
brana. A ideia é organizada da seguinte forma: a Secao 5.1 explora as generalidades sobre
o método de deformacao e a abordagem BPS para modelos de trés campos escalares;
A Secao 5.2 é usada para discutir o Procedimento de Deformacao para Trés Campos
Escalares e a Se¢ao 5.3 é usada para investigar o Método de Extensao para Trés Campos
Escalares e sua aplicagao aos mundos-brana.

5.1 Generalidades

Do capitulo quatro, podemos aplicar a mesma ideia para estudar algumas ge-
neralidades associadas a trés campos escalares acoplados a gravidade no espago-espago
distorcido em (4,1) dimensdes com o espago-tempo com uma coordenada extra y.

A agao de Einstein-Hilbert (em espago-tempo curvo) para o modelo acima é escrita

S = /d‘*xdym [—iRJrc], (5.1)

onde a densidade de lagrangiana para os trés campos escalares ¢ dada por

CcOo1mo

3
E = Zl ;aﬂqﬁla#(ﬁl - v(¢2)7 1= ]-7 27 37 € ¢1 - ¢7 ¢2 =X, ¢3 = p. (52)

Neste estudo, trabalhamos com unidades naturais por simplicidade, de modo que 47G = 1
e g ¢ o determinante do tensor métrico g, e o quadrado do elemento de linha é dado por

ds? = gupdr®dz® = AWy, do'de” — dy?, (5.3)

onde os indices: a,b6=0,1,2,...,4 puv =0,1,...,3, n, = (1,—1,—1,—1), é a assinatura
do tensor métrico quadri-dimensional e €24®) é o fator warp.
Como vimos no capitulo anterior, a equacao de Einstein para um cenario de mundo-brana
é dada por

Gap = 2T, (5.4)

onde Ty, é o tensor do momento de energia em (4 + 1) dimensoes .
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A equacao de movimento para este modelo pode ser escrita como
¢ +4A =V, X H4A =V, p +4A =V, (5.5)

Neste estudo, lidamos com branas planas, portanto, o parametro A deve satisfazer as
equacoes

"

2 !/ / /
A= 207X ), (56)

! 1 ! ! ! 1
A2=6(¢2+x2+p2)—§v(¢,x70)7 (5.7)

onde as linhas significam derivativas em relacao a y. Agora, para poder implementar um
formalismo de primeira ordem, hé a necessidade de estabelecer um vinculo entre A’ e o
superpotencial dado por

/ W / W2 ’ W2 ’ W2
3 9= X =5 P = (5.8)
onde W = W(¢, x, p). Assim, o potencial V(¢;) precisa obedecer a restri¢ao,
1 w2
A densidade de energia do sistema pode ser escrita como
2 2 2
2 2 2
De (5.8), observamos que
A W " 1 ! ! /
Mas de (5.6), A = —%(qﬁl2 +x2+0?),
consequentemente, por comparacao temos
W
Wy =2¢, ¢ = 7¢>; (5.12a)
W.
Wy=2x, X'=3% (5.12b)
w
W,=2p, p = 7'0. (5.12¢)
Portanto, o formalismo de primeira ordem para os trés campos escalares produz
W,
¢ = 7¢(¢7 X p)> (5133)
W,
W
p=250:x0). (5.13¢c)
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5.2 Procedimento de deformacao para trés campos
escalares

Para construir a versao do método de extensao para modelos de trés campos,
ampliaremos o trabalho proposto por F. A. Brito et al em “O método de extensdo para
branas de Bloch” [52]. Deste modo, consideramos trés lagrangianas de um campo, dadas
por

1 1 _
L= 30,600 V(o) La= L0 x— T (), (514)
1 ~
Laz = 50.p0"p = Ulp)- (5.15)

onde V, U e U sdo seus respectivos potenciais, e (= 0,1) se estamos trabalhamos em
um espago tempo (1+1) .
As equagdes de movimento para as teorias acima podem ser escritas como

— Vig; Y = Uy; p = (~]p; (5.16)
v - dU - dU
-, X = 77 Up = —.
do dx dp
Nestas discussoes, vamos trabalhar com campos estaticos, ou seja, com ¢ = ¢(x), x = x(x)

e p = p(z), além disso, o primo denota derivada em relagao a coordenada .
Integrando uma vez (5.16) encontramos as equagoes diferenciais de primeira ordem,

V, = (5.17)

6 = VIV = £W,(0); ¥ = 220 = £W, (1), (5.18)
p =+\V2U = +W,(p). (5.19)
onde definimos seus respectivos potenciais como segue,
w2 _ W2 - W2
27 27 27 ( )
e _ .
dw . dw ~ dW
¢ d¢ ? X dX ’ P dp Y ( )

nas quais W (o), W(x) e W(p) sio chamados superpotenciais.

O procedimento de deformacao requer que os trés campos estejam relacionados entre si
através das fungoes de deformagao (f1, fo e f3), isto é, supomos que existem fungoes
invertidas f(x) e f(p) tal que

o= filx), x=[1"8); ¢=flp), p=fs"(0);
p=fs(x), x=/13"p), (5.22)

onde f3 = fy (¢ = f1).

Portanto, obtemos

(5.23)
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e para os potenciais U(x) e U(p) usamos

W s W o W,
W, =—: W,= W, = —=.
X flx P f2p X f3x
onde if if if
_ Wi, Y2, W3
flx_ an f2p dp’ fo dX
para reescrever
- Vie—x) - V(g —p) -
000 = 02 g = T2 o
1x 2p

De (5.18), (5.19) e (5.22), derivamos

Wy(od = x)
Wy(op — p) =
W,(p— x) =

= Ws(9) = fu Wi (X),
=Ws(9) = F2oW,(p),

Wo(p) = fa Wy (x).

(5.27a)
(5.27b)
(5.27¢)

Por isso, para um potencial conhecido com sua solu¢ao para o modelo descrito pela den-
sidade de lagrangiana £, podemos usar esses resultados juntamente com a funcao de
deformagao para construir os modelos de densidade Lagrangiana deformados Lg1, € Lgs.
Substituindo a funcdo de deformacao na equagao diferencial de primeira ordem para os
campos ¢, Y e p e procedemos para encontrar suas restrigdes usando (5.27). Tal abordagem

resulta em
dfi o'
dx X' (x)
dfs _ ¢'(p)
dp — p'(p)
dfs _ P (x)
dx X' (x)

_do W¢(¢)
dx  Wy(x)’
_do _ Wy(9)
dp — W,(p)’

_dp _ W,(p)

Cdx W)

)

(5.28a)
(5.28b)

(5.28c¢)

Aplicamos o método de extensao, para reescrever (5.28) em formas diferentes mas equi-

valentes, culminando em

@ = ¢, = ﬂ/ W¢(¢ X; )
dx 7 X Wil x.p)
dp _ ﬂl Wp(¢aX p)
TN T W)
o _y 9 _Weldxp)
dp " g Wldxp)
com suas solugoes de érbita analitica, respectivamente, fornecidas por
p=0(x), x=x(p), ¢=20(p).
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5.3 Método de extensao para trés campos escalares

De (5.29) e com a ajuda das fungoes de deformacao em (5.22), podemos reescrever ¢', x’
e p' em sete formas diferentes, mas equivalentes, como

¢ =Wy(8), ¢ =Ws(x), ¢ = Wy(o,x), ¢ =Wy(p),
¢ =Wylg,p), & =Welx,p), & =Wy(dx.p), (5.30)

!

X =Wx), X =Wi8), X =Wdsx)., x =W,

X =Wilx.p). X =Wyo,p), X =Wyoxp) (5.31)
e

p=Wye), p=W,(x), p=Wydx), p=Wsp),

p=Wyd,p), p=Wx.p), p =Wye.x,p) (5.32)

Assim, definimos os seguintes pardmetros:
a;j, bj, cij,onde 1 =1,2,3ej=1,2,3,4,5,6,7
sao constantes que obedecem as restrigoes
a1 + @12 + @13 + a4 + a5 + a1 + a7 = 1, b1+b2+b3+b4+b5+b6+b7: 1,
C11 +Ci2 +Ci13 +Ciq4 +C15 + C1g + C17 = 0, Co1 + Coo + Co3 + Cogq + Co5 + Cog + Co7 = Oe
C31 + C32 + C33 + C34 + C35 + C36 + C37 = 0.
Essas constantes podem ser relacionadas a (5.30), (5.31) e (5.32) trocando
Wo = auWs(x) + a12Ws (9, x) + a13We () + araWs(p) + arsWy(9, p) + a16Ws(x, p) +
(117W¢(¢, X p)
WX — bIWX(X>+bQWX(¢J X)+b3WX(¢)+b4WX(p)+b5WX(¢7 p)+b6WX(X7 p)+b7wx(¢7 X5 p)a
W, = anWi(x) + a22Wy (¢, X) + a2sWi(0) + a2aWy(p) + aos Wi (9, p) + azsWy(x; p) +

a27Wx(¢7 X5 p)

Portanto, podemos reescrever % usando (5.29a) como

Zi = [CLHWMX) + a12Wy (¢, x) + asWy () + a1aW(p) + ars W (o, p) + a16Wo (X, p)
+a17We (0, X p) + en1g(X) + c129(d, X) + c139(9) + c1ag(p) + c159(8, p) + c169(x; p)
e, [0+ BITL(6 ) + BV )+ 03 (9) + W 6,) +
bWy (X, p) + bW (6, X, p) + a1 f(X) + can f (0, X) + casf(9) + caa f(p) + a5 [ (6, p)

-1
+%ﬂ%@+@ﬁ@wmﬂ- (5.3

Aqui, g e f sdo funcoes de conexdo

De (5.31) podemos reescrever 2 usando (5.29b) como
X
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Z)/Z = [azlwp(x) + anW,(p, x) + azsW,(p) + azaW, (@) + azs W (e, p) + azsW, (e, X)
+axrWy(d, X, p) + 519(X) + ¢329(0, X) + 339(9) + ¢319(p) + ¢359(, p) + C369(X; )
e, )| [P0+ BITL(6 ) + BT () + 0 (9) + W, 6,) +

b6 W (X, p) + b1 Wi (@, X, p) + car f(X) + conf (6, %) + 23 f(0) + caaf(p) + a5 f (0, p) +

%ﬂmm+@Jmeﬂ. (5.34)

com g e f como funcgoes de conexao
Além disso, (5.34) obedece o vinculo ag; + agg + Go3 + G4 + a5 + a9 + asr = 1 e c31 +

C32 + C33 + C34 + €35 + €36 + 37 = 0.

e, também podemos reescrever % usando (5.29¢) como

Zf = [a11W¢(X) + a1aWy(9, x) + a13We(0) + a1aWe(p) + a1sWe(o, p) + a16We (X, p)
+a17We (0, X, p) + c1g(x) + c129(9, x) + c139(¢) + c1a9(p) + c159(d, p) + c169(x; p)
+c179(9, X P)] X [ame(X) + anW,(p, x) + asW,(p) + a2aW,(6) + azs W, (6, p)

FawWp(d, X) + axgW, (8, X, p) + c31G(X) + c32G(¢, X) + €339(0) + c349(p) + c355(9, p)

1
+c369 (X p) + c379(0, X, P)} . (5.35)

Para descobrirmos as formas funcionais de g ou f, podemos usar a propriedade
Wiy = Wi, (5.36)
Substituindo Wy e W, em (5.33) e tomando as respectivas derivadas, ficamos com

a1t We (X) + a1aWe (@, x) + a16Woy (X, p) + a17Wor (0, X, p) + c119¢(X)

+e129x (0, X) + 169y (X, p) + c179x (0. X p) = b2Wos (8, X) + bs Wy (9)

+bs Wy (6, p) + b1 W6, X, p) + 22fs (0, X) + 23fo(0) + casfo(d.p)  (5.37)
+Cz7f¢<¢a X P)-

Da mesma forma, para a fungao g ou f em (5.34), recorremos ao uso da restri¢ao,
pr = pr; (5.38)

o que nos leva a,

a1 Wi (X) + azaWi (05 X) + @26 Wy (9, X) + a2z Wi (0, X, p) + 3195 (X)
+¢3295 (0, X) + c369x (X, £) + 3795 (@5 X, p) = baWyo(p) + bs Wy, (0, p)

+06 Wy (X, 0) + b2 Wi (0, X, ) + Casfp(p) + cos o6, p) + casfo(X, p)  (5.39)
+C27f~p<§b7 X5 /0)-
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Finalmente, para encontrar a fungao g ou g em (5.35), aplicamos restrigdes semelhantes,
Wep = W, (5.40)

resultando em

a1aWep(p) + a1sWep(, p) + a16Wep (X, p) + a1eWeu (0, X, p) + c149,(p)
+e1595(0, p) + 169p(X; p) + €179,5(9, X p) = @2aWpp () + a2sWp(0, p)
FaosWpe (9, X) + a2rWog (@, X, p) + c3296(d, X) + €3376(¢) + €354 (0, p)
+¢3796(9, X, p)- (5.41)

De (5.37), (5.38) e (5.41) podemos ter duas possibilidades na determinacdo das fungoes
extras g, f e g.

Primeira Abordagem

Para encontrar a fungdo ¢ in (5.37), nds tomamos cos = Ca3 = o5 = co7 = 0,
resultando em

a11 Wy (X) + a12Wor (0, X) + a16Wey (X, p) + a17Wey (0, X, p) + 1195 (X)
+c129x (0, X) + c169x (X, ) + 179, (0, X5 p) = bW (@, X) + b3sWys(9)
+b5Wis (@, p) + 01 Wy (0, X, ). (5.42)

Entao (5.39) nos da,

a1 Wy (X) + a2Woy (0, X) + a2 Wy (@, x) + a27pr(¢ X, P) + 319, (X)

+320x (0, X) + 3695 (X p) + 3795 (D, X p) = bWy (p) 4 bs Wy (9, p)
+b6WXp(Xa p) + b7WXp<¢7 X p) + c?4fp( ) + C26fp(X7 p) (543)
Para encontrar f a partir da conexao acima, tomamos c3; = ¢33 = ¢33 = c37r = 0,

resultando em

an Wy (X) + a22aWoy (p, X) + a2sWpy (@, x) + a27WpXE¢a Xop) = 594pr(0)
+05s Wy (0, p) + b6 Wo (X, p) + b1 Wio(b, X, p)) + caafp(p) + cas fo(X; ), (5.44)

Assim (5.41) torna-se
a1aWep(p) + a1sWep(9, p) + arsWep (X, p) + a17We, (9, X, p) + c149,(p)

+Cl5gp(¢a P) + ClGQ,D(X? p) + Cl7gp(¢a X p) = a24Wp¢(¢) + a25Wp¢(¢a p)
a6 W (0, X) + a2z W (0, X, p) + €33G0(9) + c3596(0, ). (5.45)

Para encontrar ¢ nesta conexao, estabelecemos c14 = ¢15 = ¢16 = ¢17 = 0, impli-
cando em

a1aWoo(p) 4 arsWeo (@, p) + a16Wo, (X, p) + a17We,(d, X, p) = a2sWp(9)
Fags W (0, p) + a26Wpe (0, X) + a2r W (@, X, p) + €3396(0) + c3594(0, p), (5.46)

Assim (5.42) se torna

a1 We (X) + a12Wey (@, X) + a16Woy (X, p) + a1:Wer (9, X, p) + 119y (X)
1295 (0, X) = D2Wig (@, X) 4 bsWis(0) + s Wi (@, p) 4+ br Wi (9, x, p) (5.47)
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Deste modo, observamos que (5.44), (5.46) e (5.47) nos permitem encontrar as fungoes
extras f, g e g, respectivamente.

Segunda Abordagem

Esta abordagem é baseada em encontrar a fungao f in (5.37), em vez de g, ou seja, nds
tomamos ci1 + ¢12 + c16 + ¢17 = 0 resultando em

a11W¢X(X) + a12W¢X<¢7 X) + a16W¢x(X7 p) + a17m~/¢x(¢’ X5 :0) :~b2WX¢(¢7 X)
+03Wyp(9) + bW (0, p) + b1 Wi (0. X p) + 22 fo (0. x) + caa fo(9)
+c25. o (D, p) + o7 fo(D, X, P). (5.48)

Portanto (5.41) culmina em

a1aWoo(p) + arsWoo(@, p) + a16We, (X p) + a17We,(b, X, p) + c149,(p)
+C159p(¢7 ,0) = CL24Wp¢(¢) + CL25Wp¢>(¢, P) + a26Wp¢(¢, X) + a27Wp¢(¢7 X P)
+¢3206 (0, X) + 33G6(®) + C35G4(D, p) + C37G6(D, X, p)- (5.49)

Para encontrar a funcao g, tomamos c3s = ¢33 = ¢35 = c37 = 0, 0 que implica

a1aWoo(p) 4 arsWo (@, p) + a16Wo, (X, p) + a17We, (b, X, p) + c149,(p)
+C159p(¢a P) = 024Wp¢(¢) + CL25Wp¢(¢7 P) + a26Wp¢(¢7 X) + a27Wp¢(¢a X P)(5-50)

Portanto, (5.39) se torna

a1 Wy (X) + a2aWoy (p, X) 4 a26 Wy (0, X) + a2r Wy (0, X, p) + €310y (X)
+C36§NX<X7 p) = b~4pr(P) + b5~VVXP(¢7 P) + b~6WXP<X7 P) + b7pr<¢a X P)
+eoufo(p) + casfo(d, p) + casfo(X, p) + cor folD, X, P), (5.51)

Neste caso, para encontrar a funcao § devemos tomar coy = o5 = Cog = co7 = 0,
portanto

an W (X) + a22Woy (p, X) + a2 Wi (@, X) + azrWpr (@, X, p) + c319(X)
3695 (X, P) = 0aWoo(p) + bsWy (0, p) + bs Wi (X, p) + brWoo(d, X, p). (5.52)

Logo, (5.48) se torna

a1 W (X) + @12Wo (9, X) + a16Worn (X, p) + artWor (¢, X, p) = b2Wie (6, X)
+b3WX¢(¢) + b5Wx¢>(¢v P) + b7Wx¢(¢a X p) + C22fd>(¢a X) + 023f¢(¢)~ (5-53)

De (5.50), (5.52) e (5.53) observamos as possibilidades de determinar as fungoes
extras f, geg.
Apés calcularmos g, f e §, podemos substituir todos os ingredientes em (5.33), (5.34) e
(5.35), respectivamente, para derivar W, W, e W, adequadamente.
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5.4 Aplicacao em cenarios de mundo-brana

Exemplo: ¢* versus y* versus p*.

Como exemplo, aplicamos o método de extensdo ao acoplamento entre ¢*, y* e p*.
. . W, W, W, o
Aqui redefinimos <> — Wy; = — W,; =2 — W,, apenas por simplicidade e recupe-
raremos este fator 1/2 ao final dos nossos calculos.
As equagoes diferenciais de primeira ordem para cada um dos modelos sdo escritas como

¢ = Wy(p) =1—¢°, (5.54a)
X =W (x) =1-x% (5.54b)
pr=Wyp) =17 (5.54c)

com suas solugoes analiticas dadas por
¢ = tanh(z); X = tanh(x); p = tanh(x). (5.55)
As fungoes de deformacao que conectam os trés modelos sao simplesmente
p=x; XxX=p  O=p (5.56)

p
Agora, vamos aplicar o método reescrevendo Wy (¢), W, (x) e W,(p) respectivamente, em
sete formas diferentes, mas equivalentes, usando (5.33), (5.34) e (5.35), o que implica em

Wolx) =1—x% Wy(9) =1— ¢,

Wy(p) =1—p°, We(g,p) = (1—¢)(1+p),

Ws(x,p) = (1= x)(L+p), Wy, x,p) =0,

Ws(o,x) = (1 — o) (1 + ). (5.57)
We(x) =1—x% Wy(¢) =1-¢7

Wylp) =1—=p* Wylg,p) = (1 —¢)(1+p)

Wil p) =0 =x) A +p), Wi x,p) =0,

Wi(o,x) = (1 — o)1+ x). (5.58)
Wox) =1-x% W,(¢)=1-¢7

Wo(p) =1—=p* Wy(g,p) = (1—¢)(1+p)

Wo(x:p) = (1 =x)(1+p), W,(,x,p)=0.

Wy(d,x) = (1 = ¢)(1+ x). (5.59)

onde os termos Wy (o, x, p) = Wy (0, x,p) = W,(é, x, p) = 0 para evitar poténcias racio-
nais em nosso potencial polinomial.

o8



Substituindo os ingredientes de (5.57) e (5.58) em (5.42) ficamos com

—a11(2x) + a12(1 — @) — ar6(1 + x) + c129: (0, X) + 1195 ()
= ~by(1+ x) — b3(20) — bs(1 + ¢). (5.60)

A fim de obter uma forma univoca para ¢, tomamos c;3 = 0, deste modo, apéds
integramos a equacao anterior em relagao ao campo Yy encontramos

2 2

c129(9, X) = apx® — ar2(1 — @)x + ars(x + X*) —bo(x + X*)
2 2

—2bspx — bs(1 + ¢)x. (5.61)

e através da funcao de deformagdo y = ¢ e da equagdo acima também obtemos

2 2
is9(6) = and” — a1 = 90 + anafo + ©) = b6+ T) — bad? — B5(1+ 6)o (562)

Dando continuidade ao método, vamos substituir nossos ingredientes contidos em (5.58)
e (5.59) na equagao (5.44), o que implica em

—a91(2x) + a2 (1l — @) — ax(1 + p) i )
= —04(2p) + b5(1 = @) + bs(1 — x) + casf,(p) + 26/, (X;, p)- (5.63)

Agora escolhemos co = 0, e integramos com relagao a p, ficando com

R 2 2 P2 P2
coaf(p) = —anp® + asn(p — o) —axnlpt o)+ bap® — bs(p — o) —belp = %) (5.64)

assim, via funcao deformacgao xy = p a equagdo anterior é reescrita na forma

2 2

; X X X
o f(x) = —anx* + an(x — ?) — ags(X + ?) + bax® = bs(x — ?) -
22
bl - 2. (5.65)
E, finalmente, substituindo (5.57) e (5.59) em (5.46) somos levados a
—a14(2p) + a15(1 — @) + ai6(1 — p)
= —agn(l +x) — a23(2¢) — azs(1 + p) + ¢339, (X) + 3595 (9, p)- (5.66)

onde trabalhamos com c35 = 0 a fim de obtermos uma forma univoca para g. Logo, ao
integramos a equacao anterior com respeito a ¢ determinamos

2 2 2

cs39(0) = —a14¢” + ars(¢ — (Z) + ai6(¢ — ¢2) + ax (¢ + Q;) + ag¢”
2

e via a fungao deformacdo ¢ = p também podemos escrever (5.66) como
Pz Pz 0
ca3G(p) = —awap® + ars(p — 5) + ais(p — 5) + an(p + 5) + ag3p”
2

Fags(p + %). (5.68)
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Agora substituimos os resultados obtidos pelas funces de conexdo g, f, § em (5.57),
(5.58) e (5.59) podemos escrever Wy, W, e W, presentes em (5.33), (5.34) e (5.35), como

Wy = aia(1 = ¢)(1 + x) + a13(1 — ¢°) + aws(1 — p*) + ar5(1 — ¢)(1 + p)
2
ta1s(1 = )1+ p) + an(1 = x2) + an® — asa(1 = )X + ars(x + )

2
2 2
—ba(x + X?) — 2b3px — bs(1 4+ @)x — an¢® + aia(1 — @)+ ar(p + q;)
2
Fha(o+ 2) + g+ (14 9)o (5.69)
Wy =ba(1 = ¢)(1 + x) + bs(1 — ¢°) + bs(1 = p*) + b5(1 — @) (1 + p)
2 2
(L= X)(1+p) + bi(L = X*) = anp® + amlp = 5) — ax(p+ 5)
5 P’ P’ 2 X X2
+bap” — bs(p — 5) —be(p — 5) + anx” — axn(x — 7) + az(X + 7) (5.70)
X X
—bax? + bs(x — 3) + bs(x — ?) ;

W, = ag(1 — ¢)(1+ X) + ass(1 — ¢%) + aza(1 — p*) + a5 (1 — ¢)(1 + p)

2 2
Fazs(1 — x)(1+ p) + @z (1 — x*) + awap® — ass(p — %) — a16(p — %)
,02 Pz 2 2 ¢* ¢?
—ax(p+ 5) —ags(p+ E) — Qg3p” — a149° + ar5(¢ — ?) + a16(p — ?)
2 2
+age (¢ + ¢2) + a3’ + ass(¢ + gZ;) (5.71)

Desta maneira, o superpotencial efetivo W (¢, x, p) para os trés campos escalares acoplados
é tal que

3 2 2 3
W(¢7X7 P) =0 — (all + a2 + CL13)gzi + a150p — a15¢— + bs <¢ + ¢>

3 2 2 6
—1—25323 +bsx — ais (p; - P63> — by (X + X;) ¢ — 253%2)( - a15q;2P
+b1 <X—>§> + be (X*l-)g) — a2 <>§—>§ — Qg6 <,0+p22)X
+aoy <p — p33> + asg (p + pj) + asgg <X22 + %3) ) (5.72)

, X, p) juntamente com as solu-
) para determinar a fungdao de

=

Agora, substituimos o superpotencial efetivo W (¢
¢oes analiticas apresentadas em (5.55) e (5.56), em (5.8
warp A(y). Tal funcdo fica com a forma

Aly) = :1)) (—20y + sech?(y) — 4log(cosh(y))) : (5.73)
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com potencial de estabilidade do graviton dado por
U = ei(sech®()—2e) l5c2 + 10ctanh(y)(sech?(y) + 2)
—5sech®(y) — 24sech® (y) + 20] X [3 cosh%(y)} - (5.74)
Além disso, podemos escrever a densidade de energia €(y) como:
€(y) = g5 (soch® () —2ey) l — 8c* — 16¢tanh(y)(sech®(y) + 2)
+8sech®(y) 4 69sech?(y) — 32] X [24 cosh%(y)} - (5.75)

Tracamos graficos para o fator de warp, potencial de estabilidade do graviton e a
densidade de energia para o superpotencial efetivo obtido anteriormente.

Os graficos para o fator de warp, a densidade de energia e o potencial de estabi-
lidade do modelo de trés campos reais sao mostrados nas Figuras 5.1 e 5.2. O fator de
warp da Figura 5.1 foi gerado considerando ¢ = 1, resultando em uma brana assimétrica.
Caso o parametro c¢ seja nulo, temos uma brana simétrica. A Figura 5.2 descreve densi-
dades de energia para branas simétricas e assimétricas e um potencial tipo vulcao tipico
é observado no painel esquerdo desta Figura.

Podemos constatar que o parametro ¢ é responsavel por deformar as branas deste
modelo. Tal pardmetro pode criar uma brana completamente assimétrica, como vemos
no grafico do painel esquerdo da Figura 5.3. No painel direito, revelamos trés possiveis
configuragoes para as branas deste modelo, as quais denominamos de nao-critica, critica
e hiper-critica. O valor critico do parametro ¢ pode ser obtido analiticamente, através da
andlise da derivada do fator de warp nos extremos de integracao. Verificamos que neste
modelo especifico, a derivada de €24 serd nula em y = 400 se |¢| < 2.

O grafico do painel direito da Figura 5.3 revela que as branas sao bem comportadas
dentro da faixa desses valores criticos. Por exemplo, com valores de ¢ inferiores aos valores
criticos, as branas tornam-se estaveis e, portanto, sao integraveis. Para os valores de ¢
maiores do que o valor critico, o fator de dobra e?4 diverge e, portanto, torna-se instavel e
nao integravel, além disso para valores de c iguais aos valores criticos, as branas também
se tornam instaveis e, portanto, nao integraveis.
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Figura 5.1: A esquerda mostra o fator de dobra por ¢ = 1. No painel direito, vemos o fator de
dobra para ¢ = 1.5 (curva preta pontilhada), ¢ = 1.0 (curva vermelha pontilhada) and ¢ = 0

(curva azul sélida).

(b) Densidade de energia do sistema

(a) Potencial de estabilidade do sistema
Figura 5.2: Na figura esquerda vemos a energia para ¢ = 1.5 (curva preta pontilhada), ¢ = 0
(curva azul s6lida) e ¢ = 1(curva vermelha tracejada). Na figura direita vemos a densidade de

energia para ¢ = 1.5 (curva preta pontilhada), ¢ = 0 (curva azul sélida) e ¢ = 1 (curva vermelha

tracejada).
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Figura 5.3: A esquerda, temos uma branca deformada com valor critico de ¢ = 2. A direita,
temos branas deformadas com valores criticos de ¢ = —2.1, ¢ = —2.0 e ¢ = —1.9 respectivamente.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, apresentamos uma revisao de tépicos na teoria classica de campo,
onde estudamos varios tipos de solugoes localizadas, como kinks e lumps. Os modelos que
consideramos admitem as solu¢oes BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield) [26], [27] tam-
bém conhecidas como estados BPS, que resolveram as equagoes diferenciais de primeira
ordem em vez das equagoes diferenciais de segunda ordem mais complicadas para um ou
mais campos escalares.

Revisamos o método de deformagao que nos permitiu aplicar o método de extensao
para determinar analiticamente novos modelos usando trés campos escalares, conforme
proposto por J. R. L. Santos et al em [48]. Como preludio para o trabalho principal, o
conceito de cenarios de mundo-brana foi explorado com referéncia especial aos trabalhos
de D. Bazeia et al [12] em branas de Bloch, onde a estabilidade da brana também foi
revisada e o potencial efetivo que localiza a gravitagdo na brana foi encontrado.

A aplicacao do método de extensdo é a nossa contribuicao para esta dissertacio.
Neste trabalho, investigamos como o método de extensao pode ser aplicado com sucesso
para gerar novas branas hibridas em cenarios de mundo-brana. Seguimos a metodologia
nas referéncias [28], [29], [30], que possibilitou a aplica¢do do método de extensdo a trés
modelos de um campo escalar para construir novos modelos em cenarios de mundos-brana.
Conseguimos construir uma familia distinta de campos escalares descritos por interagoes
hiperbdlicas no caso de cinematica padrao. As solugoes estaticas para esses modelos fo-
ram obtidas a partir do procedimento de deformacao desenvolvido na referéncia [52] onde
estudamos suas densidades de energia, potenciais de estabilidade e o comportamento do
fator de dobra. Estes novos modelos de brana exibem caracteristicas simétricas e assimé-
tricas como resultado de um dos parametros relativo ao superpotencial. As caracteristicas
fisicas das branas foram analisadas e discutidas através de graficos do fator de warp, da
densidade de energia e do potencial de estabilidade do graviton. Verificou-se também que
o comportamento critico das branas garante que a brana se estabilize com valores inferi-
ores aos valores criticos e, portanto, se tornem integraveis. As branas tornam-se instaveis
e nao integraveis com valores iguais ou maiores que os valores criticos.

Temos como perspectivas utilizar o ferramental aprendido durante esta dissertacao
para criar novos modelos compostos por diferentes tipos de defeitos e verificar quais sao
as influéncias de tais modelos nos parametros fisicos que descrevem as branas. Esperamos
também estudar de forma cuidadosa novos aspectos e técnicas relativas a estabilidade das
branas e dos gravitons. Além disso, as técnicas aqui desenvolvidas podem ser aplicadas
em diversos cenarios modelados por teorias de campos escalares.
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