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RESUMO

Neste trabalho, consideramos a eletrodinâmica violando a simetria de Lorentz com ope-

radores de dimensão 5. Estudamos aspectos teóricos, com modificações nas quantidades:

equação de movimento, equações de Maxwell, relações de dispersão e o propagador de

Feynman. Estudamos também testes fenomenológicos da violação da simetria de Lorentz

utilizando dados recentes da distância de explosão dos raios gamas GRB041219A, para

qual é observado um alto grau de polarização na emissão de fótons. Além disso, como

colaboração das propriedades do modelo, investigamos o termo de Myers-Pospelov eletro-

magnético induzido por radiação em loop. O cálculo é realizado no setor fermiônico onde

há interação com o campo eletromagnético de fundo. A investigação leva em consideração

as regras modificadas de Feynman e o esquema de regularização dimensional.

Palavras-chave: Violação da simetria de Lorentz e eletrodinâmica.



ABSTRACT

In this work, we consider electrodynamics violating the Lorentz symmetry with dimension

5 operators. We study with theorists, with modifications in the units: equation of motion,

Maxwell’s equations, dispersion relations and Feynman propagator. We also studied the

phenomenological tests of the Lorentz symmetry violation, which are available in the

electronic version of the GRB041219A gamma rays, for which a high degree of polarization

is observed in the emission of photons. In addition, as a collaboration of the property

model, we investigated the Myers-Pospelov term electromagnetic radiation-induced loop.

The calculation is performed without a fermionic sector where there is interaction with

the background electromagnetic field. One research takes into account how Feynman’s

modified rules and the dimensional regularization scheme.

Keywords: Lorentz simetrie violation, eltrodinamyc.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O grupo da Simetria de Lorentz-(SL) é composto por dois tipos de transformações

cont́ınuas, sendo estas denominadas transformação de rotação e translação. Apesar do

status de simetria fundamental, sendo por exemplo, ingrediente do Modelo Padrão da

f́ısica de part́ıculas, a possibilidade de violação desta simetria tem sido considerada e

ativamente explorada nos últimos anos, tanto do ponto de vista teórico quanto do ponto

de vista experimental [1, 2, 4]. A motivação principal para considerar essa possibilidade

vem da visão de que o espaço-tempo em escalas de energias próxima à Planck Mp da ordem

de 1019GeV , pode divergir drasticamente da sua descrição cont́ınua, por caracterizar um

espaço-tempo discretizado [5]. E assim, podendo deixar algumas assinaturas no regime

de baixas energias. Neste contexto sinais de violação da SL manifestariam se por meio de

part́ıculas com velocidades dependentes da energia e com diferentes polarizações quando

comparadas umas em relação as outras [4, 6, 7].

Devido aos recentes progressos nos aparatos experimentais e técnicas de observações,

tanto terrestres quanto astrof́ısicas [4], vem-se gradativamente renovando o interesse pela

busca de assinaturas que revelem uma posśıvel violação da SL, algo que seria consistente

com abordagem previstas por teorias fundamentais, bem como a Gravitação Quântica [9]

e a Teoria das Cordas [3]. Este aspecto motivou Myers e Pospelov a construir um cenário

da teorias efetiva de campos que provoca a Violação da SL, via operadores derivativos de

dimensão-5 massivos ao longo de uma certa direção privilegiada dada pela natureza do

quadrivetor nµ [1, 2]. Estes operadores são capazes de produzir modificações cúbicas nas

dinâmicas de part́ıculas escalares, fotônicas e fermiônicas [2]. Entretanto neste trabalho

estudamos modificações apenas nos setores do campo de calibre e fermiônico.

A essência formal da proposta de Myers-Pospelov reside na existência de três ope-

radores quadráticos nos campos, que podem ser adicionados, por exemplo, a lagrangiana

da Eletrodinâmica Quântica [8], preservando a invariância de calibre, porém violando

a SL local. Estes termos extras, contribuem com termos da ordem de O(E/Mp) para

1



Caṕıtulo 1: Introdução 2

a relação de dispersão das part́ıculas. Consideramos neste trabalho as seguintes modi-

ficações de Carga-Paridade-Tempo-(CPT) ı́mpar: −ξ/(2Mp)nµFµα(n · ∂)
(
nνF̃

να
)

para o

setor do campo de calibre e −η/(2Mp)ψ̄(n · ∂)2/nγ5ψ para o setor fermiônico, onde nµ é

o quadrivetor que controla a violação da invariância de Lorentz, ξ e η são parâmetros

adimensionais, /n é a o quadrivetor associado a matriz de Dirac γµ, F µν e F̃ µν são os

tensores de intensidade do campo eletromagnético. No setor do campo de calibre, existirá

uma única contribuição associada ao operador de dimensão-5 que insere uma correção de

momento da ordem de ξγp
3/MP , isto modifica fortemente a velocidade de propagação dos

fótons [15]. Este fato tornou-se motivação para o desenvolvimento de testes astrof́ısicos

rigorosos acerca de efeitos que podem corroborar com a violação da SL, tais como a

birrefringência da luz no vácuo [2].

Neste trabalho temos como objetivo, estudar alguns aspectos teóricos e fenome-

nológicos dos efeitos de violação da SL através da teoria efetiva de campo em altas ordens

derivativas. O foco é destinado ao estudo de violação da SL pela extensão do modelo

padrão devido a inclusão dos operadores de dimensão 5. A estratégia desta dissertação é

estudar a prinćıpio, ambas as modificações nos setores do campo de calibre e do campo

fermiônico separadamente, e em seguida relacioná-los através de um processo de indução

radiativa. No caso do campo de calibre, estudamos as posśıveis modificações sobre as

equações de movimento, equações de Maxwell, relação de dispersão, propagador de Feyn-

man. Devido a natureza quiral do operador em questão, além de modificar a relação de

dispersão, também determina caracteŕısticas birrefringentes para os fótons. Usamos esse

fato para estudar limites da violação da SL usando recentes observações astrof́ısicas de

radiação gama (GRBs).

Os principais tópicos deste trabalho estão subdivididos da seguinte forma: no

Cap.2, introduzimos o modelo Myers-Pospelov eletromagnético com a violação da SL

inserida através de quadrivetor nµ. Calculamos a equação de movimento, seguido das

equações de Maxwell e a relação de dispersão modificadas para os casos isotrópico e ani-

sotrópico. No Cap. 3 abordamos no cenário da teoria quântica de campos, uma análise

sobre o propagado de Feynman modificado e os reśıduo em seus polos para os casos

isotrópico e anisotrópico. No Cap. 4, apresentamos uma breve introdução do estudo so-

bre explosões cósmicas de raios gama com ênfase para as recentes observações do evento

GRB041219A. São estudados também, cálculos de polarização na propagação dos fótons.

Neste caso, mostramos como obter limites superiores para o parâmetro que controla a

violação da simetria de Lorentz. No Cap. 5 obtém-se por indução radiativa o modelo

de Myers-Pospelov, através dos métodos de Feynman. No Cap. 6, são apresentadas as

conclusões e perspectivas.



Caṕıtulo 2

A eletrodinâmica modificada

Neste caṕıtulo abordamos a modificação da eletrodinâmica com operadores de di-

mensão-5 no setor do campo de calibre. Também estudamos neste caṕıtulo alguns limites

teóricos para a relação de dispersão com a violação da SL, preservando três aspectos

essenciais para a teoria efetiva de campos: a causalidade, unitariedade e estabilidade.

2.1 O modelo

O modelo de Myers-Pospelov trata de uma teoria efetiva de campos que viola a SL

em termos da natureza do quadrivetor nµ acoplado a operadores derivativos não renor-

malizáveis de dimensão 5. Sendo estes operadores constrúıdos para satisfazer 6 critérios

gerais: (i) Quadrática no mesmo campo; (ii) Contém uma derivada a mais no termo

cinética do que o habitual; (iii) Invariante de calibre; (iv) Invariante de Lorentz, exceto

pela natureza de nµ; (v) Não redut́ıvel a operadores de dimensão inferior na equação de

movimento; (vi) Não redut́ıvel a um derivado total. Este procedimento introduz operado-

res derivativos de dimensão 5, possibilitando interações com campos escalares, férmions

e fótons. Para a eletrodinâmica a proposta é uma modificação através do seguinte termo

[2]:

S(5) =
g

2

∫
d4xεµ ν λσnµAν(n · ∂)2Fλσ, (2.1)

em que g = ξ/Mp, ξ é o parâmetro de Myers-Pospelov, Mp é a massa de Planck, Aν é o

campo de calibre, εµνλσ é o tensor de Levi-Civita e Fλσ é o tensor eletromagnético dado

por Fλσ = ∂λAσ − ∂σAλ. É importante mencionar que estamos adotando neste trabalho,

o sistema de unidades naturais, onde consideramos constantes fundamentais iguais a 1

unidade numérica, como exemplo ~ = c = 1. Também estamos considerando o espaço-

tempo plano de Minkowski, onde, por convenção, definimos a assinatura da métrica de

3



Caṕıtulo 2: A eletrodinâmica de Maxwell-Meyrs-Pospelov 4

Minkoski como ηµν=(1, -1, -1, -1).

Note que a equação (2.1) possui dependência no quadrivetor: nµ que de certa

forma determina o tipo de violação de SL que estamos estudando. Dito isto, podemos

analisar o caso onde nµ = (n0, 0), que deve violar apenas as transformações de translação,

dando caracteŕıstica ao modelo isotrópico. Por outro lado, quando consideramos nµ =

(0, ~n), temos uma configuração tipo espaço, isto deve violar as transformações de rotações,

caracterizando dessa forma o modelo anisotrópico. Perceba também que é posśıvel estudar

o regime tipo luz: nµ = (n0, ~n), com n0 = ~n. Entretanto, esta situação tem soluções não

anaĺıticas que conduzem inteiramente a instabilidade e a perda de unitariedade. Este fato

torna o regime tipo luz fora dos limites de validade que desejamos mostrar neste trabalho.

Pretendemos aqui, elaborar um estudo teórico da eletrodinâmica clássica, modificada pela

equação (2.1).

2.2 A equação de movimento

Para estudar posśıveis efeitos de violação de SL na teoria usual da eletrodinâmica,

acoplamos o termo dado pela equação (2.1) na ação de Maxwell na presença da quadri-

corrente externa Jµ. Neste sentido, a ação efetiva [2] é dada por;

S =

∫
d4x

(
−1

4
FµνF

µν − jµAµ +
ξ

MP

nµFµν(n · ∂)nαF̃
αν

)
. (2.2)

Uma vez que a ação acima contém derivada segunda do campo Aν , fizemos um

procedimento de forma geral, na variação δS = δF consideramos a segunda ordem de-

rivativa no funcional F = L(Aµ, ∂µAµ, ∂ν∂µAµ). Dessa forma, utilizando o prinćıpio da

mı́nima ação δS = 0, obtemos a equação de Euler Lagrange com uma ordem derivativa a

mais que a equação usual;

∂L
∂Aγ

= ∂σ

(
∂L

∂(∂σAγ)

)
− ∂σ∂ρ

(
∂L

∂(∂σ∂ρAγ)

)
. (2.3)

Veja que as derivadas na equação acima são tomadas separadamente em três partes.

Na primeira parte, a derivada parcial atua com respeito ao campo Aµ. Desta forma, temos;

∂L
∂Aγ

= −jµηµα
∂Aα
∂Aγ

= −jµηµαδγα = −jγ. (2.4)

Em seguida, efetuamos as derivadas com respeito a ∂σAγ, para o tensor eletro-

magnético de Maxwell e para o termo de Myers e Pospelov respectivamente;
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∂σ

(
∂L

∂(∂σAγ)

)
= −∂σ

1

4

[(
∂(∂µAν − ∂νAµ)

∂(∂σAγ)
· F µν + Fµνg

µαgνβ
∂(∂αAβ − ∂βAα)

∂(∂σAγ)

)]
,

Em virtude da simetria de δµν e a anti-simetria de Fµν a equação pode ser escrita

como:

∂σ

(
∂L

∂(∂σAγ)

)
=

1

2
(∂σF

σγ + ∂σF
σγ) = ∂σF

σγ, (2.5)

O mesmo procedimento pode ser adotado para o termo de Myers e Pospelov, re-

sultando em;

∂σ

(
∂L

∂(∂σAγ)

)
= gnσ∂σ(n · ∂)nαF̃

αγ − gnγ(n · ∂)nα∂σF̃
ασ, (2.6)

É conveniente lembrar que ∂σF̃
ασ com as combinações de ı́ndices do tensor de

Levi-Civita, é dado por; εαµνσ∂σFµν = ∂µFνσ + ∂νFσµ + ∂σFµν , podemos escrever ∂µFνσ +

∂νFσµ + ∂σFµν = 0 de acordo com a identidade de Bianchi.

Por fim, calculamos a derivada com respeito a segunda ordem derivativa do campo

∂σ∂ρAγ, atingindo apenas o termo de Myers-Pospelov. Dessa maneira;

∂σ∂ρ

(
∂L

∂(∂σ∂ρAγ)

)
= −g(n · ∂)2nαε

αλ ν γ∂λAν . (2.7)

Reunindo os resultados auferidos nas equações (2.4) – (2.7) e substituindo em (2.3)

com alguns ı́ndices redefinidos, é obtido a seguinte equação de movimento:

∂µF
µν + g(n · ∂)2nαε

ν αλσFλσ = jν . (2.8)

Podemos agora salientar que a segunda parcela da equação acima é responsável

pela modificação da eletrodinâmica. Assim, para todo e qualquer resultado proveniente

da equação de movimento acima é posśıvel analisar aspectos sobre a isotropia e anisotropia

devido a presença de nµ, dito dessa forma, duas naturezas distintas deste quadrivetor que

conduz a violação de SL. Perceba também que a equação de movimento pode ser escrito

como;

∂µG
µν = jν , (2.9)
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onde Gµν = F µν + 2gεµναβnα(n · ∂)2Aβ e Jµ = (ρ, ji) é a quadri=corrente que tem a

componente j0 = ρ definida como a densidade de carga e ji = ~j definido como densidade

de corrente.

2.2.1 Lei de Maxwell-Gauss modificada

A lei de Gauss usual estabelece a relação entre o fluxo do campo elétrico através

de uma superf́ıcie fechada com a carga elétrica que existe dentro do volume limitado por

esta superf́ıcie. Para estudar a modificação da lei de Gauss precisamos partir da equação

(2.9). Visto que F0i = Ei e Fij = −εijkBk são, respectivamente, as próprias definições de

campos elétricos e magnéticos. Logo, separando em componentes espaciais e temporal e

admitindo ν = 0, temos;

∂0G
00 + ∂iG

i0 = j0.

Tendo em mente que ∂0G
00 = 0 e ∂iG

i0 = F i0 + 2gεi0αβnα(n · ∂)2Aβ, e resolvendo

as permutações do tensor de Levi-Civita, obtemos a equação de Maxwell - Gauss com

correção de Myers e Pospelov em termos dos campos elétrico, magnético e nµ, ou seja:

∇ · ~E + 2g(n · ∂)2
(
~n · ~B

)
= ρ. (2.10)

Com a equação acima podemos analisar a natureza temporal do quadrivetor nµ =

(n0, 0) onde se trata da isotropia do espaço-tempo e o caso tipo espaço nµ = (0, ~n) que

trata da descrição anisotrópica.

O espaço isotrópico é definido como aquele que tem propriedades independente da

orientação. Podemos ainda afirmar que para este caso a velocidade de uma part́ıcula é

constante em qualquer ponto do espaço. Quando consideramos na equação (2.10) o caso

isotrópico nµ = (n0, 0), o resultado que obtemos não é afetado pela violação da SL, ou

seja, a equação usual ∇ · ~E = ρ se preserva neste caso.

Considere agora a anisotropia conduzida por nµ = (0, ~n), o que permite escrever;

∇ · ~E + 2g~n 3∇2 · ~B = ρ, (2.11)

a equação acima está relacionada diretamente com a orientação das componentes espaciais

de nµ, podendo ter propriedades diferentes conforme a mudança de direção. Desta forma,

a invariância de Lorentz pode ser quebrada em qualquer direção do espaço, este fato

claramente afeta a invariância da simetria de Lorentz por rotação.
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2.2.2 Lei de Maxwell-Ampère modificada

A lei de Maxwell - Ampère afirma que campos magnéticos podem ser gerados de

duas formas: através de correntes elétricas, que é traduzido na lei de Ampère para campos

magnéticos estacionários, e por campos elétricos que variam no tempo. Em outras palavras

significa que um campo magnético que varia no tempo cria um campo elétrico também

variante o tempo, e vise versa. Neste sentido para obter esta equação com modificações

consideramos ν = j em (2.9), dessa forma obtemos;

−∂
~E

∂t
+∇× ~B + 2g(n · ∂)2

(
n0
~B − ~n× ~E

)
= ~j. (2.12)

Note que, para o caso isotrópico nµ = (n0, 0) a lei de Àmpere é afetada pela violação

de translação, e a equação passa a ser;

−∂
~E

∂t
+∇× ~B + 2gn3

0

∂2 ~B

∂t2
= ~j. (2.13)

Já para o caso anisotrópico nµ = (0, ~n) a equação é conduzida a violação de rotação

e é escrita como;

−∂
~E

∂t
+∇× ~B − 2g~n 2∇2 · (~n× ~E) = ~j. (2.14)

É importante mencionar que as modificações geradas pelo termo de violação acon-

tecem nas equações de Maxwell não homogêneas, ou seja, naquelas em que possui fonte

de corrente eletromagnética. A modificação neste caso pode ser interpretada como uma

adição de um campo independente na fonte de corrente da teoria usual. Por outro lado,

as equações de Maxwell sem fontes não são afetadas, como seguem;

∇ · ~B = 0 e ∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0. (2.15)

E ainda, as contribuições de violação da SL, demonstram um caráter que não é

encontrado na teoria usual: a introdução da quebra de simetria de Lorentz permite que

os campos elétricos sirvam como fonte para correntes e que os campos magnéticos sirvam

como fonte para cargas elétricas.
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2.3 Relação de dispersão modificada

Uma das consequências da violação de Lorentz em altas energias é o fenômeno

de birrefringência dos fótons [6], que por sua vez possui fortes v́ınculos experimentais

[15, 25]. Birrefringência é usualmente a decomposição da luz propagando-se em duas

diferentes componentes. No caso da eletrodinâmica com violação de Lorentz, é comum ter

birrefringência no vácuo, determinada pelo quadrivetor nµ [33]. Neste sentido, abordamos

alguns aspectos da propagação de ondas eletromagnéticas sob o efeito de violação da SL.

Para isso, consideramos a equação de movimento na ausência de corrente com fixação do

calibre de Lorentz, como segue;

∂µ∂
µηνβAβ + 2gεαµν βnα(n · ∂)2∂µAβ = 0, (2.16)

para escrever a equação acima no espaço de momentos utilizamos um ansatz de ondas

planas escrito como: Aβ = A(k) exp−ikx, sendo para este caso k = (k0 = ω, ki = ~k).

Em seguida, de acordo com a equação acima podemos também evidenciar ∂µ e reescrever

(2.16) como;

ΘνβAβ = 0, (2.17)

em que Θνβ é dado por ;

Θνβ = (−k2ηνβ + 2igεαµν βnα(n · k)2kµ), (2.18)

Precisamos eliminar um problema pertinente na equação acima, relacionado ao

termo não real. Dito isso, vamos definir um novo operador conjugado para Θνβ, escrito

como;

Θ∗νγ = (−k2ηνγ − 2igε ρ σ ν γn
ρ(n · k)2kσ), (2.19)

objetivamos obter uma equação não imaginária. Neste caso, é conveniente multi-

plicar os dois operadores, sendo este produto dado por;

Θνβ ·ΘνγAβ = NδβγAβ, (2.20)

admitindo que Aβ seja não nulo, N = 0. Onde é N é dado por N = (k2)2−4g2(n ·k)4((n ·
k)2 − n2k2). De tal forma que, o resultado que obtemos é;
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(k2)2 − 4g2(n · k)4((n · k)2 − n2k2) = 0. (2.21)

Esta equação é denominada relação de dispersão modificada 1 para fótons, sendo

esta equação uma função do quadrimomento kµ e do quadrivetor nµ. Isto permite uma

análise sobre a natureza de nµ que viola a simetria de Lorentz em diferentes aspectos.

A seguir é analisado na equação (2.21) dois casos: isotropia e anisotropia. Também

estudaremos alguns limites que preservam a estabilidade e unitariedade desta teoria.

2.3.1 Modelo isotrópico

Tendo em vista o resultado (2.21) consideramos agora a relação de dispersão na

forma isotrópica, com a componente ~n = 0 para o quadrivetor nµ = (n0, ~n) e k2 = k2
0−~k2;

(k2)2 − 4g2k4
0
~k2n6

0 = 0. (2.22)

A equação acima é o caso espećıfico do resultado obtido em (2.21), onde conside-

ramos o caso tipo tempo. Usando esta equação também é posśıvel obter sua solução para

a frequência;

ωλ(~k) =
|~k|√

1 + 2gλ|~k|n3
0

, (2.23)

sendo que λ = ±.

Note que, para valores muito pequenos para o momento, isto é, |~k| << 1/(2gn3
0),

podemos escrever a equação (2.23) como uma aproximação;

ωλ(~k) =|~k| ± gn3
0|~k|2, (2.24)

por outro lado, quando consideramos valores muito grandes, consequentemente a equação

não será mais válida para o caso da frequência onde λ = −, ou seja, para ω−(~k). Isto

acontece pelo fato de que a parte imaginária desta solução levaria a perda de unitariedade

e estabilidade nas propagações de ondas. Logo, este fato implica diretamente em um

cut-off2 na região do ultravioleta evitando o colapso das soluções e induzindo um efeito

de birrefringência [2, 32], ou seja, decomposição da luz propagando-se em duas diferentes

1Veja também este resultado obtido através de interação com o campo não dinâmico. Com mais
detalhes no Apêndice A.

2A palavra cut-off neste contexto significa ”corte”



Caṕıtulo 2: A eletrodinâmica de Maxwell-Meyrs-Pospelov 10

componentes. Portanto, a quantização deste modelo deve ser associada a um certo limite

superior para a intensidade dos momentos |~k| numa região |~k| <|~k|max = 1/(2g).

Perceba que a taxa de variação de ωλ(~k) com respeito a |~k| define uma grandeza

conhecida, denominada velocidade de grupo, esta grandeza tem dependência de energia

das part́ıculas em sua descrição [13], isso pode produzir observáveis sobre propagação a

longas distâncias e diferenças no tempo de chegada de fótons emitidos simultaneamente

da mesma fonte [14], dito isso, segue a derivação;

vg±(~k) =
∂ωλ(~k)

∂|k|
=

(1± g|~k|n3
0)

(1± 2g|~k|n3
0)

3
2

. (2.25)

O fato de existir fótons viajando com diferentes velocidades de grupo, além de

ser uma forte indicação de violação da SL, indica também evidências para uma aparente

instabilidade na teoria. Para expormos resultados sem perda de estabilidade é necessário

aplicar os mesmos limites efetuados sobre |~k| anteriormente no caso tipo tempo. Por

conseguinte um gráfico de ilustração da solução frequência ω versus o vetor de onda ~k

obtida na relação de dispersão para o caso isotrópico:

gk

ω−

gω ω+

−1−2 1 2

1

2

3

4

Figura 2.1: Gráfico do momento |~k| verso a frequência ω± para o caso tipo tempo. Em que
a linha pontilhada representa o cone de luz, a coponente ω+ é correspondente a solução
dentro do cone de luz e ω− é a solução fora.

Observe que a solução fora do cone de luz viola a causalidade, é uma solução que

desconsideramos nos limites de validades neste trabalho devido a perda de estabilidade e

unitariedade na teoria.

2.3.2 Modelo anisotrópico

Restringimos agora o estudo para um caso onde escrevemos o quadrivetor nµ =

(0, ~n), ou seja, tipo espaço. Dessa maneira, podemos escrever a relação de dispersão

como:
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k4 − 4g2(~n · ~k)4k2~n2 + 4g2(~k · ~n)4(~k · ~n)2 = 0. (2.26)

Para encontrar as soluções da equação acima, encara-se um problema de equação

quadrática, onde k2 = k′±, basta admitir a = 1, b = −4g2(~n ·~k)4~n2 e c = 4g2(~k ·~n)4(~k ·~n)2

para a equação geral ak′ + bk′ + c = 0, assim, a solução é escrita como;

ω±(~k) =

(
~k + 2g2(~n · ~k)4~n2 ± 2g|~k · ~n|3

√
(g2(~n · ~k)2~n4 − 1)

)1/2

. (2.27)

Para pequenos valores do momento, é válido a aproximação;

ω±(~k) =|~k| − g|~n|3| cos(θ)||~k|2, (2.28)

onde θ é o ângulo entre ~k e ~n. Note que a referida equação tem uma estreita semelhança

com a equação para o caso tipo tempo, exceto pelo de que podemos recuperar estabilidade,

causalidade e unitariedade em uma região fora do cone de luz. A partir destes resultados

é conveniente realizar algumas analises;

(i) Quando os vetores ~k e ~n são perpendiculares,

(ii) Quando são paralelos ou antiparalelos com | cos θ| = 1,

(iii) Em direção pela qual seja satisfeito a condição | cos θ| < 1.

No primeiro caso, o resultado para a frequência é exatamente o que se espera para a

eletrodinâmica usual, onde ω =|~k|, ou seja, não apresenta efeitos da violação da simetria

de Lorentz, já para os dois outros casos seguintes, podem ser melhor esclarecido com

auxilio da figura;

nesta situação, o momento ω− está fora do cone de luz ameaçando a estabilidade desta

teoria, entretanto, para pequenos boosts de momento, a região se restringe a;

β = 1− g|~k|| cos θ|3, (2.29)

que por sua vez, oferece referenciais mais estáveis, isso inclui referenciais muito próximos

ao cone de luz, por outro lado, para momentos muito grandes, a quantidade ω− se apro-

xima de um valor constante ω− = 1/2g para o caso do item (ii) e diverge para ω− = sin θ|~k|
no caso do item (iii). Em razão disto a velocidade de grupo dada por;
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gk

ω−

gω ω+

−1−2 1 2

1

2

3

4

Figura 2.2: Gráfico do momento |~k| verso a frequência ω± para o caso tipo espaço. Em
que a linha pontilhada representa o cone de luz, a componente ω+ é correspondente a
solução dentro do cone de luz e ω− é a solução fora.

vg± =
1 + 4g2|~k|2 cos4 θ ± g|~k|| cos θ|3(3 + 4g2|~k|2 cos2 θ)√

1 + g2|~k|2 cos2 θ

(
1 + 2g|~k|| cos θ|3

√
1 + g2|~k|2 cos2 θ

)1/2
, (2.30)

se aproxima do valor v−g(~k) ≈ sinθ. Consequentemente, qualquer translação deve apre-

sentar instabilidade nas direções paralelas ou antiparalelas para altos valores de momen-

tos. Neste sentido é de se esperar que referenciais mais estáveis se propaguem nas direções

perpendiculares.

Perceba também que podemos analisar na velocidade de grupo o parâmetro ξ, onde

implicitamente é escrito através de g = ξ/MP . Quando consideramos ξ = 0, os fótons

tem velocidades luminais, ou seja, propagam-se na fronteira do cone de luz. Para ξ < 0,

os fótons são subluminais, dessa forma, propagam-se dentro do cone de luz. Por fim, para

ξ > 0, os fótons são superluminais, isto é, propagações fora do cone de luz, setores nos

quais as causas e os efeitos são perdidos.



Caṕıtulo 3

O propagador de Feynman

modificado

Neste caṕıtulo, obtemos o propagador modificado do campo eletromagnético de

maneira uńıvoca. Para isso, é necessário fixar o calibre de Lorentz na densidade lagran-

giana proveniente da ação (2.2) desconsiderando a presença de corrente, onde podemos

escrever;

L = −1

2
Aν

[
∂µ∂

µηνβ − 2g(n · ∂)2nαε
ασ β ν∂σ − ∂ν∂β

(
1− 1

λ

)]
Aβ. (3.1)

Dessa maneira definimos o operador foto cinético;

(∆)νβ = �ηνβ − 2g(n · ∂)2nαε
ασ β ν∂σ − ∂ν∂β

(
1− 1

λ

)
. (3.2)

para escrever a equação acima no espaço de momentos basta aplicar a transformada de

Fourier (∆−1)νβ =
∫
dk∆νβ(k)ε−ikx. Dito isto, obtemos o operador cinético do fóton no

espaço de momento dado pela seguinte equação;

[
−k2ηνβ + 2ig(n · k)2nαε

ασ β νkσ − kνkβ
(

1− 1

λ

)]
(∆F (k))νλ = iδβλ , (3.3)

Note que, a equação acima está no formato de um função de Green, veja com mais

detalhes os cálculos para a função de Green interagindo com o campo não dinâmico no

Apêndice B. Neste sentido, para obter o propagador basta utilizar um ansatz de forma

genérica e de acordo com cada termo do operador fóton cinético;

13
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(∆F (k))νλ = Aηνλ +Bnρε ρ λ θ νk
θ + Ckνkλ, (3.4)

substituindo a equação (3.3) em (3.2) e admitindo que λ = 1, temos que;

(
−k2ηνβ + 2ig(n · k)2nαε

ασ β νkσ
)
·
(
Aηνλ +Bnρε ρ λ θ νk

θ + Ckνkλ
)

= iδβλ

o qual resulta em:

−Ak2ηνβηνλ −Bk2ηνβnρε ρ λ θ νk
θ − Ck2ηνβkνkλ + 2igA(n · k)2ηνλnαε

ασ β νkσ

+2igB(n · k)2nαn
ρεασ β νε ρ λ θ νk

θkσ + 2igC(n · k)2nαε
ασ β νkσkνkλ = iδβλ , (3.5)

O produto dos tensores de Levi-Civita pode ser facilmente resolvido usando a se-

guinte propriedade εασ β νε ρ λ θ ν = δαρ (δσλδ
β
θ − δσθ δ

β
λ) − δσρ (δαλδ

β
θ − δαθ δ

β
λ) + δβρ (δαλδ

σ
θ − δαθ δσλ),

onde também é sabido que no caso em que 2igC(n · k)2nαε
ασβνkσkνkλ = 0. Dessa forma,

temos que;

− Ak2ηνβηνλ −Bk2ηνβnρε ρ λ θ νk
θ − Ck2ηνβkνkλ + 2igA(n · k)2ηνλnα

εασ β νkσ + 2igB(n · k)2
[
(nαn

αkσkσ − nαkαnσkσ)δβλ + nαn
αkβkλ+

nλn
βkσk

σ − (n · k)(nλk
β + nβkλ)

]
= iδβλ ,

A partir disso, é organizado um sistema de equações, que permite uma comparação

entre termos semelhantes. Assim são separadas as três seguintes equações;



−Ak2δβλ + 2igB(n · k)2(nαk
αnσk

σ − nαnαkσkσ)δβλ = iδβλ ,

−Bk2ηνβnρε ρ λ θ νk
θ + 2igA(n · k)2ηνλnαε

ασ β νkσ = 0,

−Ck2ηνβkνkλ + 2igB(n · k)2
[
nαn

αkβkλ + nλn
βkσk

σ − (n · k)(nλk
β + nβkλ)

]
= 0.

as soluções são dadas por:

A =
−k2

k4 − 4g2(n · k)4((n · k)2 − n2k2)
,
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B =
2ig(n · k)2

k4 − 4g2(n · k)4((n · k)2 − n2k2)
,

C =
−4g2(n · k)4

k2kλkν

[
(n2kνkλ + nλnνk

2 − (n · k)(nλkν + nνkλ))

k4 − 4g2(n · k)4((n · k)2 − n2k2)

]
.

Ao substituir o resultado de A, B e C no ansatz (3.4) é obtido o propagador de

Feynmam modificado;

(∆F (k))νλ =
1

D(k)

[
−k2ηνλ + 2ig(n · k)2nρε ρ λ θ νk

θ

−4g2(n · k)4

k2

(
n2kνkλ + nλnνk

2 − (n · k)(nλkν + nνkλ)
)]
.

em que D(k) = k4 − 4g2(n · k)4((n · k)2 − n2k2) é a relação de dispersão.

Uma vez calculado o propagador de Feynman, a sua estrutura de polos é utilizada

para obter a saturação do propagador que será aqui representada pela nomenclatura SP ,

onde será capaz de fornecer informações sobre a unitariedade da teoria. Uma teoria é

dita unitária quando possui modos de propagação associados à estados que exibem norma

quadrática positiva [33, 28]. Quando surgem estados de norma negativa, a teoria é dita

não-unitária. Neste caso, temos então os chamados estados “fantasmas”.

A investigação acerca da unitariedade neste modelo será efetivada via o método de

saturação do propagador. Este método consiste em calcular contrações tensoriais entre as

correntes Jµ e Jν no propagador, dessa forma obtém-se SP = Jν(∆F (k)νλ)J
λ escrita em

cada um dos seus polos, o que envolve, naturalmente, o cálculo de reśıduo do propagador

nestes polos. Dito isto, a saturação SP é dada como;

Jν(∆F (k)νλ)J
λ =

1

D(k)

[
−k2JνηνλJ

λ + 2ig(n · k)2nρJνε ρ λ θ νk
θJλ − 4g2(n · k)4

k2(
n2JνkνkλJ

λ + JνnλnνJ
λk2 − (n · k)(JνnλkνJ

λ + JνnνkλJ
λ)
)]
,

Note que a equação acima obedece a conservação de corrente, sendo que podemos

retirar alguns termos da equação acima que estão escrito explicitamente na forma kµJµ =

0, logo;

Jν(∆F (k)νλ)J
λ =

1

D(k)

[
−k2J2 − 4g2(n · k)4(n · J)2

]
. (3.6)
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É importante salientar que a unitariedade é assegurada se o reśıduo do propa-

gador em seus polos for maior que zero. Dessa forma, restringimos a representação do

quadrimomento em kµ = (k0, 0, 0, k3) de maneira que a conservação passa a implicar em

Jµ = (J0, J1, J2,
J0k0
k3

). Para obter a saturação do propagador para o caso tipo espaço

consideramos o resultado da equação (3.6) juntamente com a escolha do quadrivetor

nµ = (0, ~n):

SP =
−k2J2 − 4g2~k4 ~J2

(k2 − ω2
+)(k2 + ω2

−)
, (3.7)

na seção anterior, os polos do reśıduo indiretamente já foram calculados e escritos em ω2
±,

sendo estas, soluções para o caso tipo espaço da relação de dispersão anisotrópica, tais

soluções são dadas por ω2
±(~k) = k2

3 +2g2(~n ·k3)4~n2±2g|k3 ·~n|3
√

(g2(~n · k3)2~n4 − 1). Dessa

maneira, temos que;

Res[SP ]k2=ω2
±

=

 ±1

2
√

1 + 1
g2k23

+
1

2

 (J2
1 + J2

2 ) > 0, (3.8)

Como podemos ver a partir da equação acima, o reśıduo é sempre positivo para

qualquer valor real de k3, garantindo a unitariedade do modelo no caso tipo espaço.

De forma semelhante ao procedimento para o tipo tempo, obtemos a saturação do

propagador para o caso tipo espaço, no entanto utiliza-se nµ = (n0, 0) e o propagador

saturado assume a seguinte forma;

SP =
−k2J2 − 4g2k4

0J
2
0

(k2 − ω2
+)(k2 + ω2

−)
, (3.9)

Recorrendo as informações sobre as frequências ω± do caṕıtulo anterior, onde são

escritos ω2
±(~k) =|k3|2/1 + 2gλ|k3|n3

0 como soluções da relação de dispersão no regime

puramente tipo tempo e substituindo estas informações na equação anterior, obtemos o

reśıduo do propagador saturado;

Res[SP ]k2=ω2
±

=
J2

1 + j2
2

2(1± 2gk3)(1− 4g2k2
3)
. (3.10)

Perceba que, diferente do caso tipo espaço, Res[SP ]k2=ω2
±

contém uma dependência

do sinal em 1±2g2~k, onde a solução ω− levaria a introduzir contribuições “fantasmas”, isto

poderia comprometer a unitariedade para este caso em particular. Contudo, considerando

k3 ∼ 1/2g podemos estabelecer um limite de validade para a teoria efetiva de campo,

apesar de ω− estar fora do cone de luz esperamos que 1/2g seja no mı́nimo comparável
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à escala de Planck, dessa forma podemos restaurar Res[SP ]k2=ω2
±
> 0 para |k3| < 1/2g

[28].



Caṕıtulo 4

Limites Fenomenológicos para

Violação da Invariância de Lorentz

4.1 Explosão de raios gamas

Os eventos GRBs vêm de algumas das explosões mais energéticas conhecidas no

universo, são flashes breves e intensos de raios gama originários de distâncias cosmológicas

[4]. Acredita-se que a maioria delas ocorram quando estrelas muito maciças colapsam para

formar estrelas de nêutrons ou buracos negros. Esse colapso gera um gigantesco pulso de

raios gama, com duração de poucos segundos até alguns minutos, durante esse tempo, o

pulso ofusca o brilho de galáxias inteiras, podendo emitir tanta energia em raios gama

quanto o Sol poderá emitir durante toda a sua vida, ou seja, em 10 bilhões de anos (veja

em [6]), em todas as faixas do espectro eletromagnético, ou emitir, durante esse peŕıodo

de tempo, a mesma energia que a nossa Galáxia inteira emite em 100 anos [7, 29]. Isso

é comparável à transformar inteiramente a massa do Sol em energia de acordo com a

famosa equação de Einstein E = mc2. O único evento cósmico mais energético do que

as explosões de GBRs é a própria explosão inicial do universo, o Big Bang. (Para obter

informações mais detalhadas sobre teoria GRBs, consultar [29] e suas referências).

As observações do evento GRB 041219A 1 se destacam em relação às outras já

realizadas, muito pelo alto grau de polarização observado na rápida emissão de radiação

gama. Os valores medidos que serão utilizado neste estudo são os seguintes: ∆θ =

47 o para o grau de polarização obtidas pelas medidas feitas considerando a duração da

explosão da radiação e d = 85Mpc = 2.6× 1026cm para o limite inferior da distância da

luminosidade correspondente a um redshift de zred = 0,02, veja isto em [25].

É importante mencionar que tal evento foi obtido em tempo real pelo sistema de

1A representação escrita GRB 041219A faz referência a data do evento e teste. Significa que o teste
A ocorreu em 19 de dezembro de 2004.

18
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alerta do satélite Laboratório Astrof́ısico Internacional de Raio Gama - (INTEGRAL).

Este fato foi imediatamente classificado no topo da lista dos GRBs em brilho, o brilho

deste evento foi tão brilhante que o INTEGRAL foi capaz de medir a polarização dos seus

raios gama com precisão [7, 31].

Figura 4.1: Satélite INTEGRAL, o observatório de explosões raios gama da Agência
Espacial Americana - (ESA), Fonte: ESA.

Estes eventos foram observados pela primeira vez no final dos anos 1960 [30]

pelo Satélite Vela, desenvolvidos pelos Estados Unidos e cujo objetivo era controlar as

aplicações do Tratado de Interdição Parcial de Ensaios Nucleares assinado em 1963 com a

antiga União das Repúblicas Socialistas Soviéticas e vários outros páıses que dispunham

de um programa de armas nucleares. Para cumprir seus objetivos, os satélites eram equi-

pados de instrumentos que permitiam detectar Raios Gama, Raios-X e nêutrons, emitidos

por explosões nucleares [30, 31]. Os instrumentos desses satélites possibilitavam captar

explosões de raios gama.

Após as importantes observações do sistema de satélites Vela, os estudos cient́ıficos

sobre GRBs intensificaram-se e atualmente já se tem um bom conhecimento sobre certas

caracteŕısticas f́ısicas e tipos de evento dos GRBs [25]. Quanto aos aspectos gerais, são

citados alguns mais conhecidos: pulsos curtos e intensos caracterizando fontes transientes;

direção randômica no espaço; distâncias cosmológicas da origem do evento até os pontos de

observações; faixa de luminosidade isotrópica que por sua vez tem direção de propagação

bem definida: 1051 − 1052 ergs/seg de potência em cada pulso. A energia estimada no

ińıcio das explosões gira em torno de 1051 TeV. Quanto as espécies de GRBs, tem-se

dois tipos: os longa e curta duração. Os de longas durações, também denominados

fosforescentes são catalogados a partir de 2 segundos a algumas centenas de segundos.
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Posśıveis mecanismos são modelos de colapso de supernova. E os de curta duração,

também denominado explosões negras ou não fosforescentes, são catalogados a partir de

milionésimos de segundos a 2 segundos. Posśıveis mecanismos são colisões ou fusões de

objetos compactos como por exemplo fusão de estrelas de nêutrons ou dois buracos negros

em colisão.

4.2 Cálculos de polarização da onda eletromagnética

Fundamentais restrições na violação da simetria de Lorentz vêm da busca por

efeitos de birrefringência no vácuo, com análise prevista na teoria de campo efetiva [4].

(Ver também [6]). Neste sentido, algumas informações podem ser retiradas sobre a relação

de dispersão, como foi visto nos caṕıtulos anteriores e como é mostrado em [2], a equação

dada em (2.24) representa modificação cúbica na relação de dispersão com operadores de

dimensão 5, que preserva a invariância de calibre e transformação de translação. Isto leva

a uma modificação proporcional a ξ(ω/MPl), ou mais especificamente como é mostrado

em (2.24), O sinal na relação de dispersão para fótons corresponde a helicidade, isto é,

polarização circular direita ou esquerda;

ω± = |p|

√
1± 2ξk

Mp

= |k|
(

1± ξk

Mp

)
. (4.1)

A birrefringência no vácuo é um efeito de suma importância para obtenção de

limites sobre o parâmetro ξ que controla a quebra da invariância de Lorentz [25]. Assim,

verifica-se que diferentes velocidades de grupo implica em um vetor de polarização de uma

onda plana, linearmente polarizada, que gira de forma anômala através de um ângulo de

polarização em relação ao eixo de rotação, durante a propagação da onda, ao longo de

uma distância d [15]. Nesse caso, a direção da polarização pode ser estimada teoricamente

pelas seguintes equações;

∆θ(k, z) =
ξk2F (z)

MPH0

e F (z) =

∫ z

0

(1 + z′)dz′

[Ωm(1 + z′)3 + Ωλ]1/2
, (4.2)

em que ∆θ é o ângulo de polarização medido pelo satélite INTEGRAL, com uma onda

plana com vetor de onda k que também pode ser chamado de momento de referencial

comove, onde
(

k
Mp

<< 1
)

.

A Equação (4.2) refere-se ao grau de radiação polarizada com o fenômeno da bir-

refringência. É evidente que tal variação depende fortemente das energias dos fótons e,

portanto, esse efeito poderia perturbar a quantidade de polarização presente em alguma
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luz polarizada viajando a longas distâncias [13, 14]. Mais especificamente, dependendo

da quantidade de informação dispońıvel sobre o objeto espećıfico observado, pode-se usar

este fato para lançar restrições sobre os parâmetros que violam a invariância de Lorentz

nos modelos dos fótons, é necessário resolver a equação (4.2) usando alguns parâmetros e

informações obtidos pelo GRB 041219A, como por exemplo ∆(θ) = 47 ◦ que é o ângulo de

polarização feito a uma distância cosmológica d = 85 Mpc = 2, 6.1026 cm, e também os

parâmetros cosmológicos padrões: Hubble H0 = 1.51.10−42GeV , Ωm = 0.27 é a constante

relacionada a quantidade de matéria escura, ΩΛ = 0.73. é a quantidade de energia escura

e o redshift z = 0, 02. Neste caso, o parâmetro que controla a violação da invariância de

Lorentz pode ser expresso como;

ξ <
2Mp∆θ

(k2
2 − k2

1)d
= 1, 09 · 10−14 (4.3)

Em que a partir da utilização dos dados adquiridos pelo evento GRB041219A

[25] onde um alto grau de polarização é observado [6, 7], podemos expor neste estudo a

magnitude da restrição existente na invariância da simetria de Lorentz, decorrentes da

birrefringência. Isto é, existe um parâmetro ξ estritamente relacionado a violação da SL,

bem definido para o acoplamento de operadores de dimensão 5 na eletrodinâmica, que

descreve interações em uma escala de energia em torno de Mp da ordem de 1019, o que

torna posśıvel também gerar correções da ordem de k/Mp na relação de dispersão, de fato

é uma restrição bastante rigorosa dada por ξ < 10−14. Este resultado pode ser comparado

com a posśıvel dependência energética na velocidade de grupo para fótons dado em [34],

entretanto o resultado em tal referência é menos restritivo já que ξ = 0, 8.



Caṕıtulo 5

Indução Radiativa do modelo de

Meyers-Pospelov

Consideramos agora a Eletrodinâmica Quântica formulado no espaço (3+1) di-

mensões adicionado ao termo η̃/MP ψ̄/nγ5(n · ∂)2ψ, representados pela seguinte lagrangi-

ana;

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ + η̃ψ̄/nγ5(n · ∂)2ψ − eψ̄ /Aψ (5.1)

para η̃ = n2/MP
, sendo n2 a carga conjugada ı́mpar e /n = nµγ

µ, com γµ a matriz de Dirac.

Perceba que devido a η̃ esta teoria viola a invariância de CPT na transformação de carga

conjugada C1LC−1. Também precisamos introduzir aqui a representação do propagador

de Feynman usual para férmions, onde esta consideração é dado pelo seguinte diagrama;

- S(p) =
i

(/p−m)
,

onde o momento pµ é interpretado como o momento transportado na direção da carga ou

polo do propagador, como mostra a seta no diagrama. Já os coeficientes de violação que

levam a inserções no propagador, serão representados da seguinte forma:

22



Caṕıtulo 5: Indução Quântica do Modelo de Meyers-Pospelov 23

- -@@�� = − iη2

MP
/nγ5(n · p)2,

e para o vértice usual do fóton;

- - = −ieγµ,

onde e =|e| > 0 é a carga do férmion e µ é o ı́ndice do espaço-tempo na linha de fótons.

A correção da ordem de um loop para a ação efetiva será dada pelos gráficos abaixo.

&%
'$
&%
'$

	I

-

@@�� &%
'$
&%
'$

I�

�

@@��

a) b)

Observe que os diagramas acima são equivalentes por certas propriedades de sime-

trias. Neste caso, considere a soma dos processos dado pelos gráficos em loops;

Πµν(q) = iη̃e2

∫
d4p

(2π)4

{
(n · p− n · q)2T µν1 (q)

(p2 −m2)[(p+ q)2 −m2]2
+

(n · p)2T µν2 (q)

(p2 −m2)2[(p+ q)2 −m2]

}
, (5.2)

em que q é uma derivada no espaço de momento e T µν(1)(q) e T µν(2)(q) são traços que atuam

sobre as matrizes γ de Dirac, podemos escrevê-los respectivamente como;
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T µν(1)(q) = Tr

[
γµ(/p+m)γν(/p+ /q +m)/nγ5(/p+ /q +m)

]
, (5.3)

e

T µν(2)(q) = Tr

[
γµ(/p+m)/nγ5(/p+m)γν(/p+ /q +m)

]
. (5.4)

Perceba que na equação (5.2) contém produtos nos denominadores dos propagado-

res. Precisamos combiná-los em apenas um denominador comum. Podemos então utilizar

a regra de parametrização de Feynman, que em resumo é escrita como;

1

apbq
=

Γ(p+ q)

Γ(p)Γ(q)

∫ 1

0

dx
xp−1(1− x)q−1

[ax+ b(1− x)]p+q
, (5.5)

em que por definição Γ(n) = (n−1)!. Note também que a equação (5.2) tem dependência

de m e do momento externo, no entanto não depende do momento de loop. Dito isto,

precisamos fazer uma mudança de variável de p→ p− qx, dessa forma podemos escrever;

Πµν(q) = −2η̃e2

[∫ 1

0

dx · x
∫

d4p

(2π)4

{
(n · p− n · q(1− x))2 · T µν(1)(p+ qx)

(p2 −M2)3

}

+

∫ 1

0

dx · (1− x)

∫
d4p

(2π)4

{
(n · p+ n · q)2 · T µν(2)(p+ qx)

(p2 −M2)3

}]
,

(5.6)

os denominadores foram reajustados para gerar a potência cúbica nas quantidades p2 e

M2, onde M = m2 − x(1− x)q2. De acordo com a mudança de variável T µν(1)(q) e T µν(2)(q)

também são modificados para T µν(1)(p+ qx) e T µν(2)(p+ qx), onde podemos escrever como;

T µν(1)(p+ qx) = Tr

[
γµ(/p− /qx+m)γν(/p+ /q(1− x) +m)/nγ5(/p+ /q(1− x) +m)

]
, (5.7)

e

T µν(2)(p+ qx) = Tr

[
γµ(/p− /qx+m)/nγ5(/p− /qx+m)γν(/p+ /q(1− x) +m)

]
. (5.8)

Devido a extensividade da solução do problema em Πµν(q), podemos resolver as

integrais separadamente a partir da seguinte equação;
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Πµν(q) = Πµν
(01)(q) + Πµν

(02)(q), (5.9)

no primeiro caso, consideramos Πµν
(01)(q), dado por;

Πµν
(01)(q) = −8iη̃e2

∫ 1

0

dx · x(Jµν(1) + Jµν(2) + Jµν(03)). (5.10)

É válido mencionar que na integral de intervalo simétrico as funções ı́mpares resultam em

zero, dessa maneira, precismos separar os casos onde o número de momentos são pares, já

que estão contidos na integral de intervalo I ∈ {0, 1}, logo, as posśıveis combinações são;

Jµν(1) =

∫
d4p

(2π)4

(n · p)2[Nµν
(0p) +Nµν

(2p)]

(p2 −M2)3
, (5.11)

Jµν(2) = −2(n · q)(1− x)

∫
d4p

(2π)4

(n · p)Nµν
(1p)

(p2 −M2)3
, (5.12)

Jµν(3) = (n · q)2(1− x)2

∫
d4p

(2π)4

[Nµν
(0p) +Nµν

(2p)]

(p2 −M2)3
. (5.13)

onde os sub́ındices (0p), (1p) e (2p) de Nµν
(0p), N

µν
(1p) e Nµν

(2p) respectivamente, representam

as quantidades de momento existente em cada Nµν , (0p) não possui p em Nµν , (1p) possui

apenas um p e (2p) possui dois p. Dessa forma, as equações são escritas como;

Nµν
(0p) =

[
(2− 3x)(p2 −M2)− q2(1− x)x(1− 2x)

]
εµ ν αβ, (5.14)

Nµν
(1p) =

[
(1− 3x)(p2 −M2)− q2(1− x)x(1− 4x)

]
εµ ν αβnαpβ + 2(1− x)2

εµ ν αβnαp
λqλqβ + 2(2x− 1)(1− x)

[
qµpβε

ν αβ λ − qνpβεµαβ λ
]
nαqλ,

(5.15)

Nµν
(2p) = 2(2x− 1)

[
pµpβε

ναβλ − pνpβεµαβλ
]
nαqλ. (5.16)

tomando o limite em que n2 → 0 o único termo que irá contribuir é Jµν(3), temos que a

equação (5.10) é escrita como:
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Πµν
(01) = −8iη̃e2

∫ 1

0

dx · xJµν(3) = −8iη̃e2(n · q)2

∫ 1

0

dx · x(1− x)2

{[
(2− 3x)∫

d4p

(2π)4

1

(p2 −M2)2
− q2(1− x)x(1− 2x)

∫
d4p

(2π)4

1

(p2 −M2)3

]
εµ ν αβnαqβ

+ 2(2x− 1)

[ ∫
d4p

(2π)4

pµpβε
ν αβ λ

(p2 −M2)3
−
∫

d4p

(2π)4

pνpβε
µαβ λ

(p2 −M2)3

]
nαqλ

}
.

(5.17)

Observe que, pela contagem de potências dos momentos, as integrais acima en-

volvem contribuições de divergência quadrática e logaŕıtmica. Por isso, é adotado um

esquema de regularização mais simples para calcular essas integrais, denominado método

de regularização dimensional, que pode preservar a invariância do calibre no resultado

final. Neste caso, para escrever uma equação geral para este método podemos fazer

uma generalização em algumas notações, mudando de dimensão 4 para D e d4p/(2π)4

para (µ2)ε/2(dDp/(2π)D), logo, podemos resolver as integrais de momentos utilizando a

seguinte equação geral:

(µ2)ε/2
∫

dDp

(2π)D
pµ1 . . . pµn

(p2 −M2)α
=

i(−1)n

16π2(2)n/2Γ(α)
Γ

(
α− n+D

2

)
(4πµ2)ε/2

(−M2)(2α−n−D)/2
ηµ1µ2 . . . ηµ(n− 1)µn,

(5.18)

onde µ para este caso é um parâmetro arbitrário identificado na escala de massa e ε =

4 − D. Dessa forma, as soluções das integrais de momento são resolvidas usando as

seguintes igualdades;

∫
d4p

(2π)4

1

(p2 −M2)2
=
iα(ε)

(4π)2
Γ
( ε

2

)
, (5.19)

∫
d4p

(2π)4

1

(p2 −M2)3
=
iα(ε)

(4π)2

1

2M2

ε

2
Γ
( ε

2

)
, (5.20)

∫
d4p

(2π)4

pγpσ
(p2 −M2)3

=
iα(ε)

(4π)2

1

4
Γ
( ε

2

)
δγσ. (5.21)

substituindo as soluções das integrais de momento em (5.17) e resolvendo a integral em

x no intervalo de {0, 1}, obtemos:

Πµν
(01)(q) = η̃e2 α(ε)

40π2
Γ
( ε

2

)
(n · q)2εµ ν αβnαqβ

(
1− ε

12

)
, (5.22)
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o resultado acima corresponde ao gráfico a) e é uma parte necessária para escrever a

equação (5.2).

Vamos considerar agora Πµν
(02)(q) no segundo processo relacionado ao gráfico b),

perceba que o procedimento feito para o gráfico a) pode ser usado como analogia para

grande parte do procedimento em b). Sendo que podemos escrever o processo em b)

através da seguinte equação;

Πµν
(02)(q) = −8iη̃e2

∫ 1

0

dx · (1− x)(P µν
(1) + P µν

(2) + P µν
(3)), (5.23)

em que P µν
(1) , P

µν
(2) e P µν

(3) são integrais dos pares de momentos, dados respectivamente por;

P µν
(1) =

∫
d4p

(2π)4

(n · p)2[Dµν
(0p) +Dµν

(2p)]

(p2 −M2)3
, (5.24)

P µν
(2) = 2(n · q)x

∫
d4p

(2π)4

(n · p)Dµν
(1p)

(p2 −M2)3
, (5.25)

P µν
(3) = (n · q)2x2

∫
d4p

(2π)4

[Dµν
(0p) +Dµν

(2p)]

(p2 −M2)3
. (5.26)

temos também os operadores Dµν
(0p), D

µν
(0p) e Dµν

(0p) que são dados por;

Dµν
(0p) =

[
(p2 −M2)(1− 3x)− q2(1− x)x(1− 2x)

]
εµ ν αλnαqλ, (5.27)

Dµν
(1p) = −

[
(p2 −M2) + q2x(3− 4x)

]
εµ ν αβnαpβ + 2(2x− 1)x

[
qµε ν αβ λpβ

−qνεµαβ λpβ
]
nαqλ,

(5.28)

Dµν
(2p) = [−2x2 + 2(x− 1)](p · q)εµναβnαpβ + 2(2x− 1)

[
ε ν αβ λpβp

µ

−εµαβλpβpν
]
nαqλ.

(5.29)

Consideramos agora o limite de n2 → 0, temos então contribuição apenas de P µν
(3) ,

logo, podemos escrever a equação para Πµν
(02)(q) como;
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Πµν
(02)(q) = −8iη̃e2(n · q)2

∫ 1

0

dx · (1− x)P µν
(3) = −8iη̃e2

∫ 1

0

dx · (1− x)x2{[
(1− 3x)

∫
d4p

(2π)2

1

(p2 −M2)2
− q2(1− x)x(1− 2x)

∫
d4p

(2π)2

1

(p2 −M2)3

]

εµ ν αλnαqλ + 2(−x2 + x− 1)εµ ν αβnαqθ

∫
d4p

(2π)2

pθpβ
(p2 −M2)3

+ 2(2x− 1)[
ε ν αβ λnαqλ

∫
d4p

(2π)2

pµpβ
(p2 −M2)3

+ εµαβ λnαqλ

∫
d4p

(2π)2

pνpβ
(p2 −M2)3

]}
(5.30)

Analogamente ao procedimento anterior para o processo em a) as equações dadas

em (5.19) – (5.21) podemos resolver as integrais de momento da equação acima. Dessa

forma, obtemos;

Πµν
(02)(q) = η̃e2 α(ε)

40π2
Γ
( ε

2

)
(n · q)2εµ ν αβnαqβ

(
ε

12
− 1

2

)
, (5.31)

a equação acima está relacionada ao gráfico b), sendo assim, é efetuado a soma entre os

resultados encontrados nas equações (5.22) e (5.31), e é determinado Πµν(q), que por fim

podemos escrever da seguinte forma:

Πµν(q) =
1

2
η̃e2 α(ε)

40π2
Γ
( ε

2

)
(n · q)2εµ ν αβnαqq. (5.32)

Portanto, é induzida a ação eletromagnética de Myers-Poepelov parametrizada por

um termo constante divergente, t́ıpico de teorias não-renormalizáveis. Este resultado

teórico é nossa contribuição para este modelo e é encontrado por enquanto apenas neste

trabalho.



Caṕıtulo 6

Conclusão

Neste trabalho, estudamos os efeitos devido a violação da SL na Eletrodinâmica

Quântica via operadores de altas ordens derivativas de dimensão-5. Diante de um estudo

teórico, verificou-se que o termo adicional na eletrodinâmica de Maxwell, não modifica

as equações de movimento sem fonte, e também os modos de propagação das ondas ele-

tromagnéticas. Isto implicou diretamente na forma da relação de dispersão. Quando

restringimos a relação de dispersão ao caso isotrópico, nµ = (n0,~0), obtemos uma veloci-

dade de grupo associada dependente da energia e com graus de polarizações distintas que

indicam efeito birrefringentes. Quando restringimos a relação de dispersão ao caso ani-

sotrópico, nµ = (0, ~n), observamos caracteŕısticas semelhantes ao caso anterior, contudo,

enfatizamos uma diferença que para este caso espećıfico, a estabilidade das soluções são

seguramente estáveis em alguns referenciais fora do cone de luz. Além disso, analisou-se

o propagador de Feynman saturado por correntes externas, notando que os efeitos da

violação da SL não afetam a estrutura micro-causal da teoria, mantendo assim a conti-

nuidade nos polos positivos do propagador.

Estudamos também os limites fenomenológicos para os efeitos de violação da SL

através de recentes medidas do grau de polarização da radiação gama devido a um de-

terminado evento astrof́ısico, GBR041219A [25]. Para correções isotrópicas da ordem de

k/MP para a relação de dispersão, obtemos uma restrição muito pequena de ξ ≤ 10−14.

Isto significa que os efeitos destes operadores são inviáveis do ponto de vista fenome-

nológico. Quando analisamos a extensão de estudo de operadores de dimensão 6 (como

mostra [25]) para o caso de correções, correspondente a operadores de dimensão-6. Nota-

mos que seus limites astrof́ısicos não representam restrições reaĺısticas pra violação da SL

do ponto de vista fenomenológico. Pois os efeitos de polarização vistos experimentalmente

devem corresponder a intensidade para ξ da ordem de 1 ou menor.

Em contra partida, demos colaborações ao estudo de violação da SL via opera-

dores de dimensão-5 pela possibilidade de induzir do termo eletromagnético de Myers-
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Pospelov pelo método de correções radiativas. De fato, o termo foi gerado por determi-

nante fermiônico da Eletrodinâmica Quântica com a adição de operadores de dimensão-5.

O resultado final corresponde a um termo divergente tal como previsto por teorias que,

a priore, são não-renormalizáveis pela análise dimensional da constante de acoplamento.

Uma perspectiva imediata deste trabalho, é de tentar de alguma forma, tornar a teoria

de Myers-Pospelov finita por algum método de renormalização dispońıvel na literatura.



Apêndice A

Propagação de ondas

eletromagnéticas

Consideramos as seguintes equações de Maxwell modificadas obtidas no Cap. 2,

como segue;

∇ · ~E + 2g(n · ∂)2
(
~n · ~B

)
= ρ, (A.1)

−∂
~E

∂t
+∇× ~B + 2g(n · ∂)2

(
n0
~B − ~n× ~E

)
= ~j, (A.2)

e as equações de Maxwell homogêneas dadas por;

∇ · ~B = 0, (A.3)

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0, (A.4)

e também as devidas definições dos campos elétrico e magnético respectivamente escritos

na forma vetorial;

~E = −∂
~A

∂t
−∇A0, e ~B = ∇× ~A. (A.5)

Agora podemos admitir a equação (A.2) na ausência de corrente, com ambos os

lados da equação multiplicado por −∂/∂t, logo;

∂2 ~E

∂t2
−∇× ∂ ~B

∂t
− 2g(n · ∂)2

(
n0
∂ ~B

∂t
− ∂

∂t
(~n× ~E)

)
= 0, (A.6)
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onde, pela equação (A.4), passa a ser escrito como;

∂2 ~E

∂t2
+∇×∇× ~E − 2g(n · ∂)2

(
− n0∇× ~E − ∂

∂t
(~n× ~E)

)
= 0, (A.7)

onde também ∇ × ∇ × ~E = ∇(∇ · ~E) − ∇2 ~E é uma identidade aplicada em operações

com (∇). Dessa maneira, podemos escrever a equação da seguinte forma;

∂2 ~E

∂t2
−∇2 ~E +∇(∇ · ~E)− 2g(n · ∂)2

(
− n0∇× ~E − ∂

∂t
(~n× ~E)

)
= 0, (A.8)

perceba que os dois primeiros termos da equação acima definem a propagação de ondas

usual para o campo elétrico e também que o ∇ ~E = 0. Dessa maneira, temos;

� ~E +∇(∇ · ~E) + 2g(n · ∂)2
(
n0∇× ~E +

∂

∂t
(~n× ~E)

)
= 0, (A.9)

a equação acima também pode ser escrito no espaço de momentos com o ansatz de ondas

planas ~E(x) = Ẽ(k)e−ik·x. Dessa forma, temos:

k2Ẽ + ~k(~k · Ẽ) + 2g(n · ∂)2
(
n0∇× ~E +

∂

∂t
(~n× ~E)

)
= 0, (A.10)

por fim, temos a equação acima como a relação de dispersão escrita no espaço de momen-

tos.



Apêndice B

Funções de Green transversal

A função de Green será constrúıda com a redução do grau de liberdade na própria

definição do campo elétrico, consideramos na equação (A.5) a descrição do campo elétrico

sem dinâmica, ou seja, ~E = ∇A0. Substituindo este resultado não dinâmico na equação

de Gauss modificada, é obtido;

A0 = 2g
(n · ∂)2

∇2
(~n · ~B)− ρ

∇2
, (B.1)

usando a equação (A.2), temos;

∂2 ~E

∂t2
+∇∂A0

∂t
+∇(∇ · ~A)−∇2 ~A+ 2g(n · ∂)2n · ~B − 2g(n · ∂)2(~n× ~E) = ~j, (B.2)

neste caso é fácil checar na equação acima é fixado o calibre de Coulomb ∇ · ~A = 0, e

que quando substituindo a nova definição não dinâmica de ~E em função de A0 obtemos

a seguinte equação;

� ~A+ 2g
(n · ∂)2∇
∇2

(
~n · ∇ × ∂ ~A

∂t

)
+ 2g(n · ∂)

(
n0∇× ~A+ ~n× ∂ ~A

∂t

)
− 4g2 (n · ∂)4

∇2
~n×∇(~n · ∇ × ~A) = ~j +

∇
∇
∂ρ

∂t
− 2g

(n · ∂)2

∇2
(~n×∇ · ρ),

(B.3)

substituindo equação de continuidade ∂ρ/∂t = −∇·~j pela derivada temporal da densidade

na equação acima, definimos a equação de corrente transversal;

~JT = ~j − ∇(∇ ·~j)
∇

− 2g
(n · ∂)2

∇2
(~n×∇ · ρ), (B.4)

33



Apêndice B: Funções de Green transversas 34

é fácil perceber que esta equação obedece a conservação de corrente ∇ ~TT = 0.

Dito isto, após inserirmos a propriedade ~n ×∇(~n · ∇ × ~A) = ~n2∇2 − (~n · ∇)2 ~A +(
(~n · ∇)∇− ~n∇2

)
(~n · ~A), a equação (B.3) segue como;

(
� + 4g2(n · ∂)4

(
~n2 − (~n · ∇)2

∇2

))
~A+ 2g

(n · ∂)2∇
∇2

(
~n · ×∂

~A

∂t

)
+ 2g(n · ∂)

(
n0∇× ~A+ ~n× ∂ ~A

∂t

)
+ 4g2(n · ∂)4

(∇(~n · ∇)

∇2
− ~n

)
(~n · ~A) = ~JT ,

(B.5)

tomando a equação acima em termos de suas componentes, definimos;

Mij(∂0,∇)Aj = J iT , (B.6)

onde;

Mij(∂0,∇) =

[(
� + 4g2(n · ∂)4

(
~n2 − (~n · ∇)2

∇2

))
δij+

2g(n · ∂)2

(
n0ε

ilj∂l + ∂0

(
εiljnl +

∂j∂m
∇2

εlmjnl

))
+ 4g2(n · ∂)4

(∂i∂lnl
∇2

− ni
)
nj

]
,

(B.7)

Dessa maneira a função de Green retardada é calculada através da equação geral

dada por;

Gjk(x− y) = Tjk(∂0,∇)D(x− y), (B.8)

sendo que;

Tjk(∂0,∇) = πjk� + 4g2(n · ∂)4sjk + 2g(n · ∂)2ajk, (B.9)

e os termos dos operadores são;

πim =
(
δim −

∂i∂m
∇2

)
, (B.10)

sjk =
(
nj − (~n · ∇)

∇2
∂j

)(
nk − (~n · ∇)

∇2
∂k

)
, (B.11)
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ajk =
(
n0 +

(~n · ∇)

∇2
∂0

)
εikl∂l, (B.12)

a função de Green escalar D(x− y) é definida para satisfazer;

(
�2 + 4g2(n · ∂)4((n · ∂)2 − n2�)

)
D(x− y) = δ(x− y), (B.13)

com a transformada de Fourier;

D(x− y) =

∫
c

d4k
e−ik·(x−y)

(k2)2 − 4g2(n · k)4((k · n)2 − k2n2)
, (B.14)

onde c neste caso é o intervalo de integração que estabelece as condições de contorno, caso

queiramos saturar o propagador.
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[21] KOSTELECKÝ, V. A., MEWES., Matthew., Electrodynamics with Lorentz-violating

operators of arbitrary dimension., Physical Review D, v. 80, n. 1, p. 015020, 2009.

[22] KOSTELECKY and M. Mewes, Phys. Rev. D 85, 096005 (2012); 88, 096006 (2013).

[23] VISSER, M., Lorentz symmetry breaking as a quantum field theory regulator., Phy-

sical Review D, v. 80, n. 2, p. 025011, 2009.
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