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”Tudo aquilo que o homem ignora,

não existe pra ele. Por isso o uni-

verso de cada um se resume ao ta-

manho seu saber.”

Albert Einstein
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2.3 O gráfico η0(x) caracterizando estabilidade da solução estática de um po-
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Resumo

Soluções provenientes de equações diferencias não lineares estão presentes no con-

texto da teoria clássica de campos, tais soluções remetem a ondas solitárias e podem

ser tanto estáveis quanto instáveis. Elas também são conhecidas como defeitos que em

uma dimensão são denominadas de kinks ou lumps. Esta dissertação é fundamentada

na aplicação de soluções tipo defeitos em modelos cosmológicos de quintessência, com o

objetivo de descrever a fase atual de expansão do universo. No final da década de 1990

dois grupos independentes comprovaram experimentalmente que o universo encontra-se

em fase expansão acelerada, o mecanismo responsável por essa expansão foi chamada de

energia escura. Há diversas propostas teóricas para descrever a energia escura entre elas

destacamos os modelos cosmológicos do tipo quintessência, nos quais uma ação composta

por um campo escalar é acoplada a ação de Einstein-Hilbert. Tal acoplamento, repercute

tanto na equação de movimento relativa a densidade de lagrangiana do campo escalar,

quanto nas equações de Friedmann provenientes da minimização da ação em respeito à

métrica. Consequentemente esse campo escalar influencia na determinação de parâmetros

cosmológicos. Nesta dissertação, revisitamos o formalismo de primeira ordem para mode-

los de quintessência e ilustramos como este é essencial na busca por modelos de inflação

h́ıbrida anaĺıticos. Apresentamos uma metodologia capaz de construir novas famı́lias de

modelos de quintessência compostos por dois campos escalares. Estudamos os parâmetros

cosmológicos derivados a partir de um exemplo e verificamos que eles corroboram com a

descrição de diferentes fases do universo.

Palavras chaves: defeitos topológicos, expansão acelerada, modelos

de quintessência, parâmetros cosmológicos, campos escalares.
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Abstract

Solutions which come from nonlinear differential equations are part

of the classical field theory, such solutions also remember the behavior of

solitary waves and can be stable or unstable. They are also known as defect

and called by kinks and lumps when we deal with one-dimensional systems.

This dissertation is based on the application of defect like solutions in cos-

mological quintessence models, such an application can be used to describe

the actual phase of an expanding universe. In the end of nineties, two

research groups shown independently that the universe is in an accelera-

ted expansion phase, whose mechanism is named by dark energy. There

are several theoretical proposals to describe dark energy, among them we

highlight the quintessence cosmological models, where an action composed

by a scalar field is coupled with the famous Einstein-Hilbert action. Such

a coupling takes influence as in the equation of motion for the scalar field,

as in the Friedmann equations which come from the minimization of the

action is respect to the metric. Consequently, this scalar field has a direct

influence in the determination of the cosmological parameters. In this dis-

sertation, we revisited the first order formalism for quintessence models,

and we shown how this formalism is essential in the search for analytical

hybrid inflation models. We presented a methodology which is capable to

build new families of quintessence models, formed by two scalar fields. We
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studied the cosmological parameters derived from one example, and we ve-

rified that they corroborate with the description of different phases of the

universe.

Keywords: topological defects, accelerated expansion, quintessence

models, cosmological parameters, scalar fields.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A existência de ondas solitárias foi relatada experimentalmente pela

primeira vez por Jonh Scott Russel, em 1834 [1], em um canal que cor-

tava as cidades escocesas de Edinburgo e Glasgow. Russel descreveu que o

processo de formação da onda solitária ocorreu quando um barco puxado

por cavalos ao longo do canal para repentinamente. Apesar do barco ter

parado a massa de água deslocada continuava em movimento, e ao se cho-

car com o barco criou uma onda solitária que possúıa forma arrendondada

e bem definida. Tal onda, conservava ao longo do canal, seu contorno e

sua velocidade. As ondas observadas por Russel foram equacionadas ma-

tematicamente por Koterweg e de-Vries, por volta de 1895, e a equação de

movimento que descreve estas ondas foi denominada KdV [2]. Tal oscilação

ficou conhecida como sóliton (ou onda solitária), e é caracterizada como

uma solução que satisfaz uma dinâmica não linear e por preservar infinitas

quantidades f́ısicas (no caso de um sóliton ideal como o da KdV).

Soluções não-lineares também estão presentes no contexto de teoria

clássica de campos, que também são interpretadas como soluções solitárias

e podem ser estáveis. Tais soluções são conhecidas como defeitos e em

uma dimensão possuiram duas configurações básicas, denominadas kinks e
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lumps. Os kinks são defeitos que conectam duas configurações distintas de

um dado modelo, e como veremos ao longo desta dissertação, são estáveis

sob perturbações. Já os lumps são defeitos associados à uma única configu-

ração de um dado modelo, e como abordaremos em nossas discussões, eles

serão instáveis sob perturbações. Soluções tipo defeitos possuem grande

aplicabilidade em diversas áreas da f́ısica, tais como f́ısica de altas energias

[3, 4], cenários de mundos-brana [5], modelos cosmológicos [6, 7] e f́ısica de

matéria condensada [8]. Esta dissertação é fundamentada na aplicação de

soluções tipo defeito em modelos cosmológicos de quintessência.

A cosmologia estuda o universo em sua mais larga escala, e nos anos

recentes tem vivido sua era de ouro de observações experimentais. Al-

guns exemplos de como essas observações alteraram nossa perspectiva de

visualizar o universo são os dados sobre a expansão acelerada do universo

[9, 10, 11], ou as medidas experimentais de ondas gravitacionais [12, 13, 14].

A descrição do universo atual é fortemente fundamentada no chamado mo-

delo cosmológico padrão, cuja proposta tem como ponto fundamental o

chamado Big-Bang. Outras caracteŕısticas marcantes do universo obser-

vável são sua homogeneidade e isotropia em larga escala, que fazem parte

do prinćıpio cosmológico e que foram observadas experimentalmente via

diferentes técnicas experimentais, tais como medidas precisas do diagrama

de Hubble através de supernovas do tipo Ia [15] e o espectro da radiação

cósmica de fundo [11].

No final dos anos 1990, dois grupos experimentais independentes de-

nominados Supernova Cosmology Project e High Redshift Supernova Team

comprovaram experimentalmente que o universo encontra-se em fase de ex-

pansão acelerada [9, 10]. Os grupos Supernova Cosmology Project e High
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Redshift Supernova Team esperavam que o brilho de uma supernova do

tipo Ia fosse maior do que seus desvios para o vermelho (redshift), sob a

hipótese de uma expansão não acelerada do universo. Ao invés disso, cons-

tataram que o brilho das supernovas ficava cada vez menor, caracterizando

uma expansão acelerada [9, 10, 16]. O mecanismo responsável por essa

expansão foi chamado de energia escura, e observações recentes revelaram

que ela corresponde a aproximadamente 70% do conteúdo de matéria do

universo [11].

Há diversas propostas teóricas para descrever a energia escura, entre

elas a mais simples é a adição de uma constante cosmológica às equações de

Einstein da relatividade geral. Outra proposta de posśıvel descrição con-

siste em modelos do tipo quintessência, na qual uma ação composta pela

lagrangiana de um campo escalar é acoplada à ação de Einstein-Hilbert.

Tal acoplamento, repercute tanto na equação de movimento relativa a den-

sidade de lagrangiana do campo escalar, quanto nas equações de Fried-

mann, provenientes da minimização da ação de Einstein-Hilbert [17, 18].

Consequentemente, o acoplamento escalar influencia na determinação de

parâmetros cosmológicos tais como: o parâmetro de Hubble, o fator de

escala, o parâmetro de aceleração, a densidade do universo, a pressão do

universo e o chamado parâmetro da equação de estado [17, 18].

Um ponto importante a ressaltar sobre formalismo de quintessência,

é que a grande maioria das análises de modelos fica restrita a resulta-

dos numéricos devido à complexidade das equações envolvidas. Com o

objetivo de explorar posśıveis soluções e parâmetros cosmológicos anaĺıti-

cos, uma formulação de primeira ordem foi proposta por Bazeia, Gomes,

Losano e Meneses [18]. Em que o campo escalar depende somente da va-
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riável temporal, e uma grande vantagem, é que não é necessário realizar

nenhuma aproximação na equação de movimento para obter uma solução

e parâmetros cosmológicos anaĺıticos. Consequentemente, evita-se regimes

aproximativos como o chamado regime de rolagem lenta ou slow-roll [17].

O formalismo de primeira ordem de modelos de quintessência des-

crito acima pode ser generalizado para acoplamentos envolvendo mais de

um campo escalar [17, 18]. Modelos inflacionários desse tipo são conhecidos

na literatura como inflação h́ıbrida [17, 18]. Contudo, tanto as equações de

movimento quanto as equações diferenciais de primeira ordem de modelos

como esses são acopladas, o que limita a classe de sistemas analiticamente

solúveis. Com o intuito de obter novos tipos de modelos que resultem em

novos comportamentos para os parâmetros cosmológicos, Moraes e Santos

aplicaram um método de extensão de modelos compostos por um campo

escalar em cenários de quintessência [19]. Essa aplicação resultou em ce-

nários cosmológicos potencialmente interessantes, além de apresentar uma

formulação capaz de gerar novos modelos de inflação h́ıbrida mais comple-

xos e ainda assim anaĺıticos.

Ao longo desta dissertação, estudaremos tópicos em teoria clássica

de campos e cosmologia de quintessência. Esse conteúdo será apresentado

da seguinte maneira.

No Caṕıtulo 2, abordamos um breve estudo de teoria clássica de

campos escalares reais, onde descrevemos a variação da ação de uma den-

sidade de lagrangiana composta por um campo escalar real, determinamos

a equação de Euler-Lagrange para este modelo e introduzimos o chamado

método BPS. Ainda nesse caṕıtulo, estudamos o conceito de carga topo-

lógica, e também desenvolvemos a metodologia da estabilidade de campos
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estáticos. Apresentamos também conceitos gerais de modelos compostos

por dois campos escalares.

No Caṕıtulo 3 expomos uma revisão sobre conceitos de cosmologia,

apresentando o procedimento de minimização da ação de Einstein-Hilbert

acoplada à ação de uma lagrangiana composta por um campo escalar. Tal

procedimento permite encontrar as equações de campo de Einstein e a

partir delas determinamos as equações de Friedmann que serão necessárias

para o cálculo dos parâmetros cosmológicos. Nesse caṕıtulo, ilustramos

também como determinar a equação de movimento para o campo escalar e

revisamos o formalismo de primeira ordem proposto em [18], que permite

a obtenção de modelos de quintessência anaĺıticos.

No Caṕıtulo 4 estendemos os procedimentos adotados no Caṕıtulo

3 para modelos de inflação h́ıbrida, e introduzimos uma nova metodologia

que nos permite construir diversos modelos de quintessência compostos por

dois campos escalares que são analiticamente solúveis.

E no Caṕıtulo 5, apresentamos as conclusões e perspectivas futuras.
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Caṕıtulo 2

Tópicos em Teoria Clássica de

Campos Escalares Reais

Neste caṕıtulo apresentamos o estudo de campos escalares reais para

modelos de um e dois campos, no qual consideramos teorias de campos

relativ́ısticas que obedecem à métrica de Minkowski e escritas em unidades

naturais. Destacamos ainda, que os modelos abordados são compostos por

campos escalares com uma dimensão espacial (ou estáticos), os quais obe-

decem equações diferenciais de primeira e segunda ordem. Nestes modelos

buscamos por soluções tipo BPS (Bogomol’nyi, Prasad e Sommersfield),

as quais correspondem a defeitos não-triviais com energia mı́nima. Abor-

damos também os conceitos de corrente e de carga topológica, além da

definição do tensor energia momento. Finalizamos este caṕıtulo com a

análise de estabilidade das soluções quando estas estão sujeitas à pequenas

perturbações.

2.1 Modelo de um Campo Escalar Real

Uma teoria de campos composta por um campo escalar real φ pode

ser descrita de forma padrão através de uma densidade de lagrangiana L
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dada por

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) , (2.1)

onde V (φ) é o potencial que corresponde à teoria. Tal densidade de la-

grangiana está relacionada com a seguinte ação

S =

∫
L(φ, ∂µφ)dt d3x , (2.2)

sendo esta uma quantidade escalar.

A ação apresentada, é resultado da equação da densidade de lagran-

giana sob todo o espaço-tempo. Em nossas análises, trabalhamos com te-

orias de campos relativ́ısticas que obedecem a métrica de Minkowski, cujo

tensor métrico é dado por gµν = diag(+,−,−,−), para campos quadri-

dimensionais. Além disso, nossos cálculos são descritos em unidades natu-

rais, ou seja, tomando c = ~ = 1. Ao variarmos a ação anterior, verificamos

que (2.2) assume a forma

δS = δ

(∫
L(φ, ∂µφ)dt d3x

)
=

∫
dt d3xδL = 0, (2.3)

onde,

δL =
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ) . (2.4)

Assim,

δS =

∫
dt d3x

[
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(δφ)

]
= 0 . (2.5)

Após alguns cálculos e simplificações, a equação (2.5) pode ser rees-

crita como:

δS =

∫
dt d3x

[
∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

]
δφ = 0. (2.6)

7



Para que esta variação seja nula para qualquer região no interior do

espaço-tempo, é necessário que

∂µ
∂L

∂(∂µ φ)
− ∂L
∂ φ

= 0 , (2.7)

sendo esta última denominada equação de Euler-Lagrange ou equação de

movimento.

Podemos ver este procedimento de minimização em diversos livros

textos [20]. O exemplo mais simples de teoria de campos consiste naquela

formada por um campo escalar real φ = φ(x, t), onde por simplicidade,

adotamos um campo real em (1 + 1) dimensões. A ação e a densidade de

lagrangiana correspondentes a esta teoria são

S =

∫
Ldt dx, L =

1

2
∂µφ∂

µφ−V (φ), L =
1

2
φ̇−1

2
φ ′−V (φ) , (2.8)

onde

φ̇ =
∂ φ

∂ t
, φ ′ =

∂ φ

∂ x
. (2.9)

Substituindo L na equação (2.7), teremos:

∂2φ

∂ t2
− ∂2φ

∂ x2
+
dV

dφ
= 0. (2.10)

Nosso objetivo foi determinar soluções para esta equação de mo-

vimento considerando diferentes formas do potencial V (φ). Para tanto,

simplificaremos mais a teoria, considerando um campo estático, ou seja,

φ = φ(x). Essa consideração implica que a equação (2.10) assume a se-

guinte forma
∂2φ

∂ x2
=
dV

dφ
, φ ′′ =

dV

dφ
. (2.11)

A equação (2.11) corresponde a uma equação diferencial de segunda

ordem, contudo, esta ordem pode ser reduzida através de uma integração
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primeira. O procedimento de integração resume-se em multiplicar ambos

os lados de (2.11) por φ ′, resultando em

d

dx

(
φ ′

2

)
=
dV

dx
, (2.12)

logo, integrando ambos os lados da equação acima em relação a x, obtemos

φ ′ = ±
√

2V + C, (2.13)

onde C é uma constante arbitrária de integração que tomaremos como nula

a fim de gerarmos sistemas que possuam energia finita [21].

2.2 Método BPS

O método BPS foi proposto por (Bogomol’nyi, Prasad e Sommersfi-

eld), como podemos ver em [22, 23, 24, 25], que Este expõe como soluções

que obedecem as equações diferenciais de primeira ordem, que minimizam

a energia do sistema. A fórmula fundamental para ilustração do método

é a densidade de energia do sistema, que no caso de campos estáticos é

escrita como:

ρ(x) = −L =
1

2
φ′

2

+ V (φ) . (2.14)

A energia total do sistema será a integral desta densidade sob toda a di-

mensão espacial, ou seja,

E =

∫ +∞

−∞
ρ(x) dx . (2.15)

A equação anterior pode ser reescrita recombinando os termos do inte-

grando a fim de completar um quadrado perfeito, resultando em

E =
1

2

∫ +∞

−∞

[(
φ′ ∓

√
2V
)2
± 2φ′

√
2V

]
dx. (2.16)
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Analisando esta equação percebemos que caso o v́ınculo dado por:

φ′ = ±
√

2V (φ), (2.17)

seja obedecido, a energia do sistema é minimizada e dada por:

EBPS =

∣∣∣∣∫ +∞

−∞

(
φ′
√

2V (φ)
)
dx

∣∣∣∣ . (2.18)

Uma forma interessante de definir o potencial V (φ) consiste em es-

crever como:

V (φ) =
1

2
W 2

φ , (2.19)

onde Wφ é a derivada em relação ao campo φ de uma função W (φ), que

denominaremos de superpotencial. A definição anterior, permite reescrever

a energia BPS como:

EBPS = ±
∫ +∞

−∞

(
dφ

dx
Wφ

)
dx , (2.20)

ou ainda,

EBPS = |W [φ(+∞)]−W [φ(−∞)]| . (2.21)

Consequentemente, ao obtermos a forma da função W (φ), bem como a

evolução espacial do campo, ou seja φ = φ(x), podemos facilmente obter a

energia BPS. Além disso, a equação diferencial de primeira ordem para φ

possui a forma

φ′ = ±Wφ(φ) , (2.22)

cuja solução descreve a evolução espacial do campo escalar real.

2.3 Carga Topológica

A definição de carga topológica QT tem como objetivo caracterizar

defeitos topológicos e defeitos não topológicos, podendo ser determinada a

partir da seguinte corrente topológica:
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JµT = εµν∂µW, (2.23)

onde εµν é o pseudo-tensor de Levi-Civita anti-simétrico, pela troca de

µ → ν. Cada um destes ı́ndices tem variação de acordo com o número de

dimensões, no nosso caso, (1 + 1) dimensões implicam em µ, ν = 0, 1 [21].

As componentes deste pseudo-tensor são ε00 = ε11 = 0 e ε01 = ε10 = 1.

Esta assimetria informa que há uma conservação da corrente topológica,

ou seja,

∂µJ
µ
T = 0 . (2.24)

Estabelecido este v́ınculo e traçando um paralelo com cargas e correntes

de Noether, podemos definir a carga topológica [21] como

QT =

∫ +∞

−∞
J0dx =

∫ +∞

−∞

dφ

dx
Wdx = W (φ(+∞))−W (φ(−∞)). (2.25)

Através dessa equação percebemos que há dois tipos de soluções; uma em

que QT é diferente de zero, solução conhecida como solução topológica (ou

kinks), que são estáveis, e a segunda solução será QT igual a zero, chamada

não-topológica (ou lumps), a qual apresenta instabilidade.

Podemos observar das equações (??) e (??), para o qual pode-se

relacionar que a EBPS = |QT | que corresponde a uma energia mı́nima não

nula, temos uma solução estável. E para EBPS = |QT | onde a EBPS e a

QT são nulas, temos uma instabilidade.

2.4 Defeito Tipo Kink

Como comentamos previamente, a existência de uma carga topológica

provinda de uma corrente topológica conservada caracteriza um defeito tipo
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kink. Um exemplo de defeito com esta caracteŕıstica é a solução associada

ao modelo φ 4, cuja densidade de lagrangiana é

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) , V (φ) =
1

2
(1− φ2)2 , (2.26)

onde vemos que V possui dois mı́nimos em φ = ±1, como vemos no lado

esquerdo da Figura 2.1.

A equação diferencial de primeira ordem relativa a este modelo é

φ ′ = Wφ =
(
1− φ2

)
, (2.27)

A energia BPS pode ser obtida a partir da equação anterior e do

fato que nos extremos de integração φ = ±1 (estes valores também são

conhecidos como valores de vácuo do campo e correspondem aos mı́nimos

do potencial ilustrados no lado esquerdo da Figura (2.1). Podemos verifi-

car diretamente que a energia BPS e a carga topológica deste modelo são

EBPS = QT = 4/3. Além disso, a região do gráfico de V entre os vácuos

de φ é o setor topológico, ou seja, soluções neste setor sempre conectam os

mı́nimos do potencial.

- 1 0 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8
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0
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Figura 2.1: Gráfico do potencial φ4 e da solução anaĺıtica tipo Kink

O lado esquerdo mostra o gráfico do potencial φ4, V (φ) = 1
2(1−φ2)2,

já o lado direito revela a forma da solução anaĺıtica tipo kink.
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com solução anaĺıtica

φ(x) = tanh(x) , (2.28)

ilustrada no lado direito da Figura 2.1. Ao integramos Wφ em relação ao

campo, obtemos

W =

∫
dφWφ =

∫
dφ(1− φ2) . (2.29)

Deste modo, o superpotencial W (φ) associado a este exemplo possui a

seguinte forma funcional

W (φ) =

(
φ− φ3

3

)
. (2.30)

2.5 Defeito Tipo Lump

Como discutido anteriormente, ao contrário do que se apresenta no

defeito tipo kink, a carga topológica do defeito tipo lump é nula, caracte-

rizando uma solução não-topológica. Um exemplo de potencial a partir do

qual podemos obter soluções com estas caracteŕısticas trata-se do modelo

φ4 invertido, cuja forma expĺıcita é

V (φ) =
1

2
φ2(1− φ2), (2.31)

apresentada no lado esquerdo da Figura 2.2.

A equação diferencial de primeira ordem correspondente tem a forma

φ ′ = Wφ = −φ(1− φ2)
1
2 , (2.32)

cuja solução é

φ(x) = sech(x) , (2.33)

ilustrada no lado direito da Figura 2.2.
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Figura 2.2: Gráfico do potencial φ4 invertido e no lado direito a solução anaĺıtica tipo

lump

Além disso, ao integramos Wφ encontramos

W =

∫
dφWφ =

∫
dφφ(1− φ2)

1
2 = −1

3
(1− φ2)

3
2 . (2.34)

A equação acima permite verificar que tanto a energia BPS quanto a carga

topológica para este modelo são nulas. Observamos também que o po-

tencial V possui dois setores não-topológicos, conectando o mı́nimo local

(V = 0, φ = 0) com os pontos (V = 0, φ = ±1). Sempre que houver

setores como estes em modelos compostos por um campo escalar real, as

soluções conectando tais pontos serão lumps.

O lado esquerdo mostra o potencial φ4 invertido, V (φ)= 1
2 φ

2 (1−φ2),

enquanto no lado direito observamos a solução anaĺıtica tipo lump.

2.6 Estabilidade Linear

O estudo da estabilidade linear informa sobre as soluções estáticas

serem estáveis ou instáveis sob pequenas perturbações [26]. Esta meto-

dologia pode ser implementada considerando que o campo escalar possui

dependência espacial e temporal do tipo

φ(x, t) = φs(x) + η(x, t) , (2.35)
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onde η(x, t) é uma pequena pertubação e φs(x) é a solução estática. Subs-

tituindo a equação (2.35) na equação de movimento (2.10) encontramos

η̈ − η ′′ − Vφsφs η = 0 . (2.36)

Aqui observamos que η depende tanto da forma do potencial quanto da

solução estática φs. Considerando o seguinte Ansatz para a perturbação:

η(x, t) =
∑
n

ηn(x) cos(ωnt), (2.37)

a equação de evolução de η passa a ser escrita como:

− η ′′n + Vφsφs ηn = ω2
n ηn . (2.38)

Observamos que essa é uma equação tipo Schrodinger, onde Vφsφs faz o

papel de um potencial efetivo. Procedendo de forma análoga a utilizada

em mecânica quântica, podemos reescrever a equação anterior na notação

de operadores como

Ĥηn(x) = ω2
n ηn ; Ĥ = − d 2

d x 2
+ Vφsφs , (2.39)

onde ω2
n são os auto-valores e ηn(x) são os autovetores. Além disso, pode-

mos impor que sempre é posśıvel encontrar um autovalor mı́nimo para tal

equação, que denominaremos de ω0 ou modo zero. Podemos representar a

equação de autovalores em termos dos operadores a e a+, ou seja,

Ĥ = a a+ =

(
d

dx
+Wφs(φs)

)(
− d

dx
+Wφs(φs)

)
, (2.40)

onde a =
(
d
dx +Wφs(φs)

)
e a+ =

(
− d
dx +Wφs(φs)

)
. Como a hamiltoniana

Ĥ é Ĥηn(x), a equação (2.40) assume a seguinte forma

Ĥηn(x) =

(
d

dx
+Wφs(φs)

)(
− d

dx
+Wφs(φs)

)
ηn(x) , (2.41)
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desenvolvendo a equação acima, encontramos que:

Ĥηn(x) =

[
d2

dx2
+
(
Wφsφsφs +W 2

φsφs

)]
ηn(x) , (2.42)

que pode ser reescrita em termos dos operadores a e a+

Ĥηn(x) = a a+ = ω2
n ηn . (2.43)

Em analogia com uma equação de autovalores de um sistema quân-

tico, vamos considerar que existe um estado fundamental para este sistema,

cujo autovalor é ω 02.

Espectros discretos de um sistema quântico em geral podem ser pa-

rametrizados para que seus estados fundamentais possuam energia nula,

como é o caso do espectro de energia do oscilador harmônico quântico, por

exemplo:

En =

(
n+

1

2

)
~ω , (2.44)

e para um estado fundamental, considerando n igual a zero, tem-se:

E0 =
1

2
~ω . (2.45)

Contudo, podemos utilizar uma outra representação para o espectro

Ẽn = En −
(
n+

1

2

)
~ω (2.46)

na equação (2.29) vamos substituir o valor da equação (2.27)

Ẽn =
1

2
~ω −

(
n+

1

2

)
~ω = n ~ω, (2.47)

ou seja, para um valor nulo de n, teremos Ẽ0 = 0.

De modo análogo podemos supor um valor de n igual a zero para a

equação de auto-valores

a a+ η0(x) = Wφsφs η0(x) , (2.48)
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como

a a+η0(x) =

(
− d

dx
η0 +Wφsφs

)
η0(x) = 0 , (2.49)

ou seja
dη0
η0

= Wφsφsdx = 0 , (2.50)

lembrando que definimos a operador como
(
− d
dx +Wφs(φs)

)
na equação

(2.41), assim

aη0 =

(
− d

dx
+Wφs(φs)

)
η0 , (2.51)

logo
dη0
η0

= Wφsφsdx . (2.52)

Sabendo que a integral do lado direito da equação (2.51) é log η0, podemos

reescrever a equação da seguinte forma:

η0 = e
∫
Wφsφsdx . (2.53)

Vejamos que

d

dx
log η0 =

1

Wφs

Wφsφsφ
′
φs

= Wφsφs , (2.54)

sendo assim, a equação (2.52) pode ser apresentada na forma

η0 = e
∫

d
dx log(Wφs)dx = elog Wφs , (2.55)

ou

η0 = Wφs . (2.56)

Exemplo 1: Para um potencial do tipo φ4, com Wφs = 1− φ2s, cuja

solução anaĺıtica é apresentada por φs = tanh(x), teremos que

η0 = 1− tanh2(x) = sech2(x) , (2.57)

para

η(x , t) = η0 cos(ω0 t) , (2.58)
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e

η(x) = η0 sech(x) , (2.59)

assim a solução perturbada é φ(x) = tanh(x) + η0 sech(x), onde η0 � 1.

A equação anterior revela que η0 corresponde ao modo-zero de oscilação,

caracterizando a estabilidade da solução estática.
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η
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Figura 2.3: O gráfico η0(x) caracterizando estabilidade da solução estática de um potencial

do tipo φ4.

Podemos verificar que se o estado η0 for diferente do modo-zero de

oscilação este corresponde a um estado excitado, abrindo espaço para a

existência de um estado fundamental com auto-valor ω2
n < 0, ou seja ωn →

i ωn. A consequência de um estado deste tipo é que

η(x , t) = η0 cos(iωnt) = η0

(
eωnt + e−ωnt

2

)
. (2.60)

Analisando a equação (2.60) temos que para um tempo t tendendo à

infinito a pertubação η(x t) também tende ao infinito o que desestabiliza a

função, implicando na instabilidade de φs(x).

Exemplo 2: Para um potencial do tipo φ4 invertido, onde Wφs =

φ
√

1− φ2s, temos que φ′s = −Wφs e a solução anaĺıtica desse potencial é

φs = sech(x), consequentemente

18



η0 = Wφs = sech(x)
√

1− sech2(x) , (2.61)

correspondendo a um primeiro modo de oscilação. Desta forma a solução

φs(x) é instável.

- 6 - 3 0 3 6
- 0.6

- 0.3

0

0.3

0.6

x

η
0

Figura 2.4: O gráfico η0(x) caracterizando instabilidade da solução estática de um poten-

cial do tipo φ4 invertido.

Para a descrição de modelos constitúıdos por dois campos escalares

reais, a abordagem se inicia a partir da densidade de lagrangiana, que neste

caso é

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+
1

2
∂µχ∂

µχ− V (φ, χ), (2.62)

onde V (φ, χ) é o potencial. Ao se trabalhar com campos estáticos, obtemos

as equações de movimento

φ ′′ = Vφ ; χ ′′ = Vχ , (2.63)

nas quais φ = φ(x) e χ = χ(x). Além disso, a densidade de energia deste

modelo é tal que

ρ(x) =
φ′

2

2
+
χ′

2

2
+ V (φ , χ) , (2.64)

Deste modo, a energia total do sistema é dada por

E =

∫ +∞

−∞
ρ(x) dx =

∫ +∞

−∞

[
φ′

2

2
+
χ′

2

2
+ V (φ , χ)

]
dx , (2.65)
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na qual redefinimos o potencial, reescrevendo-o como

V (φ , χ) =
W 2

φ

2
+
W 2

χ

2
. (2.66)

Ao substituirmos a equação (2.66) na equação (2.65), temos

E =

∫ +∞

−∞

[
φ′

2

2
+
χ′

2

2
+
W 2

φ

2
+
W 2

χ

2

]
dx , (2.67)

que pode ser expressa na forma

E =

∫ +∞

−∞

[
1

2
(φ′

2

+W 2
φ) +

1

2
(χ′

2

+W 2
χ)

]
dx . (2.68)

Completando o quadrado perfeito no integrando, encontra que

E =

∫ +∞

−∞

[
(φ′ ∓Wφ)

2 + (χ′ ∓Wχ)2 ± 2Wφ φ
′ ± 2Wχ χ

′] . (2.69)

Caso as equações diferenciais de primeira ordem dadas por:

φ′ = Wφ(φ, χ) ; χ′ = Wχ(φ, χ) , (2.70)

sejam obedecidas, minimizamos a energia do sistema, além disso, que im-

plica em

EBPS =

∫ +∞

−∞
(φ′Wφ + χ′Wχ) , (2.71)

sendo EBPS a energia mı́nima do sistema, que é dada por:

EBPS = |W [φ(+∞), χ(+∞)]−W [φ(−∞), χ(−∞)]|. (2.72)

Uma maneira de buscar por soluções anaĺıticas para o sistema de equações

diferenciais apontado na equação (2.70), consiste em representar tal sistema

como
dφ

dχ
=
Wφ (φ, χ)

Wχ (φ, χ)
. (2.73)

cuja solução é uma função genérica do tipo φ = φ(χ), conhecida como

equação de órbita. Entretanto, a equação anterior, em geral, é não-linear

e de dif́ıcil integração anaĺıtica.
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A corrente topológica para modelos de dois campos pode ser definida

de maneira análoga ao caso de um campo, ou seja,

JµT = εµν∂µW (φ, χ), (2.74)

assim, como JµT é uma quantidade conservada, podemos associá-la a uma

carga topológica, cuja forma é

QT =

∫ +∞

−∞
J0dx . (2.75)

Consequentemente, no caso de um modelo de dois campos ficamos com

QT =

∫ +∞

−∞
J0dx =

∫ +∞

−∞

dW

dx
dx = W [φ(+∞), χ(+∞)]−W [(φ(−∞), χ(−∞)].

(2.76)

Deste modo, caso QT seja diferente de zero temos um setor topológico,

caraterizando soluções estáveis e caso QT seja igual a zero temos um setor

não-topológico, cujas soluções são instáveis.

Podemos observar das equações (??) e (??), para o qual pode-se

relacionar que a EBPS = |QT | que corresponde a uma energia mı́nima não

nula, temos uma solução estável. E para EBPS = |QT | onde a EBPS e a

QT são nulas, temos uma instabilidade.
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Caṕıtulo 3

Tópicos em Relatividade Geral

Acreditava-se que o universo era estático em larga escala, ou seja,

para as distâncias inter-galácticas ele permanecia constante. Em 1922,

Alexandre Friedmann demonstrou a partir das equações de campo de Eins-

tein que o universo sofre uma expansão acelerada. Uma maneira simples

de entender esse fenômeno é incluir uma constante cosmológica, que nesse

caṕıtulo estamos considerando modelos padrão de Friedmann-Robertson-

Walker (FRW) descritos por campos escalares reais, ou seja, a energia

escura como quintessência. Para melhor entendimento desta expansão ace-

lerada foi introduzido as equações de campo de Einstein, começando com a

dedução da acão de Einstein-Hilbert, que através de considerações chega-se

as equações de campo.

Com uma métrica FRW apropriada para tal descrição, aplicada as

equações de campo e de acordo com os prinćıpios cosmológicos, chegamos

as equações de Friedmann.

O tensor energia-momento considerando os campos escalares acopla-

dos a gravitação e representando como fluido perfeito e de acordo com a

conservação da energia relacionamos as equações de Friedman e a equação

de movimento. Com o formalismo de primeira ordem, encontra-se o pa-
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râmetro de aceleração, que como consequência pemite o entendimento da

expansão acelerada do universo.

3.1 Equações de Campo de Einstein

Introduziremos aqui as equações de campo da Relatividade Geral,

essas equações foram proposta por Hilbert em 1915, [16] e são derivadas

a partir da chamada ação de Einstein-Hilbert ou simplesmente ação de

Hilbert. Neste caṕıtulo demonstraremos como as equações de campo po-

dem ser determinadas a partir da minimização da ação de Einstein-Hilbert

em relação à métrica. Para tanto, partiremos da ação Einstein-Hilbert,

definida por

S =

∫
d4x
√
−g
[
−1

4
R + L(φ, ∂µφ)

]
, (3.1)

onde R é o escalar de Ricci, φ corresponde ao campo escalar, g é o determi-

nante do tensor métrico, gµν, g = (|gµ ν|) e adotaremos 4πG = 1. Fazendo

variar a ação, teremos

δS =

∫
d4x

[
δ
√
−g
(
−1

4
R + L(φ, ∂µφ)

)
+
√
−g δ

(
−1

4
R + L(φ, ∂µφ)

)]
,

(3.2)

nessa equação assumiremos que δ
√
−g = −1

2δ
√
−g gµ νδg µ ν a demonstra-

ção segue abaixo. Então, para uma matriz qualquer,

Tr(logM) = log(detM) , (3.3)

se variar o traço, temos

δTr(logM) = δ log(detM) . (3.4)

Assim,

Tr

(
1

M
δM

)
=

1

detM
δ (detM) , (3.5)
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sendo TrM =
∑

iMii, então

(M−1δM)ij =
∑
k

(M−1)ik δMkj , (3.6)

Reescrevendo a equação (3.4), temos

Tr(M−1δM)ii =
∑
k

(M−1)ik δMki . (3.7)

logo, determinamos o v́ınculo

Tr(M−1δM) =
∑
i

∑
k

(M−1)ik δMki . (3.8)

Considerando que M = g µ ν,M−1 = gµ ν e det(M) = g a equação (3.8)

assume a seguinte forma∑
µ

∑
ν

gµ νδg
µ ν = g−1δg , (3.9)

então

δg = gµ νδg
µ ν. (3.10)

Admitindo que a variação de
√
−g, é

δ
√
−g = −1

2

δg√
−g

, (3.11)

podemos substitúı-la em (3.10) nos levando à

δ
√
−g = −1

2

√
−g gµ ν δ gµ ν . (3.12)

Com a equação (3.12), podemos escrever a equação (3.2) da seguinte forma:

δS =

∫
dx4

{
−
√
−g
4

(
−gµ ν

2
R + 2 gµ ν L

)
δ µ ν +

√
−g δ

(
−R

4
+ L

)}
,

(3.13)

onde utilizamos R = gµνRµ ν. Ao tomar δ R e δL, temos:

− 1

4

√
−gδ R = − 1

4

√
−g [δ g µ ν Rµ ν + g µ ν δ Rµ ν] , (3.14)

24



δL =
∂ L
∂ g µ ν

δ g µ ν . (3.15)

Além disso, é posśıvel mostrar que a integral do segundo termo da equação

(3.14) sobre todo o espaço-tempo é nula por condições de contorno. Deste

modo, substituindo as equações (3.14) e (3.15) na equação (3.13) encontra-

se:

δS =

∫
dx4
√
−g

{
−1

4
(Rµ ν − 2 gµ ν R) +

1

2

(
2
∂ L
∂ g µ ν

− gµ ν L
)}

δ g µ ν .

(3.16)

Segundo a Teoria da Relatividade Geral há uma relação entre a ma-

téria e a geometria do universo, cuja forma matemática é

Rµ ν −
1

2
gµ ν R = KT µ ν , (3.17)

esta relação foi postulada por Einstein em 1916, o lado direito nos informa

sobre a geometria do espaço-tempo e, o lado esquerdo estabelece a relação

da matéria com o tensor energia momento. Através do prinćıpio de equi-

valência podemos determinar a constante de proporcionalidade K = 8πG
c4 ,

lembrando que estamos considerando o sistema natural de unidades, ou

seja, c = 1, onde c corresponde a velocidade da luz e adotaremos 4π G = 1,

assim,

Rµ ν −
1

2
gµ ν R = 2T µ ν . (3.18)

Substituindo a equação (3.18) em (3.16), determinamos a seguinte relação

2
∂ L
∂ g µ ν

− gµ ν L = T µ ν . (3.19)

No caso de vácuo, ou seja, na ausência de matéria, Tµ ν = 0, resultando em

Rµ ν −
1

2
gµ ν R = 0 . (3.20)
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3.2 Métrica FRW

De acordo com as observações de Hubble, o prinćıpio cosmológico

assume que em larga escala o universo é homogêneo e isotrópico, essa con-

firmação foi posśıvel através da descoberta da radiação cósmica de fundo,

feita por Arno Penzias e Robert Wilson, em 1965 [27]. A métrica apro-

priada para essa descrição do universo, consiste em um elemento de linha

correspondente a um espaço-tempo esfericamente simétrico corrigido por

um fator de escala. Tal elemento de linha possui a forma

dS2 = d t2 − a( t)2
[

dr2

1− k r2
+ r2(d θ2 + sin2 θ d φ2)

]
, (3.21)

onde a = a(t) é o fator de escala, k é constante de curvatura. Esta equa-

ção que define o elemento de linha é conhecida por métrica FRW, ou de

Friedmann-Robertson-Walker. Essa métrica admite três modelos geomé-

tricos para o nosso universo, o esférico com k = 1, plano com k = 0 e

hiperbólico com k = −1.

Aplicando a métrica FRW às equações de campo da gravitação para

obter as equações que descrevem a dinâmica do universo. Considerando

o universo homogêneo e isotrópico em larga escala, utilizando o elemento

de linha descrito pela equação (3.21), obtemos a matriz do tensor métrico,

dada por

gµν =


1 0 0 0

0 −a2/(1− kr2) 0 0

0 0 −a2 r2 0

0 0 0 −a2 r2 sin2 θ

 (3.22)
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e sua inversa, cuja forma é

gµν =


1 0 0 0

0 −(1− kr2)/a2 0 0

0 0 −1/a2 r2 0

0 0 0 −1/a2 r2 sin2 θ

 . (3.23)

Além disso, o tensor de curvatura, ou tensor de Riemann, é representado

por

Rρ
σµν = ∂µΓρ νσ − ∂νΓρ µσ + Γρ µλΓ

λ
νσ − Γρ νλΓ

λ
µσ , (3.24)

tratando-se de um tensor de quarta ordem que não depende da métrica.

O tensor de Ricci, é determinado por meio de conexão afim que obedece a

relação

Γσ µν =
1

2
gσρ (∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) . (3.25)

As simetrias associadas a esse tensor são tais que

Rµν = Rλ
µλν , (3.26)

sendo simétrico na troca entre do primeiro e o terceiro e\ou segundo e

quarto ı́ndices, e antisimétrico nas demais permutações. Podemos definir

o tensor de Ricci a partir do tensor de Riemann, faremos isso contraindo

os ı́ndices simétricos, de tal modo que

R = g µν Rµν , (3.27)

e através da métrica, a contração do tensor representa uma quantidade

geométrica, o escalar de curvatura R, que por sua vez, é considerado como

uma segunda contração de Riemann. Através da componente do traço da
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matriz gµν e da equação (3.27) podemos calcular as componentes não nulas

do tensor de Ricci que são expressas por

R00 = −3
ä

a
, (3.28)

R11 =
aä+ 2ȧ2 + 2k

1− kr2
, (3.29)

R22 =
(
aä+ 2ȧ2 + 2k

)
r2 , (3.30)

e

R33 =
(
aä+ 2ȧ2 + 2k

)
r2 sin2 θ . (3.31)

A partir das relações anteriores, verifica-se que o escalar de Ricci para a

métrica FRW possui a seguinte estrutura

R = −6

(
ä+ ȧ2 + k2

a2

)
. (3.32)

3.3 Tensor Energia-Momento

Por estamos trabalhando com campos escalares reais acoplados a

gravitação e segundo o prinćıpio cosmológico o universo é homogêneo e

isotrópico na métrica FRW, logo podemos considerar que temos um fluido

perfeito que permeia todo o universo. Tal afirmação é corroborada pela

conservação do tensor energia momento. Para um sistema de coordenadas

comoveis como podemos ver com mais detalhes em [28], [29] e [30], a forma

do tensor energia momento é tal que

Tµ ν = (ρ+ p)uµuν − pgµ ν , (3.33)

onde ρ corresponde a densidade de energia, p a pressão e u ao quadri-

vetor velocidade do fluido. Considerando o referencial de uma part́ıcula

estacionária temos uµ = (1, 0), deste modo,

T 0 0 = (ρ+ p) u 0 u 0 − p g 00 ; T i i = −p g i i, (3.34)
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cuja representação matricial é

Tµν =


ρ 0 0 0

0 a2p/(1− kr2) 0 0

0 0 a2 r2p 0

0 0 0 a2 r2 sin2 θp

 , (3.35)

logo, T00 = ρ , T11 = a2/(1 − kr2)p , para k = 0 , temos T11 = a2p , T22 =

a2 r2p , T33 = a2 r2 sin2 θp e ainda T = T µµ = ρ− 3p , sendo esse o traço da

matriz do tensor Tµν.

Substituindo as componentes do tensor energia-momento na equação

(3.18), encontra-se as respectivas formas para as equações de Friedmann

R 00 −
R

2
g00 = 2T 00 ; R ii −

R

2
gii = 2T ii , (3.36)

que após manipulações algébricas são reescritas como:(
ȧ

a

)2

=
2

3
ρ− k

a2
;

ä

a
= −1

3
(ρ+ 3p) . (3.37)

Na equação esquerda de (3.37) temos o termo ȧ
a que é denominado parâ-

metro de Hubble, ou seja, H = ȧ
a , resultando em

H2 =
2

3
ρ− k

a2
. (3.38)

Tal parâmetro permite obter informações sobre a taxa de expansão do

universo e a última equação em conjunto com o lado direito da equação

(3.37) compõe as chamadas equações de Friedmann.

Relacionando as equações de Friedmann encontra-se a equação da

continuidade para um fluido cosmológico

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0 . (3.39)

Dessa expressão pode-se estabelecer uma conexão entre densidade e pressão

[19], denominada equação de estado. A razão entre pressão e densidade é
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mediada pelo chamado parâmetro da equação de estado, cuja forma é

ω =
p

ρ
. (3.40)

A densidade e a pressão do universo podem ser determinadas em

termos de uma lagrangiana de campo escalar como aquelas vistas ao longo

do Caṕıtulo 2. No intuito de determinar ρ e p, considera-se a seguinte

lagrangiana

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) , (3.41)

a qual substituindo em

Tµν = 2
∂L
∂gµν

− gµνL . (3.42)

Deste modo, observamos diretamente que o tensor energia-momento pode

ser reescrito como

Tµν = ∂µφ ∂ νφ− gµ ν
[

1

2
g αβ ∂αφ ∂βφ− V (φ)

]
, (3.43)

cujas formas expĺıcitas de suas componentes são

T00 = φ̇ 2 −

[
φ̇ 2

2
− V (φ)

]
, (3.44)

Tii = 0 +

[
φ̇ 2

2
− V (φ)

]
, (3.45)

as quais ao serem comparadas com a equação (3.35), resultam em

ρφ =
φ̇ 2

2
+ V (φ) , (3.46)

pφ =
φ̇ 2

2
− V (φ) . (3.47)

Com base nesses dados, pode-se reescrever as equações de Friedm-

man, primeiramente substituindo as equações (3.46) e (3.47) na equação

(3.40), resultando no parâmetro da equação de estado

ω =
pφ
ρφ

=
φ̇ 2 − 2V

φ̇ 2 + 2V
. (3.48)
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Além disso, a densidade devido ao campo escalar permite reescrever a

equação (3.38) como

H2 =
2

3

(
φ̇ 2

2
+ V

)
− k

a2
, (3.49)

e, uma vez que, H = ȧ
a , tem-se que

Ḣ =
ä

a
− ȧ2

a2
=
ä

a
−H2 . (3.50)

Como apontado na equação (3.37),

ä

a
= −1

3
(ρφ + 3pφ) , (3.51)

assim, obtendo diretamente a relação

Ḣ +H2 = −1

3
(ρφ + 3pφ) . (3.52)

Deste modo, ao substituirmos a equação (3.44) na equação (3.51), encon-

tramos

Ḣ = −1

3
(ρφ + 3pφ)−

2

3
ρφ +

k

a2
= −ρφ − pφ +

k

a2
, (3.53)

que também pode ser escrita como

Ḣ = −φ̇
2

2
− V − φ̇ 2

2
+ V +

k

a2
= −φ̇ 2 +

k

a2
. (3.54)

A ação presente na equação (3.1) pode ser revista como

S = −1

4

∫
d 4x
√
−g R +

∫
d 4x L̃ ; L̃ =

√
−gL , (3.55)

cuja minimização em relação ao campo implica em

δ S =

∫
d 4xδL̃ = 0 . (3.56)

Esse procedimento resulta na equação de movimento

∂ L̃
∂ φ
− ∂µ

∂L̃
∂ ∂µ φ

= 0 . (3.57)
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Dado que a forma padrão da lagrangiana L é

L =
1

2
∂µ φ∂

µφ− V (φ) , (3.58)

a equação de movimento para o campo escalar fica com a forma

∂µ
(√
−g ∂ µφ

)
+ Vφ = 0 . (3.59)

Assim, se φ = φ(t), encontra-se que:

∂µ
(√
−g ∂ µφ

)
+ Vφ = φ̈+ 3

ȧ

a
φ̇+ Vφ = 0 , (3.60)

uma vez que, H = ȧ/a, a equação de movimento resultante para este

campo escalar é

φ̈+ 3Hφ̇+ Vφ = 0 . (3.61)

3.4 Formalismo de Primeira Ordem

Uma possibilidade de descrever a energia escura é através da inclu-

são de um campo escalar, abordagem esta conhecida como modelo φ Cold

Dark Matter (φ− CDM) ou modelos de quintessência. Para realizar essa

análise, nos baseamos nas equações de movimento associadas a dinâmica

desse campo escalar que nos permite explorar modelos cosmológicos. Nas

referências [31] e [18] temos uma simplificação na obtenção dessas solu-

ções, em que os autores reduzem a ordem das equações diferenciais de

movimento. Nesse primeiro momento, assumiremos uma geometria plana,

ou seja, k = 0, implicando nas equações de Friedmann

H2 =
2

3

(
φ̇ 2

2
+ V

)
(3.62)

e

Ḣ = −φ̇ 2 . (3.63)
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Agora definindo o parâmetro de Hubble como:

H ≡ −W (φ) , (3.64)

substituindo a equação (3.64) na equação (3.63), tem-se que

Ḣ = −Wφ φ̇ = −φ̇ 2 ; φ̇ = Wφ , (3.65)

onde, Wφ = dW
dφ . Isolando v na equação (3.62),temos:

2

3
V = H2 − φ̇ 2

3
→ V =

3

2
H2 − φ̇ 2

2
→ V =

3

2
W 2 −

W 2
φ

2
, (3.66)

então, podemos reescrever H em termos de

H = −Wφ ; φ̇ = Wφ (3.67)

e

V =
3

2
W 2 −

W 2
φ

2
, (3.68)

e, estas equações devem ser consistente com a equação de movimento

φ̈+ 3H φ̇+ Vφ = 0 , (3.69)

com

φ̈ = Wφφφ̇ = WφφWφ (3.70)

e

H = −W ; φ̇ = Wφ (3.71)

dessa forma, o potencial Vφ assume a forma

Vφ = 3W Wφ −WφWφφ , (3.72)

ou seja, o formalismo de primeira ordem é consistente com a equação de

movimento.

33



Para análise de modelos de quintessência, as quantidades f́ısicas como

a pressão, a densidade e a equação de estado ω, são muito importantes e

podem ser reescritas em termos do superpotencial W (φ), segundo

ρφ =
3

2
W 2 , (3.73)

pφ = W 2
φ −

3

2
W 2 (3.74)

e

ω =
pφ
ρφ

=
φ̇ 2 − 2V

φ̇ 2 + 2V
. (3.75)

Além dos parâmetros cosmológicos anteriores, uma outra quantidade rele-

vante para o tratamento da energia escura trata-se do chamado parâmetro

de aceleração q̄, cuja forma é

q̄ ≡ ä a

ȧ 2
= 1 +

Ḣ

H2
→ q̄ = 1−

(
Wφ

W

)2

, (3.76)

esse parâmetro de aceleração relaciona-se com a equação de estado através

de

q̄ = −1

2
(1 + 3ω) , (3.77)

no caso de um universo plano. Dado que, a porção de varição observacional

de ω deve respeitar os limites, −1 ≤ ω ≤ 1, consequentemente deveŕıamos

ter −2 ≤ q̄ ≤ 1, onde q̄ = 1 corresponde ao limite ω = −1, descrevendo

uma fase do universo dominada por pressão negativa. Tal fase, é consistente

com as recentes observações experimentais da expansão do universo devido

a energia escura.
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Caṕıtulo 4

Uma nova abordagem de

quintessência para modelos de dois

campos

Apresentamos neste caṕıtulo modelos de quintessência compostos por

dois campos escalares reais, onde utilizamos o formalismo de primeira or-

dem para descrever as dinâmicas do campos, e encontrarmos as equações

de Friedmann que foram implementadas no cenário cosmológico. Em se-

guida, a partir de um método alternativo que consiste em conectar dois

modelos de um campo para gerar um modelos de dois campos revelamos

como é posśıvel construir novas famı́lias de modelos h́ıbridos de inflação.

Analisamos os aspectos dos parâmetros cosmológicos extráıdos desses mo-

delos e apontamos como tais parâmetros descrevem certas caracteŕısticas

do universo observável.

35



4.1 Modelos de quintessencia para dois campos

A extensão do acoplamento entre a ação de Einstein-Hilbert com a

ação de uma lagrangeana composta por dois campos escalares do tipo

L =
1

2
∂µ φ∂

µφ+
1

2
∂µ χ∂

µχ− V (φ, χ) , (4.1)

na qual φ = φ(t) e χ = χ(t). Ao repetirmos os procedimentos do caṕıtulo

anterior, encontramos as equações de Friedmann

3

2
H 2 =

φ̇ 2

2
+
χ̇ 2

2
+ V ; Ḣ = −φ̇ 2 − χ̇ 2 . (4.2)

Além disso, as equações de movimento para os campos escalares são dadas

por

φ̈+ 3H φ̇+ Vφ = 0 ; χ̈+ 3H χ̇+ Vχ = 0 . (4.3)

O formalismo de primeira ordem pode ser implementado nesse cená-

rio cosmológico se estabelecermos uma vez mais, quer

H = −W (φ, χ) , (4.4)

que ao ser substitúıda na equação para Ḣ implica em

Ḣ = −Wφφ̇−Wχχ̇ = −φ̇ 2 − χ̇ 2 , (4.5)

que por sua vez, estabelece as equações diferenciais de primeira ordem

φ̇ = Wφ ; χ̇ = Wχ . (4.6)

Podemos verificar ainda, que as componentes de densidade e de pressão do

tensor energia momento possuem respectivamente as formas:

ρ =
φ̇ 2

2
+
χ̇ 2

2
+ V (φ, χ) ; p =

φ̇ 2

2
+
χ̇ 2

2
− V (φ, χ) , (4.7)

a partir das quais podemos calcular o parâmetro da equação de estado,

cuja relação é escrita como:

ω =
φ̇ 2 + χ̇ 2 − 2V

φ̇ 2 + χ̇ 2 + 2V
. (4.8)
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4.2 Criando modelos efetivos de dois campos a partir

de uma órbita

Modelos de quintessência dependentes de dois campos escalares têm

sido alvo de diversas investigações cient́ıficas ao longo dos últimos anos.

Dentre tais investigações, destacamos o trabalho de Ellis et al. [32], no

qual os autores revelam que modelos compostos por mais de um campo

escalar real permitem que a descrição da energia escura via campos es-

calares seja fact́ıvel com dados experimentais medidos pela colaboração

Planck [11]. Apesar desse aspecto atrativo relativo a quintessência com-

posta por dois campos escalares, modelos que pressupõem a interação entre

estes campos são de dif́ıcil solução anaĺıtica. No intuito de construir novos

modelos analiticamente solúveis formados por dois campos escalares reais,

aplicaremos o procedimento desenvolvido por Ferreira e Santos em [33].

A metodologia proposta consiste em utilizar uma órbita que conecte

os campos φ e χ, ou seja, um mapeamento do tipo φ = f(χ), para construir

um modelo de dois campos efetivo a partir de um modelo que possua

solução anaĺıtica [33]. Sendo assim, dado que as soluções de um modelo

anaĺıtico composto por dois campos obedecem as equações diferenciais

φ̇ = Wφ(φ, χ) ; χ̇ = Wχ(φ, χ) , (4.9)

podemos reescrever tais equações somando um zero, de tal forma que

φ̇ = Wφ(φ, χ) + c [φn − f n(χ)] F (φ) = W̃φ(φ, χ) , (4.10)

χ̇ = Wχ(φ, χ) + c [φn − f n(χ)] G(χ) = W̃χ(φ, χ) , (4.11)

onde c é uma constante real. Para que essa nova versão do modelo de dois
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campos seja consistente, ela deve obedecer o v́ınculo

W̃φχ = W̃χφ , (4.12)

resultando em

Wφχ − c n f n−1fχ F (φ) = Wχφ − c n φn−1G(χ) , (4.13)

revelando que

F (φ) = φn−1 ; G(χ) = −f n−1 fχ . (4.14)

Deste modo, as equações de primeira ordem podem ser reescritas

como

φ̇ = Wφ(φ, χ) + c [φn − f(χ)n] φn−1 , (4.15)

e

χ̇ = Wχ(φ, χ)− c [φn − f(χ)n] f n−1 fχ . (4.16)

Consequentemente, as equações diferenciais de primeira ordem acima men-

cionadas nos permitem derivar uma infinidade de novos modelos anaĺıticos.

4.3 Novos modelos e parâmetros cosmológicos

Considerando um modelo de dois campos associado às seguintes equa-

ções diferenciais de primeira ordem

φ̇ = b 2−φ 2+
b2
2

(
φ 2 − χ 2

)
; χ̇ = b1

(
b 2 − χ 2

)
+b2

(
b 2 − φχ

)
, (4.17)

cujas soluções anaĺıticas são

φ(t) = χ(t) = b tanh(b t+ τ) , (4.18)

onde b1+b2 = 1. Essas duas soluções revelam que a órbita conectando esses

campos é do tipo φ = f(χ) = χ. Assim, pode-se encontrar diretamente
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que a função G(χ) é tal que

G(χ) = −χn−1 . (4.19)

Desta maneira, as equações diferenciais de primeira ordem do modelo

efetivo são tais que

φ̇ = b 2 − φ 2 +
b2
2

(
φ 2 − χ 2

)
+ c (φn − χn) φ , (4.20)

e

χ̇ = b1
(
b 2 − χ 2

)
+ b2

(
b 2 − φχ

)
− c (φn − χn) χn−1 . (4.21)

Para analisar as carateŕısticas f́ısicas dos modelos cosmológicos, vamos con-

siderar o caso n = 2. Esse valor espećıfico de n faz com que as equações

acima possuam as formas

φ̇ = b 2 − φ 2 +
b2
2

(
φ 2 − χ 2

)
+ c

(
φ 2 − χ 2

)
φ , (4.22)

e

χ̇ = b1
(
b 2 − χ 2

)
+ b2

(
b 2 − φχ

)
− c

(
φ 2 − χ 2

)
χ , (4.23)

resultando no superpotencial efetivo

W = b 2 φ− φ 3

3
+
b2
2

(
φ 3

3
− χ 2 φ

)
+ c

(
φ 4

4
− χ 2 φ 2

2

)
+b1

((
b 2 χ− χ 3

3

)
+ b2 b

2 χ+ c
χ 4

4
+ b3

)
,

onde b3 é uma constante de integração. Ao substituirmos as soluções da

equação (4.18) na equação (4.24), determinamos que

H(t) = −W =
2

3
b3 tanh(b t+ τ)

(
tanh2(b t+ τ)− 3

)
− b3 , (4.24)

revelando que o parâmetro de Hubble é independente da constante c. As

caracteŕısticas desse parâmetro podem ser apreciadas na Figura 4.1. Neste
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gráfico, observamos que H possui dois valores aproximadamente constan-

tes, um para t ≈ 0 e outro quando t > 1, 5. Tais cenários correspondem a

peŕıodos de expansão acelerada do universo. Pode-se observar também que

há uma transição cont́ınua e suave entre esses dois regimes de expansão.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

5

10

15

20

t

H

Figura 4.1: Parâmetro de Hubble H(t) para b = 2.0, τ = −1.8 e b3 = −11.5.
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Figura 4.2: Parâmetro de aceleração q̄(t) para b = 2.0, τ = −1.8 e b3 = −11.5.
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Figura 4.3: Fator de escala a(t) em escala logaŕıtimica para b = 2.0, τ = −1.8 e b3 =

−11.5.
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Figura 4.4: Parâmetro da equação de estado ω(t) para b = 2.0, τ = −1.8 e b3 = −11.5.

Já o potencial cosmológico V , em termos dos campos, é escrito como

V =
1

96

(
12b2(χ+ φ) + φ3(−2b1 + 3cφ− 2) + 6χ2φ(b1 − cφ− 1)

−4b1χ
3 + 12b3 + 3cχ4

)2

− 1

8

(
−2b2 + φ2(b1 − 2cφ+ 1) + χ2(−b1 + 2cφ+ 1)

)2
−1

2

(
b2 + χ

(
φ(b1 − cφ− 1)− b1χ+ cχ2

))2
, (4.25)

o qual depende explicitamente de termos envolvendo a constante c. Outros

parâmetros relevantes calculados foram o parâmetro de aceleração, o fator

de escala e também o parâmetro da equação de estado, cujas formas estão

apresentadas abaixo

q̄ = 1− 18 b4sech4(b t+ τ)[
3 b3 − 2b3 tanh(b t+ τ)

(
tanh2(b t+ τ)− 3

)]2 , (4.26)

log a =
1

3

(
b2 sech2(b t+ τ)− 4 b2 log(cosh(b t+ τ))− 3 b3t

)
, (4.27)
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ω =
12 b4 cosh2(b t+ τ)[

b3(3 sinh(b t+ τ) + sinh(3 (b t+ τ))) + 3 b3 cosh3(b t+ τ)
]2 − 1 .

(4.28)

Os comportamentos desses parâmetros são revelados nas Figuras 4.2, 4.3

e 4.4. Nessas Figuras, percebe-es comportamentos que corroboram com as

caracteŕısticas de H(t). O parâmetro de aceleração q̄ inicia em +1 e faz

uma transição para valores negativos, o que condiz com o regime esperado

na era da matéria, quando ω = 0. Em seguida, q̄ passa a ser positivo

novamente, revelando um novo regime inflacionário.

A evolução do fator de escala a(t) ilustra dois peŕıodos de expansão

acelerada, um para tempos remotos, corroborando com a inflação primor-

dial, e outro para tempos futuros, caracterizando a fase dominada pela

energia escura. O mesmo comportamento é descrito pelo parâmetro da

equação de estado ω(t). Podemos ver, que inicialmente ω ≈ −1, indicando

um regime de expansão acelerada, regido por pressão negativa. Após esse

regime, observa-se uma transição cont́ınua de ω para valores positivos, com

um pico em ω ≈ 1/3, indicando a era da radiação. Em seguida, ω passa

a evoluir para uma nova era inflacionária ω ≈ −1, dominada pela energia

escura.

Podemos observar que esses três parâmetros cosmológicos são inde-

pendentes da constante c, deste modo, o procedimento adotado para gera-

ção de modelos cosmológicos anaĺıticos configura uma nova alternativa de

construir uma infinidade de modelos com parâmetros cosmológicos idênti-

cos. Acredita-se que análises como cálculo perturbativo da métrica, dever

implicar em v́ınculos para a constante c, que até agora permanece livre.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Ao londo desta dissertação fizemos um estudo em tópicos de teoria

clássica de campos escalares reais, de teoria da relatividade geral, e de mo-

delos de quintessência. Apresentamos nos Caṕıtulos 2 e 3 o formalismo

utilizado como base para o entendimento de soluções do tipo defeitos e

também de conceitos de cosmologia e relatividade geral. No Caṕıtulo 2,

destacamos a importância do método BPS para a determinação de mode-

los analiticamente solúveis que possuem energia mı́nima e são não-triviais.

Destacamos também, as condições de estabilidade dos defeitos estáticos,

além disso, debatemos como a carga topológica pode caracterizar estes de-

feitos como topológicos e não-topológicos. Ainda no Caṕıtulo 2, estende-

mos o formalismo de um campo para sistemas compostos por dois campos

escalares e ilustramos as dificuldades em encontrar modelos de dois campos

que sejam analiticamente solúveis.

No Caṕıtulo 3 apresentamos uma revisão detalhada sobre a relati-

vidade geral, com foco no acoplamento da ação de Einstein-Hilbert com

a ação de uma lagrangiana composta por um campo escalar real. A aná-

lise da dinâmica do campo escalar e das equações de Friedmann permitiu

observar como o campo escalar influencia diretamente no comportamento
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dos parâmetros cosmológicos. Revisitamos o formalismo de primeira ordem

proposto em [18], e debatemos sobre como este formalismo é essencial na

busca por modelos de quintessência anaĺıticos. A conexão marcante entre a

teoria clássica de campos escalares reais e a expansão do universo,ou seja, os

conteúdos dos Caṕıtulos 2 e 3 ocorre no Caṕıtulo 4, foi quando abordou-se

um modelo de inflação h́ıbrida que foi constrúıdo a partir da metodologia

apresentada em [33]. Exemplificamos essa metodologia com um modelo

anaĺıtico de dois campos. Através desse campo foi gerado parâmetros cos-

mológicos anaĺıticos que corroboram com a descrição de diferentes fases do

universo. Além disso, apontamos que os parâmetros cosmológicos constrúı-

dos através do modelo efetivo introduzido nesta dissertação, foram inde-

pendentes da constante c, sendo esta, o ingrediente fundamental do método

exposto em [33]. Essa liberdade de c permite que uma famı́lia de infinitos

modelos h́ıbridos descreva o mesmo cenário cosmológico. Acredita-se que

uma análise perturbativa deste modelo poderá leva a parâmetros cosmo-

lógicos dependentes de c, ou mesmo à um v́ınculo de origem experimental

para esta constante.

Como futuras perspectivas e aplicações da metologia apresentada,

destaca-se cenários com quebra de simetria de Lorentz [34], modelos de

gravitação generalizada do tipo F (R) e F (R, T ) [35] e também modelos

com decaimento do vácuo [36]. Deste modo, acredita-se que há uma vasta

aplicabilidade do procedimentos, as quais esperamos abordar e relatar em

um futuro próximo.
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[16] J. J. R. dos Santos, “Tópicos em Cosmologia com Campos Escalares”,

Tese de Doutorado - DF - UFPB, João Pessoa, (2011).

[17] W. H. Kinney, “Hamilton-Jacobi approach to non-slow-roll inflation”,

Phys. Rev. D 56, 2002 (1997).

47



[18] D. Bazeia, C. B. Gomes, L. Losano e R. Menezes, “First-order for-

malism and dark energy”, Phys. Lett. B 633, 415 (2006).

[19] P. H. R. S. Moraes e J. R. L. Santos, “Two scalar field cosmology

from coupled one-field models”, Phys. Rev. D 89, 083516 (2014).

[20] Ashok Das, “Lectures on Quantum Field Theory”, World Scientific,

Singapura (2008).
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