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RESUMO

Desde que solugdes da Teoria da Relatividade Geral (TRG) foram obtidas, pesquisadores
perceberam que tais resultados traziam consigo um novo tipo de fisica: a de buracos
negros. Pelo teorema de Hawking-Penrose e suas generalizacoes é demonstrado que no
centro desses objetos ha a formacao de uma singularidade, uma regiao do espago-tempo
em que a Fisica perde o sentido. Para que este entre outros problemas sejam contornados,
deve-se usar teorias mais fundamentais, tais com a Teoria de Mundos Branas ou Gravidade
Quantica de Lacos. Porém, utilizando-se dessa abordagem se promove uma nova dinamica
para os buracos negros, que ¢ a da pulsagao e com ela, consequentemente, surgem novos
efeitos no campo gravitacional. Aqui, analisa-se, a partir de um modelo de mundo brana,
um buraco negro que além de possuir a dinamica radial de pulsacao, possui momento
angular. Para se obter essa solugao se utilizou o algoritmo de Newman-Janis na métrica
estdtica proposta por Gao et al. (2018). Como resultado, obtivemos o elemento de
linha exterior ao fluido perfeito que pulsa e gira, simultaneamente. As analises feitas a
partir dessa nova solug¢ao nos conduzem a novos aspectos dos buracos negros, tais como
o achatamento do horizonte de eventos e a variacao da velocidade angular em funcao da
latitude e, como esperado, no limite em que o efeito dado pela teoria de branas estudado

¢ desprezivel, retomamos os casos da TRG: Kerr e Schwarzschild.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria da Gravidade Quantica. Buracos negros. Pulsacao e

rotacao.



ABSTRACT

Since solutions of the General Relativity Theory (TRG) were obtained, researchers
realized that such results brought with it a new type of physics: black holes. From the
Hawking-Penrose theorem and its generalizations it is demonstrated that in the center
of these objects there is the formation of a singularity, a region of space-time in which
physics loses its meaning. For this to be solved among other problems, one must use
more fundamental theories, such as the loop quantum gravity and braneworld models.
However, using this approach promotes a new dynamics for black holes, which is that
of the pulsation and with it, consequently, new effects appear in the gravitational field.
Here, we analyse, from a model of the braneworld, a black hole that besides having the
radial dynamics of pulsation, has an angular momentum. To obtain this solution we
used the Newman-Janis algorithm in the static metric proposed by Gao et al. (2018).
As a result, we get the outer line element to the perfect fluid that pulsates and rotates,
simultaneously. Analyses made of this new solution lead us to new aspects of black holes,
such as flattening of the event horizon and variation of angular velocity as a function of
latitude and, as expected, in the limit in which the effect given by the studied brane’s

theory is negligible, we return to the cases of TRG: Kerr and Schwarzschild.

KEY-WORDS: Theory of Quantum Gravity. Black holes. Pulse and rotation.
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Introducao

A Teoria Relatividade Geral (TRG) propoem que a forga da gravidade é um
efeito de curvatura do espaco-tempo, sendo essa provocada pela presenca de matéria-
energia contida nesse [1, 2, 3]. Sendo assim, dependendo de como estao distribuidos esses
elementos no cosmo, o campo gravitacional possuird caracteristicas/formas/geodésicas
especificas, que nos leva/ajuda a entender como os fenémenos, decorrentes dele, se dao
[1, 4]. Por causa disso é que desde o surgimento da TRG, em 1915, os pesquisadores
propoem resultados as equagoes de campo de Einstein-Hilbert. Essas solucoes sao de
grande importancia para a compreensao tanto da dinamica do campo gravitacional como
da evolucao do Universo, mutuamente ligadas.

Um exemplo dessas solugoes foi dado um ano depois que a Relatividade Geral foi
proposta. O astronomo e fisico alemao Karl Schwarzschild propos a primeira solucao exata
das equacoes de campo da TRG, conhecida atualmente como métrica de Schwarzschild.
Mas o principal ator dessa equacao se apresenta quando a analisamos para dois valores
bem especificos, r = 0 e r = 2M. O primeiro é interpretado como uma singularidade,
um ponto a qual a curvatura do espaco-tempo é tao alta que as leis classicas da natureza
falham [5]. O segundo resultado é analisado como o raio de um horizonte de eventos ou
Buraco Negro' (BN) [2, 6, 7, 8]. Além dessa solugao, outras subsequentes fomentam a
mesma conclusio. E o caso dos resultados obtidos por Reissner-Nordstrom (1918), Kerr
(1963) e Kerr-Newman (1965) [4].

Por mais natural que seja obter uma solucao tipo buraco negro pela TRG,

'Uma coisa que precisa ficar clara é que o buraco negro nao é a singularidade em si, mas o volume do
espago-tempo cercado pelo horizonte de eventos [7] que, consequentemente, envolve-a.



Introducao

além de haver bons fatos que evidenciam (indiretamente) a existéncia dos mesmos
9, 10, 11, 12, 13, 14], ndo é bem vista nem bem aceita pela comunidade cientifica a
ideia de que no centro dos buracos negros ocasione uma singularidade, pois, como ja
comentamos, no local/regiao onde essa é formada o espago-tempo perde o sentido fisico.
E na verdade, nao ha a necessidade da ocorréncia de um ponto extremo desse tipo para
que surja um BN, pois a principal caracteristica desse objeto é ter uma velocidade de
escape igual ou superior a da luz? [7, 15, 16].

Por esse fator é que nos ultimos anos vem sendo usadas novas teorias com
um carater mais fundamental ao qual tenta generalizar a TRG e resolver problemas
decorrentes dessa ultima. Acredita-se que esses impasses sao removidos caso a teoria
usada seja de gravidade quantica (TQG) [18]. Porém atualmente ainda ndo temos uma
unica TQG aceita por todos ou totalmente véalida, mas as duas principais concorrentes a
esse papel sao a teoria de cordas e a Gravidade Quantica de Lagos (LQG) [19, 20, 21].

Guiado por essa nova perspectiva, Changjun Gao et al. [19] analisaram o trabalho
sobre o colapso gravitacional classico de uma esfera de fluido perfeto (poeira) estudado
por [22] e o ampliaram (para outros tipos de matéria) e o corrigiram de acordo com
os principios dos modelos de Braneworld. Com esse aprimoramento eles demostraram
que no colapso de uma esfera fluida a singularidade é removida da solucao, permitindo,
assim, que uma expansao ocorra e seja contida pelo efeito gravitacional, sendo que o fluido
posteriormente recolapse, caracterizando com isso uma pulsacao.

Recentes evidéncias sugerem que essas estruturas realmente existem [14]. Entender
as novas caracteristicas que surgem com esse novo objeto é fundamental para uma
interpretacao correta dos fenomenos gravitacionais. E por isso, que neste trabalho nés
ampliamos/generalizamos o modelo de Gao et al., pois adicionamos a ele um efeito a
mais, o da rotacao. Para tal, executamos o algoritmo de Newman-Janis na métrica

estatica de [19] e auferimos um elemento de linha que denominamos de Buraco Negro

2Por isso, ndo é possivel obter informacdes do interior do horizonte, j4 que essas ndo conseguem escapar

de dentro [9, 17].

11



Introducao

Pulsante com Rotagdo (BNPR). Percebemos que a solugdo para o caso da poeira - a
unica que pode ser considerada BN - nos fornece uma série de novos aspectos para
esses objetos, como o “achatamento”dos horizontes de eventos e a variacao da velocidade
angular desse em funcao da latitude. Como esperado, tudo volta ao “normal” quando
considerado desprezivel o efeito caracteristico advindo do modelo de branas.

Mas para chegarmos a esses resultados, precisamos levar em conta a seguinte
sequencia légica: o primeiro capitulo ficou destinado a revisao do procedimento descrito
por [19] para a obtengao da métrica estatica (exterior) do buraco negro pulsante; no
capitulo seguinte a forma generalizada do algoritmo de Newman-Janis é apresentada
sendo esse a ferramenta matematica que nos possibilita o cdlculo do elemento de linha com
rotacao. Ainda nessa parte, iremos mostrar como o algoritmo é executado e obteremos a
métrica de Kerr a partir da de Schwarzschild e faremos algumas andlises do espago-tempo;
Por fim, no ultimo capitulo, usaremos as informacoes auferidas nos tépicos anteriores para
a obtencao de nossa solucao.

Aqui adotamos o sistema de unidades a qual G = ¢ = h = kg = 1 e a assinatura

da métrica como sendo (+, —, —, —).

12



Capitulo 1

Buraco Negro Pulsante

Em 1784, o astronomo inglés John Goodricke descobriu que a estrela chamada
de ¢ por Bayer, perto da Cabeca de Cepheus, mostrou com certo grau de regularidade
variacoes em sua luminosidade. Desde entao, foram descobertas varias outras estrelas
com esse carater luminoso, a qual atualmente sao denominadas de Cefeidas [23].

A explicacao tedrica desse fenomeno e também o primeiro elemento de uma teoria
de pulsacao veio com o fisico alemao August Ritter, em 1879. Ele propos a seguinte

expressao:

47

o? = (3y—4) 3

=By —4) -, (1.1)

9
R
onde 7 é o raio do calor especifico, g a aceleracao da gravidade na superficie, R é o raio
da estrela, e p é a densidade [23].

Com esta equacao foi possivel entender e obter uma representacao, notavelmente
boa, dos periodos de oscilacao luminosa observados. Porém, com o advento da TRG néds
passamos a ter uma perspectiva diferente do espago-tempo e com isso mudamos também
a analise sobre o mesmo. E por isso que foram necesséarios novos modelos mais rebuscados
para a descricao desse fenomeno. E o caso da solucao descrita por Oppenheimer e Snyder
(1939). Essa descreve o colapso gravitacional a partir da TRG de uma estrela no momento
em que todas as fontes de energia termonucleares sao esgotadas, fazendo com que a estrela
muito pesada entre em colapso. A menos que a fissdo devida a rotacao, a radiacao de

massa, ou a dissipacao de massa por radiacao, reduza a massa da estrela a ordem da do



Buraco Negro Pulsante

Sol, essa contracao continuard indefinidamente [22].

Todavia, como comentado anteriormente, a TRG nos proporciona solugoes que
admitem singularidade e por isso devemos substitui-la por uma teoria mais refinada.
E com esse designio que neste capitulo faremos uma breve revisao sobre o trabalho
de Changjun Gao et al. para entendermos como se d& a corregao da explicacao dada
por Oppenheimer e Snyder (1939) a partir dos modelos de LQG e/ou Braneworld, nos

conduzindo assim ao elemento de linha de nosso interesse.

1.1 Esfera fluida pulsante em coordenadas comodveis

O modelo padrao, também conhecido como modelo do Big Bang, é baseado em
um pressuposto, conhecido como o principio cosmoldgico, que afirma que o Universo é
homogéneo e isotrépico [3, 24, 25]. Dito de outra forma, tal principio estabelece que o
Universo é o mesmo em todas as direcoes, a partir de cada ponto do espago, e que nele
nao existem pontos privilegiados. Em suma, o que isto quer dizer é que o modelo ao qual
se aplica ao Universo como molde tedrico e que leva em conta o principio cosmologico é
descrito pela métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) (a qual descreve

a evolugao de um fluido perfeito), sendo dada por:
ds* = dt* — a*(t)dI* , (1.2)

em que t é o tempo fisico, a(t) é um fator de escala acoplado & métrica para corrigir
a escala do espaco e dI? representa o elemento de linha num espaco tridimensional de
curvatura constante, que é consequéncia da aplicacao do principio cosmoldgico.

Nas coordenadas esféricas, o elemento dI? é escrito como [24, 3, 26]:

g — dr?

=1 _2 " r2(d6? + sen*0dp?) | (1.3)

onde a constante k define a geometria do espago-tempo em questao. De fato, no caso em

que k = 1, a geometria é esférica e o Universo é fechado; quando kK = —1, a geometria é

14



Buraco Negro Pulsante

hiperbdlica e o Universo é aberto; por fim, na situagao em que k£ = 0, a geometria ¢é plana
e o Universo também é aberto.

Usando (1.3), a métrica (1.2) toma a seguinte forma:

dr?

2 2 2

+ 7r2(d6* + sen29dg02)) : (1.4)

Para se chegar a essa conclusao usamos o referencial ao qual se define que o
observador se move junto com a expansao ou contracao do fluido, ou seja, para o
observador a matéria fica em repouso em relagao a ele, e com isso a distancia s,p entre
dois pontos A e B é constante [27]. A homogeneidade de matéria implica que as linhas de
fluxo de um fluido sdo constantes ao longo das trajetérias (r, 0, ). E por isso, que essas
coordenadas sao chamadas de coméveis.

A partir da analise da figura 1, podemos perceber que a relacao entre o sistema de
coordenadas a qual (1.4) é descrita (como comdvel) e o sistema fisico, é dada pela relagao

27, 28]:
r=r-a(t), sendo que = send, (1.5)

onde x é a coordenada fisica, r é a coordenada comével.

Figura 1: esfera tridimensional que apresenta a relagdo entre as coordenadas
comdveis e as coordenadas fisicas.

ﬂ“_‘a

Vacuo

Dezenvolvido pelo autor.
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Buraco Negro Pulsante

Na figura acima, p é o raio préprio. Perceba que quando z aumenta (ou
diminue), a superficie A da esfera segue esse crescimento (ou decrescimento), mas ¢ e,
consequentemente, r ficam constantes.

Na expressao (1.4), o tunico termo desconhecido é o fator de escala af(t).
Obviamente, admitindo que a TRG é a teoria que descreve a evolucao do campo

gravitacional, este fator deve obedecer as equacoes de Einstein:
1
R, — §g,wR = kT, . (1.6)

Onde k é a constante de Einstein.

As componentes covariantes nao nulas da métrica de FLRW sao:

go=1, gu=—a*/(1—kr?), go=-r%a*> e gs3=—a’r’sen’d . (1.7)

Levando isto em conta, vemos que as componentes nao-nulas do tensor de Ricci

sao [3, 6, 24]:
Ry = —3i/a (1.8)
Ry = (ad + 2a® + 2k) /(1 — Kr?) | (1.9)
Rog = r*(ai + 24° + 2k) , (1.10)
Rsz = r*sen*0(ad + 2a* + 2k) . (1.11)

E, consequentemente, que o escalar de Ricci é
R=¢g"R,, = R=—6(ai+a+k)/a*. (1.12)
O tensor energia-momento de um fluido perfeito é dado por:

T,uzz - (,0 +p)uuuu — PAuv (113>

16



Buraco Negro Pulsante

onde p, p e u* sao, respectivamente, a densidade, a pressao e a quadrivelocidade da
matérial.

Para observadores comdveis, ou seja, que se movimentam junto com o fluido, temos
que u* = (1,0,0,0). Dai, temos que as componentes ndo-nulas do tensor energia-momento

sao dadas por:
Too = p, Ti=pa®/(1 —kr?), Ty =pria® e Ts3=pa’r’sen®d . (1.14)

Fazendo 4 = v = 0 e p = v = 1 nas equagoes de Einstein, e usando os resultados

apresentados, obtemos:

8
a = —Wpaz — K, (1.15)
3
e
. 1 , K
a=-—3 <87rap+ aH + —) , (1.16)
a

que sdo as equagoes de Friedmann, sendo @ = da/dt e i = d*a/dt?.

Estas equagoes, eq.(1.15) e eq.(1.16), determinam a evolugao temporal de a(t)
e, consequentemente, a dinamica do fluido. Em outras palavras, Podemos dizer que a
expressao (1.15) representa a velocidade radial da expansao ou contragao do fluido e a
seguinte, (1.16), a aceleragao.

Os tipos de matéria-energia e densidades que sao mais comumentes usadas na

literatura sao as da poeira, da radiagao e da matéria dura, respectivamente, descritas por:

_ Pp _ Pr _ Pm
p= 57 - g € - 57 (117>

onde p,, p, € py, sao constantes. Estas densidades podem ainda serem escritas numa tnica

equacao geral, dada por:

p:%, com f=1,2,4. (1.18)

INa equacdo (1.13), para que o principio cosmoldgico seja satisfeito, as quantidades p e p devem
depender apenas de t.

17



Buraco Negro Pulsante

Assumindo que a esfera fluida esta inicialmente em repouso em ¢ = 0 e tenha raio

inicial ag, temos:

a(0) =0, (1.19)
assim sendo, teremos:
_ 8mpy

Entao a eq.(1.15) pode ser escrita como sendo:

a:—\/m{(%>f—1]. (1.21)

A solugao desta expressao pode ser dada em termo da funcao hipergeométrica

seguinte:

: 11 17 af
t = _% . hypergeom <|:§7 —?:| , |:1 — ?:| 7%) —+ COTLSt., (122)

sendo 7 a unidade imaginaria.

Fazendo a andlise de (1.22), percebemos que, se f = 1, para que a esfera se contraia
de a = ag para a = 0, deve levar um tempo muito grande, ou seja, a partir do momento em
que a poeira comecar a colapsar esse efeito nunca mais cessard, e quando a = 0 for atingido
o estado classico da esfera fluida nesse momento tera densidade e curvatura infinitas e
uma singularidade serd formada: este é o resultado bem conhecido de Oppenheimer e
Snyder (1939) para o colapso da poeira. A singularidade mostra-se também em situacoes
mais gerais pelo teorema da singularidade de Hawking e Penrose e suas generalizagoes
[19].

Por outro lado, a solugao (1.22) revela que, no caso classico, quando f = 2,
a esfera fluida colapsa do raio inicial finito ag para um estado em que o “raio de

desaparecimento” (raio critico cldssico) a = 0 em um tempo préprio finito da ordem de

[19]:

t~ NG (1.23)




Buraco Negro Pulsante

Da mesma forma, quando em (1.22) assumimos f = 4 o colapso possui um
tempo finito, porém complexo. Isto, apenas indica que esse processo, dado pela atracao
gravitacional, para esse tipo de matéria, nao é atingido naturalmente. Isto implica dizer,
por exemplo, que planetas nao viram BN apenas por efeito da gravidade.

Sendo assim, vemos que existe um problema para o caso de f = 1, pois temos
uma divergencia que pode ser caracteristica de uma inconsisténcia dada pela TRG. Essas
singularidades, que sinalizam a quebra da teoria da gravidade de Einstein, devem ser
removidas em uma teoria da gravidade mais fundamental, como a LQG ou a teoria
de cordas [19]. Por isso, a expressao (1.15) para descrever um colapso de uma esfera
fluida deve sofrer uma alteragao devido aos modelos de brana e/ou LQG. Sendo, agora,

substituida por [19, 29]:

8T p
-2 2
= — 1-— 1.24
= (1- L), (1.21)
com p. sendo a densidade critica e tomada como da ordem da densidade de energia de

Planck p,;. Nesta expressao, tomamos £ = 0. Caso ele seja nao nulo, teremos:

8
a2 = gcﬂp (1 - i) — K, (1.25)

para modelos de mundos brana, e:

=l (2 L), (1.26)

para modelos de LQG, sendo p; = —Kxper € pa = per(l — KX).

A partir disto, é facil concluir que se temos xk # 0 as equagdes acima possuem
formas diferentes e com isso promovem resultados distintos, mas como as evidéncias
mostram que a geometria do espaco deve ser plana e como LQG e Braneworld para esse
valor de k produzem a mesma corregao, bastarfamos utilizar a eq.(1.24) para a adequada
corre¢ao. Porém Changjun Gao et al. propuseram o emprego de (1.25) para a corregao
da TRG. Além disso, resultados recentes de [30], nos mostram que a expressao (1.25)
nao necessita de um espago-tempo com uma dimensao temporal extra para sua validade,

como é proposto por [31].

19



Buraco Negro Pulsante

A figura 2, apresenta a curva que descreve a evolucao do raio da esfera fluida, com
p = pys/ aft2. O raio da esfera fluida oscila entre um maximo @, € um minimo am;,
sendo que a singularidade do caso classico em a = 0 nunca é formada. A razao para
esse comportamento pode ser entendida da seguinte maneira. De acordo com a equagao
modificada (1.25), a densidade de energia aumenta continuamente a medida que a esfera
se contrai, enquanto o termo s no lado direito desta equacao pode ser desprezado. A
medida que a densidade se aproxima da densidade critica, o colapso para e, a partir de
entao, a esfera comeca a se expandir. Quando atinge o raio maximo, a expansao cessa e

a esfera comega a colapsar novamente [19].

Figura 2: evolucio do fator de escala [a(t)] no tempo.

a_max

Retirado de: Changjun Gao, 2018.

Podemos, ainda, analisar a formacao ou nao de singularidade pelo escalar de
Kretschmann, sendo que esse nos fornece a quantidade de curvatura do espago-tempo

em questao. Ele é definido como [1, 2, 17, 32]:
H = Ry pe R, (1.27)

que calculado para (1.4), implica em:

1242
H = af , (1.28)

que nao diverge, pois a(t) > 0, com a correcao ja discutida aqui.
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Como o cenario descrito é de um observado comovel, percebe-se que a singularidade
nao é formada e disto surgem as seguintes questoes: a) fora da esfera fluida existe um
horizonte de buraco negro ou nao? b) as solugoes exteriores sao estéaticas? Para responder
a estas perguntas, é necessario considerar a situacao em que o observador se localiza no
infinito espacial (ou longe o suficiente da superficie da esfera fluida). Essa andlise serd

feita no préximo toépico.
1.2 Observador no infinito espacial

Para que possamos responder se a métrica dada por (1.4) com a corre¢ao dada por
(1.25) gera um horizonte de buraco negro, devemos estender o espago-tempo através da
superficie A da esfera fluida ao infinito espacial.

Para tal, como visto anteriormente, devemos fazer a seguinte mudanca nas

coordenadas de (1.4) [19]:

x
= —. 1.29
=0 (1.29)
Com esta mudanca, o elemento de linha de FLRW sera:
2 72
2 _ x*H 2 20 2y—1 7.2 2 102
ds” = (1 — m) dt” + mdtdaz — (1 = kre) " da® — 2°dQ)7, (1.30)

sendo que H = a/a, ou seja, o parametro de Hubble e dQ? = df?* + sen?0dp?.

Na perspectiva de eliminarmos os termos cruzados da eq.(1.30) devemos substituir
o tempo comével ¢ por uma nova coordenada?. Para que nossa mudanca seja consistente,
devemos entender de maneira geral como isso deve acontecer, em outras palavras,
necessitamos compreender quais condicoes essa transformacao deve satisfazer.

Entéao, a forma geral de uma métrica que possui um termo “cruzado (z-t)”é dada

por [6]:

ds® = A(t,z)dt* + B(t,x)dz® + 2C(t, z)dtdx + D(t, z)d?, (1.31)

2Aqui vamos escolher uma mudanca diferente da proposto por Gao, Youjun, Shen e Faraoni (2018).
Porém, chegaremos a mesma conclusao, apenas sendo que nossa solucao possuird um carater particular
em relagao a dos autores ja citados.
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onde A(t,z), B(t,x), C(t,z) e D(t,z) sao fungbes arbitrérias de t e x.

Sabemos também que as equacoes de Einstein sao invariantes por transformacoes
de coordenadas. Por esta razao, podemos escolher um sistema que simplifique a expressao
(1.31) e a torne um pouco mais semelhante a (1.30). Entdo, é conveniente tomar as novas

2

coordenadas t’ e z’, de modo que t' =t e x"* = —D(t,z). Fazendo esta substituigdo na

equacao (1.31) e retirando a linha, obtemos:
ds® = A(t,z)dt* + B(t,z)dx* + 2C(t, x)dtdx — x*d)°. (1.32)

Mas queremos eliminar o termo cruzado. Para tanto, consideremos uma nova
coordenada temporal ¢, tal que, t’ = (¢, z). Assim, sendo m(t', x) uma fungao arbitraria

de t’ e x, temos:

m(t', z)(dt')* = m(t', z) [(g—i)Qda:Q +2 (g—i) (g—i) + (g—i)thQI : (1.33)

Escolhamos, arbitrariamente, que a fungao m(t’, z) satisfaz as seguintes equagoes

6, 32]:

m(t,2)(dt')? = A(t,z), (1.34)

m(t', ) (‘;—’;) (g—i) = O(t, ), (1.35)

ou seja, que t’ seja solucao da equacao diferencial seguinte:

Alt, z) (Z—D — Ot 1) (g—’:) — 0. (1.36)

Entao, nossa escolha devera satisfazer a condigao (1.36) para que ela seja adequada.
Dali, comparando as expressoes (1.32) com (1.30) e levando em consideragao as condigoes

acima descritas, concluimos que nossa escolha podera ser:

ot ot
e e _ ! — - F . 1'
dt ( t) dt xdl’ = dt' =dt dx (1.37)
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com
o1 rH
F:_%:_l—/{rZ—szzl (138)
Com estes resultados a equacao (1.30) torna-se:
1
ds* = . S(1—wr? —2?H?)| dt” — (1 — kr? — 2°H?) 'da® — 2%dQ*  (1.39)
— Kr

Definindo uma quantidade @), tal que:

Q* = L (1.40)

1 — kr?

Isso implica que:
ds* = Q*(1 — kr? — 2*H?)dt” — (1 — kr* — 2°H?) " da® — 2dQ°. (1.41)

Substituindo (1.18) em (1.25), e depois substituindo o valor encontrado na eq.(1.41), além

de algumas manipulacoes algébricas, teremos:

ds? — Qz {1_8_77Pf7"f+2 <1_ pr’f+2 )] dt? — 22402 +

3 gjf p xf"rg
-1
87T pfrf+2 pfrf+2 )

Aqui os componentes métricos devem ser entendidos como funcoes de t’ e x obtidos
pela resolugao das equagoes (1.29), (1.37) e (1.40). Esta métrica é continua com a
geometria interior (FLRW), ao qual pode se estender ao infinito espacial, contanto que
condigbes de juncao adequadas sejam satisfeitas na superficie A da esfera [19].

Para entender completamente o comportamento da esfera fluida corrigida
quanticamente, deve-se determinar também a estrutura do espacgo-tempo fora da esfera.
Mas ao fazer isso surgem as perguntas: o que é essa geometria exterior? Eo espaco-tempo
de Schwarzschild? A resposta é nao, pelo seguinte motivo. Na superficie A as geometrias
exterior e interior devem corresponder-se continuamente. De acordo com as condigoes de
juncao de Israel, se a partida nao puder ser alcancada, entao ha uma camada de material

na superficie A da esfera. A relacao entre o salto do tensor energia-tensao na superficie

23



Buraco Negro Pulsante

e sua geometria intrinseca é regulada por equagoes de campo (na relatividade geral, o
salto do tensor de Einstein é proporcional ao salto do tensor energia-tensao de acordo
com as equagoes de Einstein). No nosso caso, no entanto, nenhuma camada de material
estd presente em A e as condi¢oes minimas de juncao exigidas em qualquer teoria da
gravidade, que é a combinagao continua de 3-métricas induzidas e curvaturas extrinsecas,
sao impostas [19]. Nota-se que pontos semelhantes sao esclarecidos em termos gerais por
[33)3.

A seguir, obteremos o espaco-tempo exterior usando o “truque de superficie”.
Verifica-se que a geometria exterior corresponde continuamente a geometria FLRW
interior na superficie da esfera do fluido [19].

Na superficie da esfera, temos que r = ry (lembrando que r é uma coordenada

comdvel e ry é uma constante). Dai, a equagao (1.42) ficard assim:

2M [7+2 2M 2N\
ds” = { (1 )] dr [1 7 (1 7 2)} dx® — z°dQ*, (1.43)

onde temos que:

f+2
4 T
M; = %pfrg“ e 2= pr_o. (1.44)

Aqui redefinimos o tempo t/, para:

7= /Q(t’,ro)dt’. (1.45)

A partir da eq.(1.43), podemos perceber que quando f = 1 (que descreve o caso
da poeira sem pressao), temos que M; é a energia fluida que é cercada pela esfera. Os
[-termos presentes no elemento de linha (1.43), sdo gerados pela corregao dada pelos
modelos de Mundos Brana e/ou LQG (caso k = 0). Note também que quando f =1 e
| < x essa expressao se reduz a métrica de Schwarzschild. O mais importante para nos

neste trabalho, é que a expressao (1.43) descreve uma familia de espacos-tempos estaticos

3Para uma analise mais detalhada do que foi dito aqui, ver [19] e suas citagoes.
4Este método é descrito no Apéndice A da referéncia [19] para espacos-tempos gerais estdticas e
esfericamente simétricos)
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e esfericamente simétricos (de 2-parametros, My e [) [19] além de ser quadridimensional.
Por esse motivo, é que ela nos interessa, pois, como veremos adiante, estas caracteristicas
constituem os elementos chave para a aplicagao do algoritmo de Newman-Janis.

A interpretagcao fisica que se pode dar a eq.(1.43), é que esta representa a distancia
entre dois pontos infinitesimalmente préximos no espago-tempo exterior devido ao efeito
do campo gravitacional do objeto, sendo esse ultimo um fluido perfeito sem carga
elétrica com distribuigao esférica que possui uma dinamica radial de pulsagao (colapso
e expansao), sendo que a expressao em questao possui a corregao dada pelo modelo de
Braneworlds/LQG.

A equacao dos horizontes aparentes®, quando existem, é:

2M 142
_x_ff<1_:cf+2> =0, (1.46)
ou
_ 8_Wpfrg+2 1_ prro ™\ _ 0 (1.47)
3 xf perxft2 | '

Em geral, esta equacao tém duas solucoes positivas, o que significa que existem
dois horizontes aparentes com raios x; e x_. z, denota o horizonte aparente exterior e
uma superficie de redshift infinito, enquanto x_ denota um horizonte aparente interior e
também uma outra superficie de redshift infinito®.

Nosso préximo passo (no tépico seguinte) sera apresentar o algoritmo de Newman-
Janis de forma geral, e depois, como exemplo, executa-lo na métrica de Schwarzschild

para obtermos a de Kerr, que consiste numa métrica com rotagao.

5Nos capitulos seguintes faremos a argumentacio adequada para explicar o porqué desta escolha nos
proporcionar os horizontes de eventos.
6Para ver mais detalhes além de outros comentdrios sobre esta solucio, ver [19].
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Capitulo 2

Algoritmo de Newman-Janis (ANJ)

As equagoes da gravitagdo dadas pela TRG (eq.(1.6)), possuem de um lado a
informagao geométrica do espago-tempo e do outro como se da a distribuicao de matéria-
energia nesse ambiente. Com elas, podemos calcular o elemento de linha de um arranjo
fisico-material qualquer. Porém nem sempre os procedimentos algébricos condizentes aos
ingredientes que sao oferecidos as equagoes de campo einstenianas sao triviais e, as vezes,
nao é possivel obter solugoes analiticas exatas. Um exemplo, de um desses procedimentos
matematicos de dificil execugao via equacao de Einsten-Hilbert, é o calculo da métrica de
Kerr.

Nessa, levamos em conta a rotacao do objeto ao qual se estuda em uma métrica
geral, além dos outros elementos, e dela retiramos o tensor métrico que é utilizado em (1.6)
para auferir as equagoes de movimento [15]. Esse procedimento pode parecer simples, mas
resolver diretamente as equacoes de vacuo da TRG, acaba por ser um processo bastante
longo e geralmente dificil [2].

Por essa razao, a utilizagao do algoritmo de Newman-Janis (ao qual produz mais
facilmente uma métrica com rotacao sem que seja preciso resolver diretamente as equagoes
de Einstein-Hilbert) é mais indicada. Mas para tal, deve-se inicialmente ter uma métrica
“primaria”’ao qual ela deva ser estatica, esfericamente simétrica e quadridimensional. Essa
servird de base para a construgdo da métrica com rotagao [34].

Neste capitulo, abordaremos a forma mais geral do ANJ e o utilizaremos, como

exemplo, na métrica de Schwarzschild para obtermos a de Kerr.



Algoritmo de Newman-Janis

2.1 Forma geral do ANJ

Descreveremos, agora, como gerar uma métrica com rotacao a partir de uma
estatica pelo método utilizado por Newman-Janis na obtencao do elemento de linha de
Kerr-Newman. A nossa perspectiva consiste em executarmos 4 + 1 passos algébricos!,
sendo esse tltimo apenas uma simplificacao da métrica obtida ao fim do quarto passo?
(34, 35, 36, 37, 38, 39]. Vejamos:

Dada a métrica estatica (quadridimensional) na forma:
ds? = 2 dt? — 2 ar? — 202, (2.1)

1° Faz-se a seguinte mudanca na coordenada temporal:
dt = du + X"~ dyr. (2.2)

Esta escolha se da quando consideramos uma classe de geodésicas radiais nulas, definidas
exigindo que ds® = 0 = ¢ = 0 e utilizando do principio variacional de Euler-Lagrange [2].
Como resultado da substituigdo de (2.2) em (2.1), teremos uma métrica nas

coordenadas avancadas de Eddington-Finkelstein, ou seja:
ds? = 2 dt? + 2N dydy — r2d02. (2.3)

2° Expressar a forma contravariante do tensor métrico correspondente ao elemento

de linha (2.3), ou seja:

0 e ¢r)=A) 0 0
y —e”2 0
9" = —1/r 0 (2.4)
—1/r%sen?0

Isto é feito para que o tensor métrico acima possa ser escrito em termos de

seus vetores de tetrada nula. Essa nova base é composta por quatro campos vetoriais

'Em algumas literaturas vemos que o ANJ é descrito em trés ou quatro ou até em mais passos ou
apenas num nico processo, porém isso nao é importante desde que os procedimentos descritos estejam
corretamente apresentados e conduzam ao mesmo resultado final.

2Esse passo j4 nos fornece o elemento de linha com os fatores que indicam a rotacao.
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independentes ef, onde 7 serve para rotular os vetores. Entao, trabalhando em um ponto,

definimos uma matriz de escalares g;;, chamada de frame metric, dada por:

9ij = gavesel, sendo que g;;'F = 6F 25

hs
Se escolhermos:
(e, €1, €5,e3) = (1% n* m* m"), (2.6)

podemos escrever:

g’ =1n" + 1"n* —mtm” —m”

m*, (2.7)

onde m* é o complexo conjugado de m*.
Os vetores nulos da base tetrada, descrito na forma avancada de Eddington-

Finkelstein, para a eq.(2.3), sao:

1" =gt (2.8)
1
it = OO e (2.9)
e
i 1 po b g
= (8 g0k ). (2.10)

Para tais vetores serem tetradas nulas, eles devem obedecer as relacoes de

ortonormalidade:
" =n,n"=mm" =0, [n'=-mm'=11[m'=nm"=0. (2.11)

3° Estender as coordenadas z” para um novo sistema de coordenadas complexas
Z°, e, simultaneamente, fazer com que os vetores da base tetrada fiquem sujeitos a uma

transformacao do tipo®:

Zh — ZM(3P,7°). (2.12)

3 Aqui condensamos os quatro vetores da base tetrada nesta forma por simplicidade, sendo que o indice
covariante serve para rotuld-los. Ou seja, temos Z¥ = (Z}', Zi', Z& | Z§) = (I*, n*, m*, mH).
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Mas que satisfacam a seguinte condicao:
28, 5) 500 = Z0(2). (2.13)

Ou seja, a escolha que complexifica as coordenadas deve ser de tal maneira que quando
tornarmos essas reais novamente, deveremos obter a forma original das mesmas sem

nenhuma alteracao. Assim, podemos escrever:

"=, (2.14)
=i A 1 =Z00
A <67A(r,r,9,9)7¢(r,r,9,9)) 5 — . (e’”(m’ ,9)> 5. (2.15)
~ L (o Lo
r sen

k= % (55 - S;néég‘) . (2.17)

4° Fazer uma escolha analitica para as coordenada complexificadas, que aqui

utilizaremos a mesma que foi escolhida por [39] e [34]:
T’ = 2P 4+ ia(df — 0))cos® com p=0,1,2,3. (2.18)

ou seja,

i =u+incostd, F=r—iacosh, =0 e @=q. (2.19)

Calculamos, agora, a transformacao dos tensores Z(ff em Z* utilizando (2.18) ou

o

(2.19), com a expressao:

OxP ~
M = — 7", 2.20
Y/ (220)
Com isso, teremos:
" =0y, (2.21)
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1
= e MrO=srO g1 Eemww’ (2.22)
— 4 0 )
m# = % (55 +——0l + a8 — 55‘)sene) (2.23)
(§]
st |
= % (5; - Se'ln 505 —ia(d — 5f)sene) , (2.24)

onde ¥ = r% 4 a?cos*0. Com isso, podemos calcular as componentes do tensor métrico
contravariante, dado pela expressao (2.7) usandos os vetores de tetrada nula (2.21), (2.22),

(2.23) e (2.24):

_a2s§n29 €7¢(T’9)7)\(T’9) + a?sen?9 0 —OZ/Z
. _ ,=2X\(1r0) __ a?sen®d
9" = ¢ z 0 /5 (2.25)
. . 1 0
) T Tsen26
E sendo a forma covariante desta matriz dada por:
62¢(r,9) eqﬁ(r,@)-}-)\(rﬁ) 0 a56n206¢(r,0) [eA(T,G) . e¢(r,€)
: 0 0 —asen?§ [e?O) A0

2 20,¢(r,0)
—senQG Y+ a“sen”fe — 1,
(gex(rﬂ)_eep(ne))

« 7

como o tensor métrico é simétrico, o ¢ usado para indicar que ¢, = g,,. Esta
métrica se preserva ainda nas coordenadas avangadas de Eddington-Finkelstein, ja que
as coordenadas em que ela esta descrita nos fornece geodésicas radiais nulas (em linhas

retas) [2].

Quando utilizarmos (2.26) para escrever o elemento de linha na forma:
ds® = g, datda?, (2.27)

estaremos de posse da expressao que nos fornece o resultado geral do algoritmo de

Newman-Janis (ANJ) para qualquer métrica que seja simetricamente esférica e estdtica®.

4Essa caracteristica se d4 pela auséncia inicialmente de termos cruzados na métrica e as componentes
nao serem fungoes explicitas do tempo, ou seja, para usarmos o ANJ o elemento de linha em questao
deverd possuir a mesma forma analitica de (2.1)
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Contudo, a forma a que a métrica (2.27) se apresenta com o emprego de (2.26),
embora relativamente simples, ndo possui uma aparéncia adequada para se trabalhar (com
o manuseio algébrico e interpretagoes fisicas advindas da mesma). Por isso, para eliminar
esse problema pode-se fazer uma transformacao de calibre para que a tinica componente
fora da diagonal seja g, [36, 37]. Para tal, precisamos processeguir com a execucao do
quinto e ultimo passo do ANJ.

5° Escrever a nova métrica nas coordenadas Boyer-Lindquist, por meio de uma
transformagao da forma du = dt + g(r)dr e dp = di) + h(r)dr, onde as fungoes g(r) e h(r)

serao dadas por:

6)\(1”,9) [Z + &2867129 (GA(T’9)+¢(T’9))}
e?r0) [¥ + a?sen?fe?A o))

g(r) = - (2.28)

h(r) = ac 2.29
(r) = Y+ a?sen20e2Nr0) (2:29)

Apo6s algumas manipulagoes algébricas verifica-se que nestas coordenadas,

(t,r,0,1), o tensor métrico dado por (2.26), torna-se:

e2e(r9) 0 0 asen®0e?™?) [An0) — go(n0)]
)
- [26*2)‘<Tv9)+a256n20] 0 0
G = . . -y 0 . (2.30)

2 20e%(r,0)
—867126 P a“sen~fe®\" —
(zew,e)_eas(r,e))

Este tensor métrico, nos fornece o elemento de linha ao qual o corpo esférico
que produz o campo gravitacional estd em movimento de rotacao. Salientamos que esta
representa uma familia completa de métricas que podem ser obtidas executando o ANJ em
qualquer métrica quadridimensional simetricamente esférica e estatica, sendo essa descrita
em coordenadas do tipo Boyer-Lindquist [35].

Nossa proxima etapa, como exercicio, consistird em executarmos o ANJ no
elemento de linha de Schwarzschild para obtermos o de Kerr e entendermos de fato a
obtencao de uma solucdo com rotacao a partir de uma métrica estatica. Além de que

faremos as andlises das propriedades, caracteristicas e consequéncias dessa nova solucao.
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2.2 Obtendo a métrica de Kerr via ANJ

Como comentado na segao anterior, a solucao de Kerr originalmente nao foi
desenvolvida aplicando o ANJ na métrica de Schwarzschild, mas sim resolvendo
diretamente as equagoes de Einstein-Hilbert para um corpo esférico girante [15, 40, 41, 42].
Aqui, vamos explorar esse algoritmo na métrica estatica de Schwarzschild e chegar na
mesma conclusao de Kerr.

Para tal, comegemos apresentando o elemento de linha base®, dado por [1, 2, 6, 25]:

2M oM\
ds? = (1 _ _> dr? — (1 — —) dz? — 2?dO>. (2.31)
x x
Com isto, temos que:
¥ — <1 - ﬂ) . e P = 2@ (2.32)
x

Entao, a mudanca para a coordenada temporal sera:

dr = du + dx. (2.33)

Com isto, o elemento de linha (2.31) se torna:

2M
ds* = (1 - —) du® + 2dudr — 2°d? (2.34)
x
e dele podemos retirar:
0 1 0 0
1 —(1-24 90 0
[l — T
g 0 0 —1/x 0 (2.35)
0 0 0 —1/(x*sen?0)

Utilizando as expressoes (2.8), (2.9) e (2.10), temos que os vetores nulos da base
tetrada, para o espaco-tempo de Schwarzschild, descrito nas coordenadas de Eddington-

Finkelstein, sao [39]:

=gk, (2.36)

®Aqui definimos t = 7 e r = z, para que a métrica (2.31) fique semelhante a de Gao (eq.1.43).
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mt =

1 n Lo
V2x (52 sen053> ’

Lembrando que m ¢ o complexo conjugado de m.

Usando, agora, o que é descrito no passo terceiro do ANJ, teremos:

1 1
T

=,

mt = ——

V2i

Em sequeéncia, o 4° passo nos fornece:

mt =

mh =

nt =

T — iecost

V2%

T + iacosd

V2%

S

)

(55 +— ~5§)
senb

s g

oae

send > .

b= ot
1 2Mx
MY AT

i T B sp
(62 + sen953 + ia(0}) 61)sen0)

(-

7

senb

O —ia(of — 5f)sen0> :

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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Com estes resultados e utilizando (2.7), teremos:

_ a?sen?9  z2%+4a? 0 _a
T Zxy o0 o
p ' = )
g ‘ _ _1/% 0 (2.48)
—1/(Xsen?0)
Lembrando que ¥ = 22 + a?cos?). Temos ainda que = = 22 + o — 2Mx.
Usando o Maple para calcular a inversa, teremos:
Mz asen?0
- [1 -7 (1) 8 2M Sy
. —asen
Guv = . .y 0 . (249)

sen?f (=, 2 2 2 2\2

2 [Eatsend — (o + 2%)?
Esta métrica ainda pode ser reescrita com apenas o termo g3 fora da diagonal,
utilizando as coordenadas de Boyer-Lindiquist (que consiste em nosso 5° e tltimo passo).

Para tal, temos para o caso de Kerr que:

2M =
du =dr + #dm, e dp=dy+ %dm. (2.50)

—
—

Com estas mudancgas em (2.49), teremos que a métrica de Kerr nessas coordenadas, serd

11, 2):

2
sen“0
d32 =

by
(dr — ozsenQQd@/))Q - [(z* + ®)dy — ozd7‘]2 — de2 —¥d§?.  (2.51)

41 1

Perceba que quando substituimos a = 0 em (2.51), retomamos a métrica original
(2.31). Veja também que os coeficientes dessa métrica sdo independentes de 7 e 1, e
consequentemente a solucdo ¢ estaciondria e axialmente simétrica [2, 40]. Porém surgem
as perguntas: a) O que caracteriza a rotagao na expressao (2.51)7 b) Quais os horizontes
dessa nova solucao? Vamos comegar respondendo ao primeiro questionamento.

O primeiro argumento que indica o giro do corpo em (2.51), surge quando a
comparamos com o elemento de linha de Lense-Thirring, para o campo gravitacional
exterior de uma esfera girante com densidade constante no limite de campo fraco. Nota-

se que « estd relacionado com a velocidade angular e (Ma) com o momento angular

[40].
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Uma outra forma de analisarmos essa quantidade é determinada em [40], que se

procede da seguinte maneira. Dada a métrica de Kerr-Schild:

2Mo3
2 2 2 2 2

2

«
(XY —YdX)| , (2.52)

o° + «

Z
dt + 2d7 + —2—(XdX + YdY) —
o o2 + a?

onde o é uma constatnte, faz-se a expansdo em série de poténcia de R™! (onde R? =

X2 +Y?+ Z2% é a distancia euclidiana), obtendo:

oM
ds* = dt* —dX?—dY® —dz? — (?> (dt + dR)* +

4Ma
R3

(XdY —YdX)(dt +dR) + O(R™). (2.53)

Agora, fazendo uma transformacao infinitesimal de coordenadas do tipo X* +——

X# 4+ T* implica que ds* = ds* + 2dT",dX*. Impondo que:

aM daM
IdX" = ﬁ(XdY —-YdX) = 2dI',dX"=4M 7

(XdY — YdX)dR,

entao a aproximagao (2.53), ficara:

2M
ds* = dt* —dX* —dY* —dZ* — (?> (dt +dR)* +
4Ma _
E (XdY —YdX)dt + O(R™). (2.54)

Os termos principais na aproximagao linear para o campo gravitacional em torno de
um corpo em rotagao descrito por Kerr (1960) ou Papapetrou (1974)¢ com a contribuicao

do vetor momento angular, j, sao dados por:
AR e X dX dt. (2.55)

Quando comparamos esta expressao com o pentltimo termo de (2.54), percebemos que:

—

J = (0,0, Ma). (2.56)

6Citados por [40].
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Caso se queira a velocidade angular do objeto, teremos que tomar certo cuidado
para obteé-la, pois a sua definicao convencional terd que ser ligeiramente modificada antes
que possamos aplica-la a algo tao abstrato quanto a uma métrica do espago-tempo [32].
Vamos considerar o destino de um féton que é emitido na diregao 1/3 em algum raio x do
buraco negro de Kerr. No instante em que é emitido, seu momento nao tém componentes

na direcdo 7 e 6 e, portanto, a condicio de que a trajetéria seja nula é 2, 32]:
ds® = goodT* + go3(drdy) + dipdT) + gsadip® = 0. (2.57)

Resolvendo esta expressao, teremos [32]:

d 2
o __gw (9_) iy (2.58)
dr g33 g33 g33

Se avaliarmos (2.58) para goo = 0 7, as duas solugoes serdo [32]:

W _y o W___ o
dr dr — 2M?2 4 o2’

(2.59)

A solugao nao-nula de (2.59) ¢é interpretada como o féton se movendo ao redor do
BN na mesma diregao da rotagao desse. Ja a solugdo nula de (2.59) podemos interpreté-
la como o féton estd direcionado contra a rotacao do BN (¥ = —mﬁ) e nao se move de
maneira alguma neste sistema de coordenadas. De maneira abstrata, o que ocorre nesse
lugar é que o espago-tempo flui na velocidade da luz [43]. Este tltimo caso é um exemplo
de um fendémeno conhecido como o “arrastamento de quadros inerciais” [32].

Para o contexto de particulas massivas, que devem se mover mais lentamente que
os fotons, sao necessariamente arrastadas junto com a rotacao do buraco negro quando
estao dentro da superficie do limite estaciondrio. Esse arrastamento continua a medida
que ela se aproxima do horizonte de eventos externo em z,. Nessa perspectiva, podemos

definir a velocidade angular do préprio horizonte de eventos, wgy, como sendo a velocidade

angular minima de uma particula no horizonte. Diretamente de (2.58), descobrimos que

"Como veremos adiante, essa escolha nos remete as superficies de limite estaciondrio ou também
conhecidas por superficies de red-shift infinito.
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para o caso de Kerr [32, 44]:

dy « Q
= <d_) ~ e iral oMo, (2:60)

Agora, para responder a pergunta “b”, temos que analisar as hipersuperficies® dada
pelo campo vetorial de Killing®.
Sendo ¢* um vetor de Killing (de uma métrica qualquer'®), temos que [2, 4, 15,

32, 44, 45):

e Se (,¢" < 0, a hipersuperficie é tipo-espago, e pode ser cruzada por objetos fisicos

somente em uma direcao;
e Se (, (" > 0, a hipersuperficie ¢ tipo-tempo, e pode ser cruzada em ambas as direcoes;

e Se (,¢" =0, a hipersuperficie é nula, e somente pode ser atravessada em uma dnica

direcao.

’

As hipersuperficies nulas separam as regioes tipo-tempo da tipo-espaco. E por
essa razao que essas estruturas sao chamadas de horizontes. Note que um objeto s6 pode
cruzé-la em uma unica dire¢ao: para “dentro”, no caso de buracos negros.

No caso do espago-tempo de Kerr, o vetor de Killing é dado por [2, 32, 44, 46, 47]:
K" =6 +wpydf (2.61)

Lembrando que wy é a velocidade angular do horizonte. Disto, e usando (2.49), (2.60) e

o fato de que no horizonte x = x, concluimos que:

KMK#ZO = g,U»l/K'uKV2900+2wH903+w?1933:0 =

SO 2Maz\?
v EsenZQ (wH -0 ) = 0. (2.62)

8Essas estruturas sao formadas pelo campo de Killing.

9Campos de Killing sdo os geradores infinitesimais de isometrias (preservam a métrica), ou seja, os
fluxos gerados por campos de Killing sao isometrias continuas da variedade, sendo essa ultima uma
generalizacao da ideia de superficie.

0L embrando que a assinatura da métrica levada em conta aqui é (4, —, —, —).
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2sen’d.

Onde temos que ¥ = (2% + o?) — Za
Diretamente de (2.62), concluimos que ¥ # 0 e ¥ # 0. Isso nos mostra que (2.62)

serd satisfeita quando = = 22 —2Mz +a? = 0, ji que wy = Moz — _a

= =5 = 5542 Dai, retiramos

que'l:

xe =M+ VM?— a2 (2.63)

Note que a existéncia do raio do horizonte de eventos, e do préoprio buraco negro, é limitada
pelo seu momento angular, ji que esse ultimo ¢ dado por (2.56). Entao, o> < M? é a
condigao para que o BN exista [2, 7, 32].

Agora, se tomarmos [2, 32]:
goo = 0. (2.64)

Como solucoes teremos as superficies de red-shift infinito, que sao estruturas externas ou
que coincidem com os horizontes, além de possuirem as caracteristicas ja descutidas pela
andlise das solugoes (2.59).

Logo, (2.64) para o caso de Kerr nos conduz al?:
rs, = M £V M? — a?cos?0, (2.65)

onde S serve para rotular a superficie de red-shift infinito.

A solugao (2.63) é regular em trés regides [2, 40]: =, < 2 < 00; x_ < x < T4;
0 < x < x_. Perceba que x, estd inteiramente dentro de S, e entre os volumes que
sao delimitados por estes valores temos uma regiao ao qual chamamos de ergoesfera. O
espago-tempo na ergoesfera flui mais rapido que a velocidade da luz (¢), mas o componente
radial interno da velocidade do fluxo é menor que ¢ [43]. As superficies que a compoe

sao do tipo-tempo apenas para valores de 0 < 6 < 7, pois para 6§ = 0 e § = 7, ou seja,

1A solucdo positiva representa o horizonte de eventos real. E aquele que é possivel ser observado,
literalmente. J& o resultado negativo é apenas um horizonte nao fisico, ou seja, uma solucao puramente
matematica.

12Da mesma forma que para os horizontes, a solucdo positiva nos fornece uma superficie real, enquanto
a negativa é apenas um resultado matematico, sendo que este ultimo advém da resolucao do polindmio
a partir de 2.64.
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nos polos, essas coincidem com o horizonte de eventos, que é a regiao em que o espaco-
tempo flui na dire¢ao radial para dentro na velocidade c¢. Assim, raios de luz viajando em
qualquer diregao nesse local ndo podem escapar para o mundo exterior!® [43].

Em S,, o cone de luz inclina-se na direcao de z@, crescendo de tal forma que
os fotons e as particulas sao forcados a orbitar a fonte na direcao de sua rotacao. E por
causa disto que a superficie de red-shift infinito é também denominada superficie de limite
estaciondrio [2, 32].

Observe a figura 3 e note o quao complexo é o espaco-tempo de Kerr.

Figura 3: representacio do espago-tempo de Kerr.

£

Event horizon r=r*

Ring singularity

Event honzon r=r"
- Stationary limit surface

(infinite red-shift surface)
g+

>y

Infinite red-shaft

surface 5 - Ergosphere

i
I
Symmetry axis (#=0)

Retirado de D'Inverno, 1992,

Esta imagem ¢é dada por um corte transversal central do buraco negro de Kerr.

BIsso faz com que o BN seja efetivamente negro.

39



Capitulo 3

Obtendo a solucao de Gao com
Rotacao

A TRG tem sido uma das mais brilhantes e complexas teorias que surgiram no
século passado. Ela é utilizada para descrever como o espago-tempo, devido a insercao
de um corpo no mesmo, é curvado. Dai, como antes descrito, entende-se que o campo
gravitacional é o efeito dessa curvatura.

Com essa visao, foi possivel explicar varios fenomenos que a gravitagao newtoniana
nao era capaz. Também surgiu um novo campo na ciéncia, a cosmologia relativistica,
regida pela TRG. Mas as solugoes que essa teoria proporciona admitem singularidade
e outros problemas que devem ser removidos, caso se queira uma explicacao correta e
completa dos fenomenos gravitacionais.

Todavia quando utilizamos uma teoria mais rebuscada para descrever os fenomenos
fisicos, naturalmente aparecem novos efeitos e elementos dos quais nao se obtinham ou
nao eram explicados pela teoria anterior, e, com isso, as solugoes que eram validas devem
ser ajustadas ou obtidas no contexto da nova perspectiva, para dar a correta explicacao
dos fenémenos em questao. Por causa disto, como ja discutimos, é que [19] obtiveram a
solugdo que corrige a de [22] no contexto de mundos brana, além de atualmente existirem
indicios, como ja falamos, que indicam a existéncia desse objeto.

Agora, nosso intuito é ampliar essa solucao aplicando-a rotacao. Vamos analisa-

la para entender os novos fenomenos que, possivelmente, surgiram. E esperado que as
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solugoes obtidas admitam dois horizontes e duas superficies do limite estacionario, ja
que o espaco-tempo em questao sera de um objeto que gira. Porém, os resultados, de
modo geral, poderam nao serem iguais aos da TRG, ja que além de girar o objeto pulsa,
simultaneamente. Como consequéncia nosso resultado serd a expressao que generaliza a

solugao de Kerr.

3.1 Aplicando o ANJ

Nesta se¢ao, vamos efetuar o algoritmo de Newman-Janis na métrica (1.43), para
obtermos o elemento de linha do espago-tempo exterior ao fluido perfeito que pulsa e gira
ao mesmo tempo. Basta seguirmos os passos descritos no capitulo anterior.

Sendo assim, primeiramente, comparando (1.43) com (2.1), concluimos que:

f+2
o 2\@) _ 20(x) _ 1 _ % (1 _ v ) ) (3.1)

Fazendo a primeira mudanca de varidvel, dr = du + e*®~¢®)dz, obtemos:
ds? = @ du® 4 2duds — 1*dQ>. (3.2)

Que é a métrica de Gao et al. na forma de Eddington-Finkelstein. Desta, concluimos que:

-2 (-4%=) 1 o 0
_ 1 0 0 0
G = : 3.3
g 0 0 —a2 0 (3:3)
0 0 0 —z2sen?d

Usando o software Maple para calcular a matriz inversa desta, teremos:

0 1 0 0
B S o
g = o .
0 0 1z 0
0 0 0 —1/(x*sen?d)

Com o uso de (2.8), (2.9) e (2.10), teremos que os vetores de tetradas nulas, para o

espaco-tempo de Gao, serao’:

"= (3.5)

IPara garantir que a escolha foi adequada, verificamos a ortonormalidade entre estes vetores dada
pelas expressoes (2.11).
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1 2M [f+2
_osu el i o o
nt = o} 2[ 7 (1 xf”)} o,

1 1
w_— o p
m s (52 + S€n953)

e
1 i
Y IV R VA I
" V2 ( > senf 3)
Faremos, agora, a mudanca dada pelo 3° passo, que nos leva a:
" =g,
1
P b _ =4 f+2 i
V27 sent
e
1 i
T T _Jsu) |
\/55% ( 2 sen s
A partir do 4° passo, teremos:
" =0y,
1 (z — tacost) + (x + iacosh)’ 2M 17 +2
x — tacost _ i
mt = 7 (55 + iasenf(0h — 01) + Seneég‘)
e
B T + iacosd ) )
mt = > (55 — iasenf(0) — 0y') — sen05g> :

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Onde, mais uma vez, ¥ = 22 + a%cos%0 e o esté relacionado com o momento angular pela
expressao (2.56). Calulando as componentes do tensor métrico a partir de (2.7), sendo

utilizado (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16), chegamos a:

2 29

_« s;n 1+ azs§n20 0 _%
a?sen?0 «
gv=| - THHeETET 0 s (3.17)
. . -+ 0
. N S
Msen?0
Sendo:
(z —iacosh) + (x + iacosd)! 1
B = M; ( =7 - 2Mflf+22f+1' (3.18)

Observe que 3 é real para qualquer um dos valores de f. De fato,
e Se f =1, entdo (v —iacost) + (x + iacosh) =2z € R
e Se f =2, entao (z — iacosh)? + (z + iacosh)? = 2(x? — a*cos?h) € R
e Se f =4, entao (z — iacosh)? + (z + iacosh)* = 2(z* + atcos*d — 622 cos*d) € R
Para simplificar a expressao (3.18), tomaremos:
P; = (z —iacosf)! + (v + iacosd). (3.19)
Sendo assim, podemos reescrever (3.18), como sendo:

Py 1

— I f+2
5_Mf(zf) AM (3.20)

Usando o Software Maple para calcular a inversa da matriz (3.17), teremos:

1-7 1 0 afsen?d
1 0 0 —asen?d
G = 0 0 ¥y 0 (3.21)
afsen’d —asen®d 0 —(a?Bsen®d + a’sen?6 + X)sen?6

Como foi dito anteriormente, esta métrica ainda se conserva nas coordenadas avancadas
de Eddington-Finkelstein e ja contém os componentes que caracterizam a rotacao. Mas

caso queiramos simplifica-la ainda mais, prossigamos com o ltimo passo.
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O quinto procedimento consiste em escrevermos a nova métrica nas seguintes

coordenadas:

du = dr — (La?ﬁz) dr e dp=dy— <+52) dx. (3.22)

24 a? — % 4+ o?
Com tudo isto (e algumas manipulagdes algébricas), concluimos que o tensor métrico nas

coordenadas de Boyer-Lindquist, sera:

1-3 0 0 aBsen’d

B 0 -¥/6 0 0
G = 0 0 S 0 , (3.23)
afBsen?0 0 0 —Asen?0
sendo,

O=2*+a>-pY e A=2"+(1+ Bsen®d)a’. (3.24)

Escrevendo o elemento de linha, teremos:

by
ds* = (1 — B)dr* + 2aBsen*Gdrdi) — (@) dz? — Xdb? — Asen?Ody)?. (3.25)

A esta expressao daremos o nome de buraco negro pulsante com rotacao (BNPR).

Observe que ha apenas um termo “cruzado”(gyr = gr4) em (3.25). Este, indica
que o elemento de linha descreve o espago-tempo de um objeto com um momento angular,
sendo que o giro “varre”t. Ainda em (3.25), temos em (3 os elementos que caracterizam
a pulsacdo (que é o parametro [, decorrente da correcao dada pelo modelo de brana) e
também a rotagao (o angulo 6, advindo da execugdo do ANJ). Sendo assim, percebe-se
que esta expressao reproduz a distancia infinitesimal entre dois pontos do espago-tempo
exterior de uma destribuicao material esférica composta por um fluido perfeito ao qual
pulsa e gira, simultaneamente.

Note que quando a« =0, f =1 e |l < x, temos que  — 2M /x, ou seja, retomamos
o caso de Schwarzschild. Se o # 0, f =1 e [ < z, temos que  — 2Mx /%, que implica o
caso de Kerr. Se « =0, f =1 e [ nao muito menor que z, retomamos o caso de Gao. Se

a # 0, f =1 el nao muito menor que x, tem-se uma métrica com algumas caracteristicas
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analiticas semelhantes ao caso de Kerr, mas que nos fornece uma explicagao a mais, ja
que a distancia do observador ao objeto nao seré desprezada. Para outras conbinagoes a
métrica tem uma forma prépria, devido a correcao gravito-quantica do modelo utilizado
e também pela aplicacao para outros tipos de matéria. Vale esclarecer que essas outras
conbinagoes nao sao solugoes de vacuo das equagoes de campo de Einstein, e com isso os
horizontes auferidos com esses valores nao serao buracos negros, possilvelmente, podem
ser solugoes de Buracos de Minhocas ou pontes Einstein-Rosen.

Vale esclarecer que no caso classico, da TRG, nao é possivel obter uma solugao a
qual um buraco negro pulse, muito menos que faca isso e, simultaneamente, gire. Isso
porque nessa teoria nao ha um limite para a densidade de matéria-energia, ou seja, a
contracao da matéria pode ocorrer indefinidamente, como é mostrado pelo resultado de
[22].

No caso da teoria de branas, se uma esfera fluida colapsar e nao ocorrer uma
dinamica de pulsagao, a matéria serd comprimida até um limite maximo finito. Nessa
circunstancia o parametro [(ry) poderd ser considerado muito menor que o horizonte,
sendo que o objeto estudado terd as caracteristicas do caso de Kerr (se o # 0) ou de

Schwarzschild (se & = 0). Em outras palavras, ocorre o equilibrio radial dinamico.

3.1.1 Sobre a velocidade angular do BNPR

Vamos, agora, analisar a velocidade angular das estruturas que compoem o BNPR.
Para tal, problematizaremos da mesma forma que foi feito para o caso de Kerr.

Entao, consideraremos o destino de um féton que é emitido na direcao @ZAJ em alguma
distancia radial x do espaco-tempo exterior ao BNPR. No instante em que é emitido, seu
momento nao tém componentes na direcao z e 0 e, portanto, a condicao de que a trajetoria
seja nula serd dada por (2.57), que quando a resolvemos, teremos as solugoes dadas por

(2.58), que avaliada para a superficie Sy, ou seja, gogo = 0, teremos as solugoes:

2
dipy -0 e dipa — ~—0z7 (3.26)
dr T=x dr r=x Esi + 20./2
S+ S+
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onde Y, = (7g,)* — a*cos?d.
Como vimos anteriormente, podemos definir a velocidade angular do préprio

horizonte de eventos. Utilizando (3.25) para (2.58)2, teremos de forma geral®:

+
0_ afsent \/@7 (3.27)
Asenf
que para o horizonte de evento (onde © = 0)*, teremos:
Q= W _ @ (3.28)

Ay 22 4a?
onde B, e A, s@o os valores destas funcoes no horizonte externo. Esta expressdao nos
fornece a velocidade angular do horizonte de eventos externo do BNPR. Note que ela tem
a mesma forma analitica da de Kerr, ou seja, da eq.(2.60), porém nao nos conduz ao
mesmo valor (caso levemos em conta a pulsagdo) ja que o raio do horizonte do BNPR é
diferente do caso citado.

Note que as solugdes (3.26) e (3.28) possuem no denominador uma funcao
dependente de 6, ja que r, = x,(0)°. Entdo, com uma andlise cuidadosa percebemos
que para f = 0 as expressoes nos dao um valor maior que para # = /2. Em outras
palavras, a velocidade angular do horizonte e da superficie S; do BNPR ¢ variavel com o

azimute e tem seu valor méaximo nos polos e minimo no equador.

3.1.2 Superficies de red-shift infinito do BNPR

Analisaremos, agora, a forma e o comportamento das hipersuperficies produzidas
pelo BNPR. Comegemos pelas superficies de red-shift infinito. Como vimos, essas sao

auferidas fazendo:

MP;  2MlI+?

7 + S =0 =

go=0= 1-8=0= 1-

2No horizonte do BNPR gog # 0.

3Esta solucdo ainda nio estd particularizada para o horizonte do BNPR, servindo esta para qualquer
ponto do espago-tempo.

4Demonstraremos isto mais adiante

®Isto s6 ird ficar claro na secdo (3.1.3), onde mostraremos que o raio do horizonte do BNPR varia com
o angulo 6.
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(2% + a*cos®0) T — My(2® + a’cos®0) Py + 2M 172 = 0 (3.29)

Para que possamos calcular as solucoes desta equagao, devemos particularizé-la para os
valores de f. Perceba que: para f = 1, (3.29) terd quatro solugoes; para f = 2, (3.29)
terd seis solugoes; se f = 4, (3.29) terd dez solugbes. Para todos os trés casos de f as
solucoes sao extremamente extensas, e por esse motivo apenas vamos expor as solucoes

explicitas para f =1, 2.

Sendo assim, quando f = 1 em (3.29), teremos as quatro seguintes solugoes
(gerais)®:
M, 1 1 My 8 4 c 1
x5, =7+§\/§i§ {2M1 <1+ﬁ> —ga cos @ — N — N3\3/§1 (3.30)

M1 1 N M, 8 » o 12
$5374—7—§\/§i§|:2M1 (1—ﬁ)—§a CcOS Q—N—m (331)

onde temos que:

1
N = 3\3/5{—128a600569 + 144M?Zatcosd — 144K o’ cos*0 4+ 108K M? + [(16a°cos®0

+ 36Mia’*cos*d — 144a* (a'cosd + K)cos?0 + 108 M7 (a'cosd + K)?)?

— 4(160tcos* — 12M?a%cos’0 + 12K)3] /2313 (3.32)
4 C
B =M} - —a’cos’0 + N + — 3.33
R N3V2 (3:33)
¢
V2 4, 4 2 2 2
C= ?(1604 cos"0 — 12M;a”cos 0 + 12K), (3.34)

sendo que K = 2M,13.
O parametro [ nao pode assumir em circunstancia fisica nenhuma - caso queiramos

que a esfera fluida pulse sem colapsar numa singularidade” - um valor igual ou menor que

6 Aqui usamos o Wolfram Alfa Online para gerar estas solucoes.
"Para termos o caso em que | = [(rg) = 0, deveremos impor que o raio da esfera seja nulo e nesse caso
haveria a formacao de uma singularidade, que queremos evitar.
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zero. Ent@o, vamos analisar o comportamente de (3.29) assumindo outros valores além

de zero. Sendo assim, podemos escrever:
Y = (2% + a®cos?0) T — My(2® + aPcos®0) Py + 2M 1712, (3.35)

para trés casos de K > 0. Dali, teremos os plots que estao descritos pelas figuras (3.1),

(3.2) e (3.3):

Figura 3.1: plot de (3.35) para f =1e¢ K = 2.

0 05 1 15

[E*]

— u=05M=1,K=2,8=0 a=05M= LK—Q‘H—'%

""" w=05M=1K=2,8=

o | =

Note que, para os valores oferecidos, nao ha a formagao de superficies de red-shift infinito, ja que

nenhuma curva “toca”o eixo da abscissa - nao hé a formagdo de um BN nestas condigoes.

De maneira geral, para o caso de f = 1 a superficie do limite estacionéario interna,
quando existe, diminue de tamanho enquanto a externa, também quando existe, aumenta
conforme o decréscimo de K = K(l(rg)), ou seja, com a dimunuigao do raio da esfera
fluida.

Vamos, agora, analisar o caso, a partir de (3.35), para f = 2. Vale esclarecer que
como as solugoes para f = 2,4 ndo satisfazem as equagoes de vacuo de Einstein (sem a

corre¢ao de branas) e no caso de f = 4 nao ter superficies fechadas, como mostraremos
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Figura 3.2: plot de (3.35) para f =1e K = 1.
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Observe que existem duas superficies de red-shift infinito, ji que as curvas tocam o eixo x em dois

pontos distintos.

Figura 3.3: plot de (3.35) para f =1e K =0,5.

— - =05 M=1K=056=0 =05, M= l,K:[).ﬁ,B'—%

S =05M=1,K=050=—

Veja que ha também duas superficies em questao. Em resumo, as trés situagoes mostradas pelos
gréficos anteriores nos revelam que com a evolucdo dindmica da esfera fluida (pulsando e girando), as
superficies de red-shift infinito podem existir ou nao, isso vai depender da dindmica (pulsando e

girando) da esfera fluida.
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adiante, buracos negros nao sao formados e, com isso, essas estruturas nao sao superficies
do limite estaciondrio propriamente ditas. Sao apenas aparentes®.

Dai, teremos as seguintes solucoes® °:

T, = £ (—48My0%c05%0 — 6W acos®0 + 16 M2 + 4M, W +W?2)2 | (3.36)

3-

e xs,, ., € C, ou seja, estas ultimas nao-convém. Onde temos que:

W = [-108K — 288M2a’cos®0 + 64 M3 + 12(768M3abcos®d

— 192Mjatcos*d + 81K? + 432K M2a2cos*0 — 96 K M3)Y/?)1/3, (3.37)

sendo K = QM52

Da mesma forma que K, o parametro K > 0. Dai, teremos os plots que estdo

descritos pelas figuras (3.4), (3.5) e (3.6):

Figura 3.4: plot de (3.35) para f =2 e K = 2.
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8Aqui, a palavra aparentes é utilizada para indicar que essas superficies poderdo ter algumas
caracteristicas idénticas as superficies .S, mas nao serao fisicamente essas estruturas, ja que nao envolvem
buracos negros.

9Solucoes obtidas pelo Maple
100s indices servem para rotular cada solucao.
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Figura 3.5: plot de (3.35) para f =2 e K=1.
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Aqui, vemos que hé a formagao de duas superficies, porém para um determinado valor angular.

Figura 3.6: plot de (3.35) para f =2 e K =0, 5.

3]

-1

— =05, M=1,K=05,08=0 @=05M=1,K=056="7

Da mesma forma que para f = 1, conforme a dinamica do BNPR e o dngulo do observador, as

superficies de red-shift infinito podem existir ou nao.
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Por fim, analisemos o caso, a partir de (3.35), para f = 4. Como ja dito
anteriormente, apenas vamos analisar qualitativamente as solugoes. Sendo assim, observe
os graficos seguintes. Para K = 2M,l5 = 2, teremos o0s plots que estao descritos pelas

figuras (3.7), (3.8) e (3.9):

Figura 3.7: plot de (3.35) para f =4 ¢ K = 2.

2

0 0.2 04 0.6 0.8 1 12

— - e=05M=1K=28=0 =05, M= l.!{'—la—%
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Note que nao existem superficies S para nenhum valor de 6.

Com isso concluimos que as superficies de red-shift infinito, podem existir ou nao.
Isso ird depender de como a evolucao do BNPR se dé. Percebe-se que com o decréscimo

do parametro (1) a superficie S_ diminue de tamanho enquanto a S, fica maior.

52



Buraco Negro Pulsante com Rotagao

Figura 3.8: plot de (3.35) para f =4 e K = 1.
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Aqui, surgem duas supeficies para valores préximos de 7/2. Veja que essas superficies ndo sao fechadas,

ja que dependendo do angulo nao a observamos.

Figura 3.9: plot de (3.35) para f =4 ¢ K = 0,5.

2
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- n
a=05M=1F=168=2
1 P}

— - a=05M=1,K=1,6=0
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Perceba que aqui também hé a formagcao de duas superficies aparentes para valores entorno de 6 = 7 /2.
Porém as superficies continuam abertas, ji que as curvas azul (§ = 0) e vermelha (§ = 7/4) ndo tocam

a abscissa.
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3.1.3 Horizontes de evento do BNPR

Agora, vejamos como sao os horizontes dessa nova solucao. Para tal precisamos

analisar o produto interno nulo entre os vetores de Killing. Sendo assim, tais vetores para

o BNPR!" sao dados por'?:
X" =6 + Quoy, (3.38)

Onde Qg ¢ a velocidade angular do horizonte (externo).

Usando a condigao que no horizonte x*x, = 0, Entao, teremos:

XX = Goo + 2Qm 903 + V3933 =0 =

2
X'xp = % — Asen?0 (QH — %) = 0. (3.39)

Diretamente de (3.39), levando em conta (3.28), ou seja, Qy = O‘TB, ficamos apenas com:

O=0 = 2*24+*-8Y=0 =

Py 2MlI+?

2 2 -
T+« MfEf Ef—i'l

=0 =
(22 + )% — MY Py +2M 72 =0 =

(22 + ) (2 + a®cos*0)! — M (x* + aPcos0) Py + 2M 1/ T2 = 0. (3.40)

Da mesma forma que fizemos o calculo para as superficies de red-shift infinito, devemos
particularizar a expressao (3.40) para os valores de f para obtermos as solugoes.

Consequentemente, note que: para f = 1, (3.40) terd quatro solugoes; para f = 2,

HPodem ser calculados usando um software matematico, ou algebricamente utilizando-se das regras e
expressoes descritas em, por exemplo, [1] e/ou [32] e/ou [44].

1234 que o BNPR possui uma dindmica rotacional o espaco-tempo exterior é do tipo estacionario. E
num espaco assintoticamente plano estacionario aximétrico, existe um unico vetor de Killing translacional
de tempo ¢* que é tipo-tempo préximo ao infinito com ¢#(,, = 1, e um tnico vetor de Killing rotacional
vH cujas Orbitas sao curvas fechadas com comprimento de pardmetro 27 [46]. A superposicao desses dois
constitui o vetor de interesse.
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(3.40) tera seis solugoes; se f = 4, (3.40) tera dez solugoes. De modo quase esperado, nem
todas as solugoes serao validas fisicamente.

Fazendo o calculo das solugoes para todos os trés casos de f, chegamos a solucoes
extremamente extensas, e, mais uma vez, por esse motivo apenas vamos expor as solucoes

explicitas de f =1, 2.

Sendo assim, quando f = 1 em (3.40), teremos as quatro seguintes solugdes
(gerais)!® 14
M1 1 1 ~ BO C() DO
x =—+—VVEyt=4/A)— — — , 3.41
1,2,3,4 9 2 0 2\/ 0 3\3/5 3BO 4\/?0 ( )

onde temos que:

1
Ay = M} — o* — a®cos*0 + g(a2 + a’cos®0), (3.42)
~ 1
Ay =2M} — o? — a*cos®0 — 5(042 + a’cos*0), (3.43)

By = {108M}a*cos*d — 36 Mia cos*0(a® + a’cos?0) + 2(a® + a’cos?0)® +

+ 108M?Z(a*cos®d + K) — 72(a* 4 a’cos®0)(a*cos®0 + K) + \/ Bo}'/3, (3.44)

By = [108M2atcosd — 36 M2a’cos*6(a® + acos?0) + 2(a® + a’cos?h)® +
1 1

+ 108M}(atcos®0 + K) — 72(a* + a*cos0)(a'cos®d + K)|* +

— 4(atcos*d + 14atcos*d 4 o* — 12M2a’cos®0 + 12K)3, (3.45)
Co = V2(atcos*0 + 14a’cos®0 + o — 12M?2a’cos’0 + 12K), (3.46)
Dy = 8M} + 16 M a*cos®0 — 8(a* + a*cos*0) M, (3.47)
e
Ey= Ao+ % + 3%00. (3.48)

13 Aqui, também usamos o software Wolfram Alfa Online para gerar estas solucoes.
4Vale esclarecer que o raio do horizonte de eventos exterior é descrito pela solucdo (3.41), assumindo
as combinagoes positivas.
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Vamos, agora, analisar o caso, a partir de (3.52), para f = 2. Lembrando que os
resultados, tanto de f = 2 quanto de f = 4, nao serao horizontes de BN, ja que, mais uma
vez, nao satisfazem as equagoes de viacuo de Einstein (sem a corregdo de branas). Em
outras palavras, as conbinagoes para f = 2,4 nao se reduzem as solugoes de vacuo das
equacoes de campo de Einstein, mesmo que nao levemos em conta a correcao do modelo
de branas utilizado. Por isso, sao apenas estruturas aparentes. Dai, teremos as seguintes

solucoes!®:

(4acos*d — 8atcos®d — 32Mya’cos*d — 4A,a%cos0 + 4a

1
= =+

o VoA,
— 16Mya® — 24,02 + 16 M2 + 4My A, + A2, (3.49)

e r3456 € C, ou seja, nao-convém. Onde temos que:

A = [8a600569 — 24a5¢c0s*0 — 96 Mycos*Oat + 24c0s20a8 + 48 Mycos*0a* +
+ 108K — 192MZcos*0a® — 8a® + 48 My — 96 MZa® + 64 M3 +

+ 12¢/By]Y? (3.50)

e
B, = —144Mgcos49a4f( + 72M200529a4f( - 288KM2260829052 +81K? +
— 12Ka® 4 96K M; + 36c0s°00° K + 72K Mya* — 144K M2a? +
—  48a®cos*OMZ + 192a°cos*O M3 — 192a’cos*O My — 480 cos® O M +
4+ 9608cosOM2 + 5760 cosOM; + 12a5¢cos°0K — 36a5cos*0K . (3.51)
Para que possamos analisar melhor as solugdes dada por (3.40), vamos estudar a
fungao:

Z = (2% + ) (2 + a®cos*0)! — M (2? + aPcos?) Py + 2M 1712, (3.52)

Observe os plots que estao dispostos pelas figuras (3.10), (3.11) e (3.12):

15Solucoes obtidas pelo Maple.
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Figura 3.10: plot de (3.52) para f =1e K = 2.
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Perceba que da mesma forma que as superficies de red-shift infinito, para esses valores nao hé a

formacao de horizontes de eventos.

Figura 3.11: plot de (3.52) para f =1e¢ K = 1.
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Veja que neste caso surgem dois horizontes de eventos, ja que as curvas tocam o eixo da abscissa em

dois pontos.
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Figura 3.12: plot de (3.52) para f =1e K =0,5.
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Perceba que o horizonte externo tem sua area aumentada com o decréscimo de I(rg) enquanto o interno

diminui.

Para os casos de K =1 e K =0,5 com f = 1, hé a formagao de dois horizontes:
interior e exterior. O interior é conhecido por Horizonte de Cauchy'® e o exterior é o fisico
(o que pode ser “observado”). Da mesma forma que as superficies S, temos que com o
decréscimo de [ o horizonte interno fica menor enquanto o externo fica maior.

Agora, os plots de (3.52) para f = 2. Neste caso, teremos um fenémeno diferente
dos demais casos, pois o raio dos horizontes diminui com o descréscimo de K (I(ro)). Além
disso, o caso em questao nos da apenas um horizonte (aparente) fisico. Nota-se que o raio
do horizonte é menor quanto menor for o valor de K. Para tal, observe os plots que estdao

dispostos pelas figuras (3.13), (3.14) e (3.15):

16Um horizonte de Cauchy é uma regido de contorno tipo-luz que pertence ao dominio de validade de
um problema de Cauchy. Um lado do horizonte contém geodésicas tipo-espaco fechadas e o outro lado
contém geodésicas tipo-tempo também fechadas [44]. Esse horizonte ndo tem uma utilidade ou relevancia
fisica, j& que o horizonte que caracteriza um BN além de ser o que € utilizado para auferir medidas desse
objeto é o horizonte exterior. O interno é puramente matematico.
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Figura 3.13: plot de (3.52) para f =2 e K = 2.
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Figura 3.14: plot de (3.52) para f =2 e K = 1.
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Figura 3.15: plot de (3.52) para f =2 e K =0,5.
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Por fim, analisemos o caso, a partir de (3.52), para f = 4. Como ji dito
anteriormente, apenas vamos analisar qualitativamente as solucoes. Entao, observemos

os plots que estao dispostos pelas figuras (3. . e (3. :
plots q ao disp pelas fig (3.16), (3.17) e (3.18)

Figura 3.16: plot de (3.52) para f =4 ¢ K = 2.
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Veja que neste caso nao surge horizontes de eventos (aparentes).
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Figura 3.17: plot de (3.52) para f =4 e K = 1.
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Aqui também nao hé a formacao de horizontes de eventos.

Figura 3.18: plot de (3.52) para f =4 e K =0,5.

[

0.5 =3 1 1.5

— =05 M=1,K=05686=0 a=05M=1,K=058= %

----- a=05M=1,K=050=—

Diferentemente dos casos anteriores, aqui, hé a formacao de horizontes de eventos que s6 sao percebidos
préximos ao equador do BNPR.

Note que como (3.41) é a tunica solugdo que representa um buraco negro e que

61



Buraco Negro Pulsante com Rotagao

essa depende do angulo azimutal 0, entao a forma tridimensional do horizonte nao sera
uma esfera regular (como nos casos dos BNs obtidos pela TRG). Ele terd, de maneira
geral, uma forma oblata (achatada). Para percebermos isto, basta analisarmos o plot da

variagao de xy em relacdo ao angulo 6, dado pela figura (3.19).

Figura 3.19: plot do raio do horizonte exterior de eq.(3.41) em fungao do angulo azimutal.
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Para valores de K > 1, se levado em conta os valores de massa e momento que fixamos, o BNPR nao
existe, pois nessas condigdes ndo hé a formagio de horizontes, j& que a solugao dada pela eq.(3.41) se

torna complexa, para tal configuracao.

Este efeito, de “achatamento”do horizonte, s6 é possivel por causa da dinamica da
esfera fluida que é pulsar e girar simultaneamente. Evidentemente, nao é possivel obter
uma solucao deste tipo com a TRG.

Sobre a condigao de existéncia do BNPR a partir de seu momento nao é a mesma
do caso de Kerr, evidentemente, pois os termos dados pela correcao do modelo de branas
que utilizamos faz com que o caso de a« = M nao seja o valor limitante. O que se percebe

é:

D -
Co o >0 e By>0. (3.53)

_ By
Bo#0, Ey>0, Ay— 0 >
s 0 7332 3B, 4aVE,
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Estas sao as condicoes para a existéncia dos horizontes do BNPR e, 6bvio, dele proprio.
Veja que nao mais temos uma unica condicao como no caso de Kerr, ja que os termos
advindos da corregao (que tém dependéncia com o parametro da pulsagao e com o angulo

azimutal) estdo contidos nestas expressoes.
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Conclusoes

Com o surgimento da TRG como uma teoria relativistica da gravitagao, surgiram
inimeras indagacoes sobre aspectos fisicos de corpos celestes, que nos conduzem a
interpretacoes que extrapolam as préprias leis da Fisica. Uma dessas interrogagoes surgiu
por volta de 1916, com Schwarzchild. Sua equacao, além de nos fornecer a curvatura
do espago-tempo devido a um corpo simetricamente esférico estatico e sem carga elétrica
no vacuo também dispoe que a matéria ao se concentrar e atingir um valor critico de
densidade, esse objeto fard com que o espaco-tempo no seu centro nao seja mais regido
pela Fisica que conhecemos e isso coloca a Relatividade Geral “contra a parede”. Por causa
disso, teorias alternativas com um carater mais fundamental advindas para a melhoria e
generalizagao dessa ultima foram e ainda sao propostas.

Dessa forma, Changjun Gao et al. (2018) propuseram a corre¢cao do modelo
de Oppenheimer e Snyder de 1939, com uma das teorias de gravitacao quantica mais
aceitas atualmente, que é a de Braneworlds (teoria de Cordas). Com esse aprimoramento
eles demonstraram que no colapso de uma esfera composta de um fluido perfeito a
singularidade é removida da solucao e assim permitindo que o processo de expansao seja
retomado, sendo que a gravidade atuante fard com que esse crescimento seja cessado, e
entao o fluido volta a se comprimir, assim, caracterizando uma pulsacao.

Na perspectiva de ampliar o trabalho de Gao et al., nés utilizamos, neste trabalho,
o algoritmo de Newman-Janis para aplicarmos rotacao ao elemento de linha estatico por
eles proposto, e com isso obtivemos a expressao (3.25) ao qual demos o nome de BNPR,
sendo que essa representa a distancia infinitesimal entre dois pontos no espago-tempo

exterior devido o efeito do campo gravitacional gerado por um fluido perfeito com simetria



Conclusoes

esférica, sem carga elétrica, com rotacao e pulsacao estando esse no vacuo.

Logo apéds, constatamos que a velocidade angular do horizonte de eventos varia com
a latitude, diferenciando-se assim do caso de Kerr. Em seguida, chegamos a conclusao
que o formato estrutural do horizonte nao era de uma esfera regular, mas sim possuia
uma forma oblata. Porém ¢é notado que quando certas condicoes especificas sao impostas,

retornamos as equagoes obtidas pela TRG, se a matéria em questao for a poeira.
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