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Resumo

Os campos escalares possuem uma gama de aplicagoes em diversos contextos, uma delas
estd na matéria condensada com os defeitos. Estes defeitos aparecem naturalmente através
da presenca de transi¢oes de fase no inicio do universo. O tipo de defeito, bem como
suas propriedades, dependem dos detalhes de cada quebra de simetria. Nesta dissertacao
utilizaremos uma aplicacao dos campos escalares ligada ao cenario cosmoldgico por meio
do estudo da quintesséncia, que envolve campos escalares acoplados a gravidade com a
finalidade de descrever uma fase de expansao cdésmica acelerada, se apresentando como
uma alternativa promissora no estudo da inflacdo cdésmica e da energia escura. Nosso
interesse estd em analisar solugoes cosmologicas baseadas no formalismo de primeira ordem
para encontrar modelos analiticos de 1 campo que descrevam a atual fase de expansao do
Universo sem a necessidade de utilizar uma aproximacao de sllow-rool. Os resultados sao
obtidos por meio de parametros cosmoldgicos analiticos que tornam os resultados aceitaveis
em relacdo aos valores experimentais. Através dos procedimentos mencionados, esperamos
compreender o processo de expansao do Universo acelerado, enfatizando o fato de que o

parametro de quebra de simetria de Lorentz é indispensavel para o modelo proposto.

Palavras-chave: expansao acelerada, quintesséncia, parametros cosmolégicos, campos

escalares, energia escura, quebra de simetria de Lorentz.






Abstract

Scalar fields have a range of applications in various contexts, one of which is in condensed
matter with defects. These defects appear naturally through the presence of phase
transitions at the beginning of the universe. The type of defect, as well as its properties,
depends on the details of each symmetry break. In this dissertation we will use an
application of scalar fields linked to the cosmological scenario through the study of
quintessence, which involves gravity coupled scalar fields in order to describe a phase of
accelerated cosmic expansion, presenting itself as a promising alternative in the study of
cosmic inflation. of dark energy. Our interest is in analyzing first order formalism-based
cosmological solutions to find 1-field analytical models that describe the current phase of
expansion of the universe without the need for a sllow-rool approximation. The results
are obtained through analytical cosmological parameters that make the results acceptable
in relation to the experimental values. Through the mentioned procedures, we hope to
understand the process of expansion of the accelerated universe, emphasizing the fact that

Lorentz’s symmetry breaking parameter is indispensable for the proposed model.

Keywords: accelerated expansion, quintessence, cosmological parameters, fields scalars,

dark energy, Lorentz symmetry breaking.
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1 Introducao

Einstein, com a sua teoria de gravitagao, a Relatividade Geral (RG), propos o
principio Cosmolégico e deu inicio a cosmologia moderna em 1917. Nesta data ninguém
suspeitava que o Universo estaria se expandindo e ainda mais de forma acelerada. Assim,
foi perfeitamente natural a busca por um modelo estatico. Tal modelo era uma solucao das
equacoes de campo de Einstein e seu principal obstaculo dizia respeito a prépria natureza
da gravidade, pois atuando sozinha causaria o colapso do universo sobre si préprio. Dessa
forma, para compensar os efeitos atrativos da gravitacao, Einstein introduziu um termo
adicional as equagoes de campo. Ele propos um termo que teria um sentido oposto ao da
gravidade, a constante cosmolégica. Tal constante introduz uma forga repulsiva a fim de
compensar a forca puramente atrativa gravitacional e desta maneira obtém um resultado

para o universo estatico requerido pelas observacoes da época.

Em 1922 o matematico e meteorologista russo, Alexander Friedmann construiu
um universo em expansao partindo das Equagoes de Campo de Einstein, porém sem
utilizar a constante cosmoldgica. Em 1927, o matematico belga G. Lemaitre mostrou que
a competicao entre a atragao gravitacional e a repulsao cosmologica no modelo estatico
era responsavel por uma instabilidade, podendo o universo estar em expansao acelerada.
Esta possibilidade acentuou-se consideravelmente, fazendo com que Einstein abandonasse
aos poucos a ideia de um universo estatico e, consequentemente, abandonasse a ideia
da constante cosmoldgica. A descoberta definitiva foi feita por Hubble em 1929, uma
expansao linear relacionando redshift a distancia, fez com que os modelos de Friedmann
fossem estudados e desenvolvidos por varios pesquisadores. Os estudos efetuados por
Lemaitre constituem atualmente, juntamente com a solucao expansionista obtida por
Einstein e de Sitter [1], a base matematica de boa parte da cosmologia. Tais solugoes foram
posteriormente classificadas do ponto de vista da simetria espacial por Robertson e Walker,
sendo frequentemente denominadas de modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

(FLRW) e tornou-se parte da cultura cientifica.

Estas descobertas levaram a ideia de um Universo dominado por uma forma de
energia com pressao negativa, que o tem acelerado pelos tltimos cinco bilhoes de anos. A
essa forma de energia deram o nome de energia escura. E importante notar que a energia
escura é diferente da matéria escura [2], j4 que esta ultima exerce atragdo gravitacional
sobre outros corpos. Ela é chamada escura porque nao emite radiacao eletromagnética, e
portanto, ndo pode ser detectada em nenhuma faixa do espectro eletromagnético. Ja a
energia escura provoca a repulsao sobre a matéria [3]. Atualmente acredita-se que 73% do
Universo atual é constituido de energia escura. Dentro deste contexto, foram propostos

varios candidatos para essa energia desconhecida, um deles seria reviver o modelo da
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constante cosmoldgica como possibilidade de explicacao para a natureza da energia escura.
Infelizmente, tal ideia logo apresentou inconsisténcias [4] e novos modelos apareceram na

literatura, mas até o momento nenhum deles provou ser o modelo definitivo [5].

Na presente Dissertacao utilizaremos um modelo chamado de quintesséncia, que
consiste em um modelo cosmoldgico onde a energia escura é representada por um campo
escalar acoplado a gravidade. A organizacao deste trabalho se dard da seguinte forma:
No capitulo 2 faremos uma breve abordagem sobre Teoria para um Campo Escalar Real,
mostrando como é obtida a equagdo de movimento de Euler-Lagrange. Serd apresentado
também o modelo BPS, onde veremos que é possivel obter as solugdes para as equacoes de
movimento de segunda ordem partindo de equagoes de primeira ordem. Em seguida apre-
sentamos a carga topoldgica, que é a responsavel pela existéncia dos Defeitos Topologicos.
Estes defeitos estao geralmente ligados a quebra de simetria do sistema. Na auséncia da
carga topologica os defeitos sdo denominados de nao-topolédgicos. Finalizamos o capitulo
falando da Estabilidade Linear, onde estudaremos sobre a estabilidade das solugoes de

equagoes de movimento.

O capitulo 3 tem como principal objetivo mostrar que o Universo se expande
aceleradamente. Para isso, introduziremos a equagao de campo de Einstein e em seguida é
apresentado o modelo FLRW, que consiste em uma métrica que descreve uma simetria
esférica, homogenia e isotropica corroborando com o principio cosmolégico. Aplicaremos
esta métrica nas equagoes de campo da gravitacao com a finalidade de encontrar o tensor
e o escalar de Ricci. Veremos que ao aplicar o tensor e o escalar de Ricci ao tensor
energia-momento para um fluido perfeito encontraremos expressdes que permitem obter
informagoes sobre a taxa de expansao acelerada do Universo. Finalizaremos o capitulo
apresentando o Formalismo de Primeira Ordem que tem por objetivo obter, de forma

simplificada, solugoes que diminuem a ordem das equacoes diferenciais de movimento.

Iniciaremos o capitulo 4 apresentando a energia responséavel pela expansao acelerada
do Universo, a energia escura. Uma energia que parece ter forga oposta a forca gravitacional,
fazendo com que as galédxias estejam sempre se afastando umas das outras. Veremos
que quando consideramos um campo escalar atuando como a energia escura teremos o
estudo da denominada quintesséncia. Destacamos também que a equagao de estado (uma
relagdo entre pressao e densidade) é um dos parametros essenciais na descri¢ao da expansao
do universo, quando seu valor aproxima-se de —1. Para trabalharmos com modelos de
quintesséncia, veremos que atualmente s6 existe um modelo sobrevivente composto por
um tunico campo. Diante dessa probleméatica, nossa proposta serd utilizar o formalismo
de primeira ordem para encontrar solucoes generalizadas que descrevam a atual fase do
Universo. Para isso, veremos que a quebra de simetria de Lorentz é fundamental nesse
processo, pois sem a utilizacao do termo que representa a quebra de simetria, nao obtemos

os resultados desejados e aceitaveis.
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No capitulo 5 apresentaremos as conclusoes e perspectivas para este trabalho.
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2 Defeitos Topoldgicos

2.1 Teoria para um Campo Escalar Real

Para entendermos o que é um campo escalar partiremos do conceito de grandezas
escalares, que podem ser entendidas como aquelas que se caracterizam apenas por um valor
numérico e uma unidade de medida. Sao exemplos dessa grandeza o tempo, a temperatura
e o volume. Um campo escalar é uma fun¢ao ¢(p) e cada ponto p do espago-tempo
se relaciona com uma grandeza escalar. A distribuicdo de temperatura em um mapa é
um exemplo de campo escalar, pois cada ponto da atmosfera terrestre se associa a uma
grandeza escalar, que neste caso ¢ a temperatura. Esses campos sao invariantes sob a

transformagao de Lorentz, ou seja, ¢(p') = ¢(p).

A densidade de lagrangeana para um escalar real é dada por:

1
£ = 50,60~ V(9), 1)
onde V(¢) é o potencial do sistema e indica o problema a ser estudado.

A dindmica de ¢ é descrita pela agao

S = / L(6,8,6)dtd’z, (2.2)

e a equagao de movimento (ou equagao de Euler-Lagrange) é obtida aplicando o principio
da minima ac¢ado. Vale salientar que estamos utilizando a métrica de Minkowski em um

espago de (141) dimensoes, ¢ = ¢(z,t). A Equagdo de Euler-Lagrange é dada por:

26 26 dV

e g tag = O (2.3)

ou

onde ¢ é a derivada segunda parcial do campo com relacdo ao tempo e ¢” ¢é a derivada
segunda parcial do campo com relagdo a posicao. Se considerarmos um caso de um campo
estatico, temos que a derivada de segunda ordem com relacdo ao tempo ¢ nula, assim a

equacao anterior torna-se

—¢"+V, = 0, (2.5)
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multiplicando, agora, ambos os lados da equagao por ¢’ vamos reduzir a ordem da equacao

utilizando alguns artificios mateméaticos, assim temos

dvdy dv

PP = dodz — dz’ (2.6)

isso nos da

1d (do\> dv
2dr (dx) = d (2.7)

e integrando esta equacao, temos
¢ = £V2V +C, (2.8)

onde C é uma constante determinada pelas condi¢des de contorno.

2.2 Solucoes BPS

O metodo BPS foi proposto por Bogomol’'nyi em 1976, mas em 1975 Prasad e
Sommerfield ja haviam publicado sobre o assunto[6] e [7]. Este método nos permite
obter solugoes classicas do tipo parede de dominio, que consiste em escrever os termos da
densidade de energia na forma de quadrados perfeitos, minimizando a energia e impondo o
cancelamento dos termos quadraticos [8]. Com o método BPS encontramos solugoes para
as equacoes de movimento de segunda ordem, partindo de equagoes de primeira ordem.
A construcao desse método parte da densidade de energia do sistema, que para campos

estaticos é dado por

/2

pl) = —L= 5 + V(o). (2.9)

Se integrarmos essa densidade em toda a dimensao do espago, obtemos a energia

total do sistema,

E = /_J:O p(x)dz, (2.10)

completando um quadrado perfeito no integrando, temos:

E = /m B(qb’ TV2V)2 £ V2V | da, (2.11)

— 00
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analisando esta equacao, percebemos que a energia do sistema serd minima quando,

¢ = +4/2V(9), (2.12)

e assim

Eonsl = [ (V) de. (2.13)

A fim de facilitar a integracdo da equagao (2.13), vamos definir um potencial

positivo definido da seguinte maneira

V(g) = —2—, (2.14)

onde W é derivada da funcdo W(¢), que chamaremos de superpotencial em relagao a ¢.

Assim, a equacao (2.13) trona-se

+oo
| Egps| :/ dzvV2V

o

- / dzW,d',

/*”dﬂ”/‘w

oo dG dz
—+oo

— / aw,

—00

W (Baio0) = WG o),
— AW (2.15)

Esse resultado nos leva a perceber que a energia minima nao depende das caracte-
ristica locais da solucao, mas sim dos seus limites assintoticos, ou seja, o comportamento

dos campos nos extremos.

2.3 Carga Topoldgica

Como podemos ver em [9], a forma explicita da corrente topologica é dada por

Jh= O, W(9). (2.16)
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onde e é o pseudo-tensor de Levi-Civita anti-simétrico. Em (1+41) dimensoes suas
componentes sdo dadas por: € = et =0 e " = —€!® = 1. Como essa corrente é

conservada, temos que 9, J" = 0. Isto implica na existéncia de uma carga topolégica Qr:

Qr = [,
+oo d¢

- /_Oo CWda

= W(¢(+o0)) = W (¢(—00)),

Qr = Epps. (2.17)

)

A carga topologica Qr caracteriza os defeitos como topolégicos quando Q7 # 0 e
defeitos nao topologicos quando Qr = 0. Os Kinks e os Lumps sao exemplos de solugoes

topoldgicas e nao topoldgicas, respectivamente, como veremos a Seguir.

2.4 Defeitos Topoldgicos e a Solucdo do Tipo Kink

Defeitos topoldgicos sao configuracoes da matéria baseadas em transicoes de fase.
Estas configuracoes sao geralmente relacionadas a quebra de simetria do sistema, onde cada
defeito se torna tnico devido as suas propriedades de simetria da matéria e da natureza de
transicao de fase [10]. Este tipo de defeito possui estabilidade garantida através de uma
carga topologica. Eles se comportam de forma diferente ao nos afastarmos, em diregoes

opostas, do centro da solugao [11].

Vamos analisar, agora, o potencial do modelo ¢*, dado por

V() = ;(1 - ¢%)?, (2.18)

O gréfico desse modelo é representado pela figura 1.

A equacao diferencial de primeira ordem referente a este modelo é

¢ =W ==%(1-¢%), (2.19)

integrando a equacao acima, temos

/(1?% - i/dm, (2.20)
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0.5¢

04+

0.3F

0.2

0.1

Figura 1 — Gréfico do potencial ¢*.

cuja solucao ¢ dada por

¢(z) = £ tanh(x), (2.21)

e seu grafico correspondente pode ser visto na Figura 2.

1,

05¢

-05¢

Figura 2 — Solugbes analitica tipo Kink. (Kink - linha vermelha; anti-kink - linha azul)

Estas equagoes mostram como se comportam o Kink (solugao positiva) e o anti-Kink
(solugao negativa).
2.5 Solucodes do Tipo Lump

Para representar este defeito vamos considerar agora um modelo ¢* invertido, dado

por
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1 1

2 _ 1 2 2
V(g) = 50 — 50" = 361~ &) (222)

cujo seu grafico é exposto na Figura 3.

0.1

041+t

-0.2¢

-0.3¢

—04)

-05¢

-0.6¢

Figura 3 — Potencial ¢* invertido.

A equacao diferencial de primeira ordem correspondente é

o =W, =6 (1-¢%)", (2.23)

que tem solugao

o(x) = tsech(x), (2.24)

e é representada graficamente de acordo com a Figura 4

Estas solugoes tém carga topolégica nula, pois ¢(c0) = ¢(—o0), assim, sdo denomi-

nadas solucoes nao - topologicas.

2.6 Estabilidade Linear

Como vimos, os Defeitos Topoldgicos sao estruturas estaveis. Nesta secdo, estu-
daremos a estabilidade das solugoes das equacoes de movimento através da chamada
Estabilidade Linear [12], considerando pequenas perturbacoes em torno das solugoes.
Faremos esse procedimento linearizando as equagoes de movimento para obter o potencial

de estabilidade e os autovalores associados[13][14].
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05¢

-05¢

Figura 4 — Solugao do tipo lump (solugao positiva - linha vermelha; solu¢ao negativa -
linha azul)

Inicialmente, vamos considerar um campo escalar que possui dependéncia espacial

e temporal, como mostrado abaixo

¢(m7t):: ¢s($)‘+'ﬁ(fjt)7 (2'25)

onde ¢s(z) é a nossa solugao estética e n(x,t) é uma pequena perturbagdo. Substituindo
(2.25) em (2.4), temos que

i —n" = Vye,m =0, (2.26)

como podemos observar, n depende da forma do potencial e da solugao estatica ¢;.

Utilizando o Ansatz

n(z,t) =D na(w) cos(wat), (2.27)
(2.26) torna-se
T + U ()0 = Wi, (2.28)
2
onde U(z) = % b

A equagdo (2.28) é uma equacao de autovalor do tipo Schrodinger [15] [16], onde

w? sao os autovalores e 7, os autovetores.
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A seguir, resolveremos a equacgao de autovalores. E importante destacar que
dependendo das caracteristicas do potencial, essa equacao de autovalores pode nao ser
facilmente solivel. Analisaremos a estabilidade do potencial Vi, (¢) com a inteiro. como
esta familia é composta por potenciais positivos definidos, podemos escrever

2
Wi,

‘/sin(qss): 2 ’ (229)

com Wy, = dW/dg¢s, consequentemente de (2.1) obtemos ¢, = W, , assim
U=W; 4. +WoWo.6.6.- (2.30)

Substituindo esta tltima equagao em (2.28), podemos reescrevé-la em termos dos operadores

d d
fa=—+W ——+ W 2.31
aa (dl‘ + ¢S¢S> ( de + ¢s¢s> Y ( )
como
atan, = wWn,. (2.32)
Se admitirmos a existéncia de estados ligados para o modo zero, ou seja para wy = 0,

temos que

d
ato = <_dx + W¢>s¢s) no =0, (2.33)

e integrando temos
no(w) = Ael Wosost, (2.34)

onde A é uma constante de integragdo. Podemos observar que

dlog (W,) 1
= WeWe.0. =W, 2.35
dm W¢ ¢)s ¢s¢s ¢s¢s7 ( )

s

dessa forma, temos

no(z) = AW,, = A =

dps  sech(x) . (arccos[tanh (z)] +mm
o ——sin ( ) (2.36)

a

Para solugoes do tipo Kink, o menor autovalor encontrado é zero, sendo estaveis
por estabilidade linear enquanto que para Lumps, o menor autovalor é menor que zero e
por isso sao instaveis [13].

2

CR

Exemplo 1: Sendo um potencial do tipo ¢*, com Wy, = 1 — em que sua

solugao analitica é dada por ¢, = tanhz(x), obtemos que

no = 1 — tanh?(x) = sech(x), (2.37)
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para

n(x,t) = ny cos(wot), (2.38)

n(x) = nosech(x), (2.39)

dessa forma a solugao perturbada serda ¢(x) = tanh(x) + nosech(x), sendo 7y < 1. A
estabilidade da solugao estatica ¢ caracterizada pelo 79, que corresponde ao modo-zero da
oscilacdo. Quando o estado 7y for diferente do modo-zero de oscilagao, correspondera a um
estado excitado, abrindo espago para existéncia de um estado fundamental com auto-valor
w2 < 0, ou seja, w, — iw,. Um estado deste tipo nos mostra que
ewnt + e“’"t>

(2.40)

n(x,t) = no cos(iwpt) = 1o ( )

A equacgdao 2.40 nos informa que para um tempo t tendendo ao infinito, a perturbagao

n(x,t) também tenderd ao infinito, desestabilizando a fung¢do e implicando na instabilidade

de o, (z).

Figura 5 — Representacao da estabilidade da solucdo estatica de um potencial do tipo ¢*.

Exemplo 2: Para um potencial do tipo ¢* invertido, onde Wy, = ¢,/1 — ¢2, temos

al seque ¢, = —Wj_ e a solucao analitica desse potencira ¢, = sech(x), consequentemente

no = Wy, = sech(x)y/1 — sech?(x), (2.41)
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no = Wy, = sech(z) tanh(z), (2.42)

correspondendo a um primeiro modo de oscilagao. desta forma a solucao ¢, é

instavel.

0.6

03

Mo

-03

~-06 - L L L L

Figura 6 — Representagao da instabilidade da solucao estatica de um potencial do tipo ¢4
invertido.
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3 Modelo Padrao da Cosmologia

H&4 cem anos desconheciamos a existéncia de galaxias e acreditavamos que o
universo era estatico. Em 1922, Alexandre Friedmann demonstrou a partir das equacoes
de campo de Einstein que o Universo sofre uma expansao acelerada. Com esse modelo
podemos entender a evolucao do universo desde as primeiras fracoes de segundo até hoje,

aproximadamente 14 bilhdes de anos depois [17].

3.1 Equacao de Campo de Einstein

Para introduzir as equagoes de campo da Relatividade Geral, partiremos da chamada

acao de Einstein-Hilbert, que é definida por

S — /d‘*x\/—[ R+ L(,0"0)] (3.1)

onde R é o escalar de Ricci, g é o determinante do tensor métrico (g, ), ¢ representa o

campo escalar e adotaremos 477G = 1.

Variando a agao, temos:

5V=g (_41R +L(o, 8“¢)) + Vg0 ( R+ L(6, a%))] (3.2)

5Sz/d4x

e assumiremos que:

1
0W=g = —5V=99u09""

a deducao da identidade acima pode ser encontrada com detalhes no Apéndice B. Podemos

escrever entao a equacao (3.2) da seguinte maneira:

55 = [ dta [—\/? (—9*2”1% 4 2gu,,,c) 59" + /g6 (—f 4 c)] . (3.3)

Utilizando o escalar de Ricci como sendo: R = g"”R,,,. temos que:

—1 —1
T\/—gc?R = T\/—g 09" Ry + g"6 R, (3.4)
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O variacional da lagrangeana de matéria sera escrita da seguinte forma:

oL

0L =
gt

5g. (3.5)

O termo 0R,,, da equacao (3.4) serd nula devido as condigoes de contorno. Diante

disso, substituindo as equagoes (3.4) e (3.5) na equagao (3.3), teremos:

-1 1(,0C
(SS = /d4x\/ —g [4(R“y - 2gHVR) + 5 <2agl“/ — gﬂyﬁ>] 59;“/. (36)

Pela Teoria da Relatividade geral, temos:

1
R,u,u - §gMVR = 77Z}T/Ll/7 (37)

onde o lado esquerdo representa a geometria do espago-tempo e o lado direito é uma

relagao da matéria com o tensor energia-momento. a constante de proporcionalidade é

definida por ¢ = 87T4G
c

que ¥ = 2, entao:

e considerando um sistema de unidades em que 47G = ¢ = 1, temos

1
R, — igWR = 2T}, (3.8)

Substituindo a expressao (3.8) em (3.6), encontramos a seguinte relagao:

oL

2@ - gw,ﬁ = ij. (39)

No caso de vacuo (auséncia de matéria), temos 7, = 0, assim:

1
Ry = 59k = 0. (3.10)

3.2 Modelo FLRW

De acordo com o principio cosmolégico, vamos considerar um espaco-tempo qua-
drimensional homogéneo e isotropico. Para descrever a geometria do universo com essas
caracteristicas precisamos determinar o elemento de linha que descreve-o. Esse elemento
de linha é dado pela métrica de Friemann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), pois as

caracteristicas citadas implicam em uma simetria esférica.
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A métrica FLRW ¢ dada por:

1

d2:2dt2— t2
e SON s

dr® 4+ 1r2d6* + r? sin® 0d¢?* | (3.11)

sendo a = a(t) o fator de escala e k a constante de curvatura, podendo assumir valores -1,

0, 1 para o universo ser hiper-esférico (fechado), plano ou hiperbdlico, respectivamente.

Aplicando a métrica FLRW nas equagoes de campo da gravitacdo, temos que as

componentes nao nulas do tensor métrico sao dadas por:

go = 1
—a?
qun = m;
go2 = —a2r2;
gs3 = —a’r’sin®0.

Com o tensores métricos, encontramos os valores para os simbolos de Christoffel, o
tensor e o escalar de Ricci. As contas mais detalhadas sobre os simbolos de Christoffel

nao nulos e do tensor de Ricci serao encontradas no Apéndice A.

O tensor de curvatura (tensor de Riemann) pode ser escrito da seguinte maneira:
A A
R, =007, —01°, +17 I, —T",I",, (3.12)

esse tensor de quarta ordem nao depende da métrica. Diante disso, iremos utilizar o tensor
de Ricci que é determinado por meio de uma conexao afim. Essa conexao é conhecida

também como Simbolos de Christoffel e é descrita da seguinte forma:

g 1 g
I =359 P(0uGvp + OvGpu — OpGyuw)- (3.13)

Como o tensor de Ricci é uma forma contraida da equagao (3.12), podemos associar

o tensor de Ricci com o tensor de curvatura:

R,, = R* (3.14)

HAV)

e as componentes nao nulas do tensor de Ricci sao:
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Ry = —32; (3.15)
R = W:_ <Z+2:22+i§> gi1; (3.16)
Ry — (aii+ 2%+ 2k)r = — (Z + 2@“; n i’:) - (3.17)
Rss = (ai+2a* + 2k)r?sin?0 = — (Z + 2522 + if) g33. (3.18)

As componentes do tensor de Ricci para as coordenadas espaciais obedecem a

seguinte equacao:

i 2a2 2k
Rij = — (a + a + >gm (319)

a a? a?

O produto do tensor métrico pelo tensor de Ricci é denominado de escalar de Ricci,

assim para a métrica FLRW, temos:

R = g“”RW,
= g™ Roo + g™ Riy + 9% Ray + g% Ras,

. . .2
a a a a
i a>  k
- 6 (a + 5+ a2> . (3.20)
3.3 Tensor Energia-Momento para um fluido perfeito

Como ja foi dito, estamos trabalhando de acordo com o principio cosmolégico, onde
o universo é homogéneo e isotropico. Assim, podemos considerar que todo o universo é
permeado por um fluido perfeito. Dessa forma podemos escrever 7}, em um sistema de

coordenadas comével, como podemos ver em [18] [19] [20] .

A forma do tensor energia-momento para um fluido perfeito pode ser escrita como:

Tuu - (P +p)U,uUl/ +pg,w/7 (321)

onde p ¢ a densidade de energia, p a pressao e U o quadri-velocidade do fluido.

A representagdo matricial do tensor energia-momento é dada por:
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)0 0 0
a’p
0 —— 0 0
T — (1— kr2) , (3.22)
0 0 a’r’p 0
0 0 0 a’r’psin?f

cujo o trago sera: T' =T} = p — 3p.

Utilizando a equagao (3.8), temos que a componente temporal pr = 00 é dada por:

1
R — 59003 = 2T,

a? 2 k
- = —p——= 3.23
o termo g ¢ denominado parametro de Hubble e é representado pela letra H:
a
2 k
H?>=Zp——. 3.24

Tal parametro nos permite obter informagoes sobre a taxa de expansao do Universo.

Para as componentes do espaco, temos:

1
R;; — §giiR = 273, (3.25)
a 1
- = —= 3 3.26
. 3(p + 3p), (3.26)

essa equacao representa a taxa de aceleracao, em funcao da pressao e da densidade. O
par de equacgdes, coordenadas temporal e espacial, sdo conhecidas como as equagoes de

Friedmann.

Relacionado as equacoes de Friedmann, encontramos a equagao da continuidade

para um fluido cosmoldgico:

p+3H(p+p) =0. (3.27)

Os calculos detalhados de como foram obtidas as Equagoes (3.23), (3.26) e (3.27)

estao no Apéndice C.

Podemos estabelecer uma relagao entre a pressao e a densidade, denominada

equacao de estado:
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P
w ==, 3.28
) (3.28)

onde w é o parametro da equacao de estado.

como vimos no capitulo 2, a densidade e a pressao do universo podem ser determi-

nadas em termos de uma lagrangeana de campo escalar (2.1):

£ = 50,000 - V(9), (3.29)

e substituindo essa equagao em (3.9), temos que o tensor energia-momento pode ser escrito

COIMo:

1

Ty = 0,006 — g ( 59000050 — V(9)) (3.30)

cujas formas explicitas de suas componentes sao:

ﬂmzéﬁ-ﬁf—vwﬂ, (3.31)
im:0+y§—vwﬂ. (3.32)

As equacoes (3.31) e (3.32) podem ser relacionadas com a equagao (3.22) de modo

a resultar em:

pw=f+VWL (3.33)
po=" ~ V(o) (3.34)

Substituindo as equagdes (3.33) e (3.34) na expressao (3.28), a equagao de estado,

torna-se:

L P _ 9" —2V(9)

b P 2V(0) )

Também podemos observar que a equacao (3.24) torna-se:
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w2 (2 ) - b (3.36)
3\ 2 a?’ '
Derivando o parametro de Hubble (H = %), tém-se que:
. . 2
. a a
H = —-——
a a?
a
= - —H% 3.37
) (337)
Substituindo a expressao anterior na equagao (3.26), obteremos:
. 9 1
H+H" = —2(ps+3ps),
. 1 2 k
H = —= 3p.) — 2 7
3(P¢ + 3pg) 3Pe T o
. k
H = —p¢—p¢+?, (338>
. . k
_ 2
H = —¢"+ pel (3.39)
Assim, temos que o par de equacoes de Friedmann pode ser reescrito como:
w2 (2 vg)) - £ (3.40)
3\ 2 a2’ '
e
Ho— -k 3.41
- _¢ + CL2' ( . )
Dessa forma, podemos escrever o potencial como:
3 H k
V=c_H+—+—. 3.42
2 + 2 * a? ( )
A agado dada pela equagao (3.1) pode ser reescrita da seguinte forma:
1 -
$=-3 / d'z/—gR + / d'z L, (3.43)

onde £ = /—¢L.

Aplicando a minimizac¢ao da acdo em relacdo ao campo:
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5S = / d*20f = 0. (3.44)
obteremos a expressao:

oL oL

— —0J,— =0. 3.45

26~ 30,0) (34

Como j& vimos na equagao (2.1), a equagao de movimento para o campo escalar

terd a seguinte forma:

Ou(v/—g0"¢) +Vy = 0,
d3+3%q5+v¢ = 0,
¢+3Ho+V, = 0, (3.46)

para o caso em ¢ = @(t).

3.4 Formalismo de Primeira Ordem

Podemos descrever a energia escura incluindo um campo escalar de fundo no modelo
cosmolégico padrao, essa abordagem é conhecida como modelo ¢ — ColdDarkMattter
(¢ — CMD) ou modelos de quintesséncia. Essa andlise é feita através das solugoes das
equagoes de movimento e como podemos ver em [21] e [22], podemos obter essas solugoes
de maneira simplificada, reduzindo a ordem das dessas equacoes diferenciais de movimento,
esse método é conhecido como Formalismo de Primeira ordem e serd descrito a seguir.
Assumiremos uma geometria plana (k = 0), onde as equagoes de friedmann sdo escritas da

seguinte forma:

<¢2 + V) : (3.47)

H = —¢% (3.48)

H=-W(¢), (3.49)
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e assim, a equagao (3.48) pode ser escrita como:
H = Wy,

sendo Wy = (2‘2: = ¢.

O potencial da equagao(3.42) para k = 0 é dado por:

9
— §H2—£
2 2’
172
V(p) = §W2—VZ¢’. (3.50)

Agora, partindo dos resultados obtidos, vamos analisar se as equagoes encontradas

obedecem a equagao de movimento:

¢+3Hp+V,=0. (3.51)

Para que esta analise seja feita, vamos definir a derivada segunda do campo escalar,

b, e a derivada do potencial, Vs, que estao contidas na equagao de movimento:

) d
- Y
¢ L .¢),
= Wy,
= WesWs, (3.52)
(§
dVv
Vo = @,
= i §W2—% 7
o \ 2 2
= 3WW, — WsW. (3.53)

Como podemos observar, ao substituirmos (3.49), (3.52), (3.53) em (3.51), conclui-

mos que o formalismo de primeira ordem é coerente com a equagao de movimento.
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4 Quintesséncia com Quebra de Simetria de

Lorentz

Em 1998, a partir de observagoes de Supernova Tipo Ia (SN Ia), dois grupos de
Astrofisicos apontaram para um regime de expansao acelerada do Universo [23,24]. Esse
resultado alterou drasticamente a nossa visao do cosmos, pois, sendo a gravidade uma
forca atrativa, a expansao deveria ser desacelerada, conforme se acreditou durante muitas
décadas. A energia responsavel por essa aceleracao foi denominada energia escura. Esta
energia contribui com cerca de 73% para o conteido césmico do Universo. Dessa forma,
a energia escura € necessaria para explicar a atual expansao acelerada e as medidas
de densidade de energia total [25]. O adjetivo escuro significa que ndo emitem ondas
eletromagnéticas nem interagem com as particulas conhecidas do modelo padrao da fisica

de particulas.

O candidato mais simples para representar a energia escura é a constante cosmolo-
gica [26], quando a equagao de estado w = —1. Porém, esta é apenas uma hipétese e por
isso é necessario procurar modelos alternativos para explicar a atual expansao acelerada do
Universo. O caso em que consideramos a energia escura como um campo escalar dindmico
¢ denominado de quintesséncia [27-30]. A ideia de quintesséncia — quinto elemento — como
um tipo especial de matéria preenchendo o cosmos foi originalmente introduzida pelos
gregos. Na cosmologia aristotélica, por exemplo, o universo seria finito, estatico e formado
por cinco elementos primordiais: agua, ar, terra, fogo e quintesséncia. O quinto elemento
seria uma substancia diferente das outras; transparente, inalteravel e imponderavel; uma
matéria- prima que formaria a Lua, os planetas (diferentes da Terra), o Sol e as estrelas. A

quintesséncia era um elemento essencial para tornar o modelo cosmologico grego consistente

31).

4.1 Campo escalar e quebra de Lorentz para descrever Energia Es-

cura

Para andlise de modelos de quintesséncia, a equacao de estado w, introduzida
em (3.28), é de fundamental importancia. A faixa de variagao observacional de w deve
respeitar os limites, —1 < w < 1, onde o limite de w = —1 descreve uma fase do universo

dominada por pressao negativa, caracterizando, dessa forma, a expansao do Universo.

Ao considerarmos um campo escalar de fundo que interage com a gravitacao

como proposta para explicar a energia escura, nos deparamos com o fato de que modelos
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compostos por um tnico campo estao praticamente descartados apods os ultimos dados
do Dark Energy Survey [32] e do Planck [33]. Segundo estes dados, o tinico modelo
sobrevivente é do tipo

n2¢?

2

L= ;aﬂqsa% — (4.1)

A fim de resolver esse problema, partiremos de uma lagrangeana que possui um
termo £ que representa uma quebra de simetria de Lorentz, como podemos ver em [26],
onde os parametros cosmolégicos foram derivados a partir da aproximagao de slow-roll
(¢ >> ¢ — 3H gb = %) Nossa contribuicao é encontrar solugoes generalizadas para
essa proposta, através do formalismo de primeira ordem. Implementamos o formalismo de
primeira ordem, escolhemos o modelo ¢* a partir do qual, geramos os parametros H e w e

analisamos os parametros de pequenas perturbagoes espectrais [34].

Destacamos dois trabalhos importantes que envolvem cenarios cosmologicos com
violagao de Lorentz na fase inflacionéria, as abordagens de Gasperini [35] e de Donnelly e
Jacobson [36]. Em sua obra, Gasperini propoe que um mecanismo adicional de produgao de
inflacdo poderia ser usado para resolver alguns problemas do cenério inflacionario padrao.
Além disso, na referéncia [36] os autores consideram uma teoria com viola¢ao de Lorentz
formada por uma teoria de Einstein-éter acoplada a um campo escalar lagrangeano. La os
autores determinaram parametros cosmolégicos que sao afetados pela violagao de Lorentz,
mas ainda permitem um fim natural a inflacdo. Este cendario também pode ser considerado
utilizando a energia escura, mostrando que a violagao da invaridncia de Lorentz induz

lagrangeanas que sdo capazes de conduzir a atual acelera¢ao do universo [37,38].

Iniciamos o procedimento a partir da seguinte lagrangeana com termo de quebra

de Lorentz

£ = 5 (G + Emy) 0006 — V(0) (42)

em que a densidade de energia e a pressao relacionadas a essa lagrageana sao, respectiva-

mente

po==(1—8) ¢ +V(p), (4.3)

N | —

(1+€) 6> = V(9). (4.4)

N —

Py =

Podemos escrever (4.2) como:

1
L= 5%8%6% - V(o). (4.5)
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Vimos no capitulo anterior que, para esta lagrangeana, as Equagoes de Friedmann sao
dadas pelas Equagdes (3.24) e (3.38). Assumindo uma geometria plana (k = 0), essas

equagoes sao escritas da seguinte forma:

2
H? = §p¢7 (46>

H = —(ps+ps). (4.7)

Ao substituirmos (4.3) e (4.4) em (4.6) e (4.7), obtemos:

Aplicando o Formalismo de Primeira ordem, temos

H=-W(p); H=-Wsp=—¢% ¢=W,. (4.10)

Dessa forma, podemos escrever o potencial V(¢), como

3 1
V=_-W—-(1-§W,. 4.11
W - (1- W (411)
Com isso, temos que a equacgao de estado w para este modelo é dada por

2 (Wy\?
=—1+-(=2) . 4.12
w +3(W) (4.12)

A primeira e segunda derivada do potencia (4.11) com relagdo a ¢ sdo dadas respectivamente

por:

Vi = 3WWy — (1 = W Wy, (4.13)

Vo = 3(WJ + WWey) — (1= W2, + WsWes. (4.14)

Os parametros de slow roll (rolagem lenta) sdo explicitamente dados por
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1/ Vg\?
== (=2 4.1
‘ 4<V)’ (4.15)
€
IM=--2 4.1
2V (4.16)

Temos ainda que o Indice Espectral Escalar n, é dado por

ns =1 — 6e — 2II. (4.17)

Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.17), obtemos:

4V Vi — 3V¢2
=14+ —. 4.1
Agora vamos substituir (4.11), (4.13) e (4.14) em (4.18) e assim, obter
ne = 14 (2(=3W;(BW — (1 = §)Wys)? + 230>
— (L= W)W + Wes(3W — (1 — )W)
— (1= WeWeys)))/(BW? — (1 = W2)?. (4.19)
A razao escalar-tensor r, é representada pela expressao
Pr
= 4.20
r PC ’ ( )
onde, Pr e P sao dados, respectivamente, por
H 2
Pr=16—
g <27r) ’
e
H4
Pr = —.
4262
Assim, fazendo as devidas substitui¢oes, encontramos que
Wi\
=16(—-) . 4.21
g ( W ) (4.21)

Os dados experimentais mais atuais para modelos inflaciondrios do tipo R? Sta-
robinsky preveem que o parametro r, equagao (4.21), deve estar entre 0,003 e 0,005.
Ainda segundo esses dados, o pardmetro ng, representado na equacao (4.19) deve ser
0,9665+0, 0038 [33].
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4.2  Aplicacao em um exemplo

A aplicabilidade do formalismo obtido pode ser trabalhada no seguinte exemplo

[39]:

¢3

onde by e by sdo constantes reais. Esta forma para W foi usada em varios trabalhos sobre
teoria de campo e cosmologia, como podemos ver em [40] e [41], por exemplo. A equagiao

de primeira ordem para este modelo é dada por

¢ =bi(1—¢?), (4.23)

e sua solugao analitica é

¢(t> = tanh(blt + bg) (424)

Utilizando as equagoes (4.22) e (4.24), podemos verificar o comportamento dos

parametros H, w, r e n,. Adotaremos os valores das constantes como b; = 0,81, by = —0,8
e b3 = —3. Assim, o pardmetro H, visto em (4.10), torna-se
1
H = ~by + 5by tanh(bs + but) (=3 + tanh(bs + b11)?) , (4.25)

e seu grafico correspondente é representado pela Figura 7.
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Figura 7 — Pardmetro de Hubble H(t) para by = 0,81, by = —0,8 e b3 = —3

O parametro da equagao de estado w, equagao (4.12), fica

2 4
w14 6b7sech(bs + byt) 5 (4.26)
(Sbg + 3b1 tanh(bg + blt) — b1 tanh(b3 + blt)g)
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Figura 8 — Pardmetro da equagao de estado w(t) para by = 0,81, by = —0,8 e by = —3

e sua representacao grafica pode ser vista na Figura 8.

O parametro r, dado pela equagao (4.21), torna-se

. 144b% sech(bs + byt)? (4.27)
(3b2 + 3b1 tanh(bg + blt) — bl tanh(bg + blt)3)27

sendo reprensentado graficamente pela Figura 9.
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Figura 9 — Evolucao da razao escalar-tensor para by = 0,81, by = —0,8 e b3 = —3

Utilizando ¢t = 7,85, o valor numérico da equagao (4.27) é r — 0,003621, estando

de acordo com o valor experimental de r.
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O indice espectral ng para o exemplo utilizado, torna-se

ng = 1+ (2(—3[)?(—1 + tanh(bg + blt)2)2(—3b2 + b1 tanh(bg + blt)
2
(—5 + 25 + tanh(b3 + b1t>2))2 + gbl(_6b2 tanh(b3 + blt)
+b1(5 — 26 + 6(—3 + &) tanh(bs + b1t)* + 5 tanh(bs + bit)*))
(9b3 — 6b1by tanh(bs + bit)(—3 + tanh(bs + byt)*
—I—b%(—?) + 15 tanh(bg + blt)2 - 9tanh(b3 + b1t>4
+ tanh(bs + bit)S + 36(—1 + tanh(bs + b11)?)?))))/
(B3 (=1 + &)(—1 + tanh(bs + bit)*)? + 3(bs
1
+b1(tanh(b3 -+ b1t> — g tanh(bg —+ blt)g))2)2. (428)

4.3  Analise Cosmolégica

Na Figura 7, podemos analisar que o parametro de Hubble possui duas regioes com
valores aproximadamente constantes e maiores que zero. Onde, em tempos remotos um
valor “H;” é maior do que H em tempos futuros “H,”, consequentemente, o modelo revela
duas eras inflacionarias. Na primeira era houve um rapido processo de expansao (durando
até t &~ 2) que apos cessar evoluiu de forma continua até a segunda fase inflacionéria
dominada pela energia escura.

O parametro da Equacao de estado, figura 8, também descreve duas eras inflacio-
1

narias diferentes (w ~ —1) separadas por uma transicdo continua cujo pico é em w ~ 3

(era da radiacdo). Em w =~ 0 temos a representagdo da era denominada pela matéria.

A evolugao da razao escalar-tensor entre as duas eras inflacionarias pode ser vista
analisando a Figura 9. Para t > 5, r aproxima-se de zero, corroborando com a descri¢ao
da atual fase inflacionaria do Universo dominada pela energia escura. Como vimos, em

t=17,85 r— 0,003621 sendo coerente com os dados do satélite Planck.

Dos parametros considerados, o unico que depende do termo de quebra & é o
ns. Fazendo £ = 0,5155 na equacao (4.28), obtemos que ny — 0,96652, mostrando a
compatibilidade com o dado experimental para este parametro. Para & = 0, ou seja, na
auséncia do termo de quebra se simetria, este parametro resultaria em n, — —25, 527.
Estes resultados mostram a importancia do termo que representa a quebra de simetria
de Lorentz, pois é através deste termo que conseguimos obter um valor aceitavel para o

indice espectral n,.
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5 Conclusoes e Perspectivas

No capitulo 2, fizemos uma revisao sobre Teorias para um campo escalar real. Vimos
que através do método BPS é possivel obter solugoes para as equagoes de movimento de
segunda ordem a partir de equagoes de primeira ordem. Com este método, foi mostrado
que a energia minima do sistema nao depende das caracteristicas locais da solu¢ao, mas
sim do comportamento do campo nos extremos. Em seguida, vimos que a carga topologica
Q1 é responsavel por caracterizar os defeitos como topolégicos (com Qr # 0) ou nao
topolégicos (quando Q7 = 0). Foi feita uma breve anélise do comportamento de defeitos do
tipo Kink (um exemplo de defeito topolégico) e Lump (exemplo de defeito ndo topolégico).
Finalizamos o referido capitulo falando um pouco sobre a Estabilidade Linear, responsavel

por estudar a estabilidade das solugoes de equagoes de movimento.

No capitulo 3, discutimos um pouco sobre a Cosmologia Padrao, introduzindo as
equacoes de campo da Relatividade Geral. Em seguida, aplicamos a métrica FLRW nas
equacoes de campo de Einstein com a finalidade de obter as componentes do tensor de
Ricci e também o escalar de Ricci. Através destes resultados, juntamente com a insercao
do Tensor Energia-Momento , encontramos as Equacoes de Friedmann, que representam a
taxa de expansao acelerada do Universo em func¢do da pressao e da densidade. Concluimos

o capitulo introduzindo o Formalismo de Primeira Ordem.

No capitulo 4, estabelecemos o Formalismo de Primeira Ordem para encontrar
modelos analiticos de 1 campo, que descrevam a atual fase do Universo, sem a necessidade
de utilizar uma aproximagao de Slow-roll (Rolagem Lenta). Observamos que a quebra
de simetria de Lorentz é de extrema importancia para resgatar a abordagem de modelos
compostos por 1 campo escalar acoplado com gravidade. Este resultado corrobora com a
abordagem vista no trabalho [26] e generaliza os resultados do brilhante trabalho de Ellis,
et al [42].

Podemos aplicar este formalismo em sistemas onde hé quebra de simetria de Lorentz
em termos de altas ordens derivativas [43]. Também podemos construir modelos compostos
por mais de 1 campo escalar com termo de quebra de simetria de Lorentz [44]. Outra
possibilidade de aplicagdo dessas técnicas é em cendrios com dimensoes extras, tais como
mundos brana [45]. Por fim, poderiamos, também, aplicar este formalismo em teorias de

gravitagao generalizada [41].
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Apéndice A

Equacoes de Friedmann

O simbolo de Christoffel é dado por:

1
Lj; = §9lk (9risy + Gis = Gigial -

Podemos observar que os simbolos de Christoffel nao nulos serao:

1
F?l = 5900 (9011 + 91011 — g110) = =

1 1 d
F[Z)Q = §g00 [902;2 + 920;2 - g22;0] = [_ —a‘r

3 = ;900 [903:3 + 9303 — g33:0] = ; Lza%’2 sin? 9:
F(l]l = Fio = ;gn (G101 + G1150 — Go1] = 1(1 :CZ"Q) [jt 7 :6;;2—
Fh = ;QH (111 + G111 — g11a] = _21 ! _azkr [ ar (1 k:r? |
[y = ;911 [G12:2 + 9212 — G220] = = (1= k:?" [dr
e

1
rt, == _
33 29 [9133+9313 g33:1) = 5 o2

1
FZ — FZ — 422 . - S =
02 20 29 [920,2 + 922:0 — Go2:2] 5022 | dt
2 2 1 —1
I, =135 = 29 [921 2+ 9221 — G122] =

2 2 a2r2

do

1 1 1 d ]
3 33 .
Los = Fgo = 59 [930;3 + 9330 — 903;3] = S22 ein? 0 [dt a’r? sin 9—
1 1 1 d |
3 33 -
Iy = 1131 = 59 [931;3 + 9331 — 913;3] = 02220 Llra 7 sin «9_
1 1 —1 d
3 33 _ 2
I 23 — P32 = 59 [932;3 + 9332 — 923;3] = §m Ll@a sin? 012

ld (—a’r?sin® 0)
,
- -
-1 [d(_a%?)
J -
2.2y | &
5 —(—a®r?) [d’ra r |

1 1 -1 1|d |
I3 = 9% (0233 + 9323 — G332) = = la r?sin? 6

o1

— sin 6 cos 6;

Sl= 2|

o
o
=+
>

Conforme vimos no livro [19], o tensor de Ricci pode ser escrito da seguinte forma:
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Ry = 0.1, — 0,05, + 13,05, — )0 (2)

Qo vA*

Precisamos calcular os tensores de Ricci para cada coordenada da métrica FLRW.

Entao, para a componente temporal, ou seja, Ry, teremos:

Para Riq:

Para Ras:

= aOéFSlO - aorga + Fgorga + F(1)01—‘?04 + F(%OFS& + Fgorga

0 o 1 o 2 o 3 «
_FOQFOO - FOaF(]l - FOaF02 - FOaFOZS?

d
7 [T + T + T =I5, = T8I0 — T,
d 2 2 2
=~ {aa_l +aat + aa_l} — % — % — a—Q,
a? a* a
-3 . o 3a7
e =) =~
—3a
_ 3
: ®

01§, — O, + 19 T, + I, T, + I3, Ty, + 13T,
—IaT% = Tl — DTt — T5,Is,

8oy, + 01y, — 01y, — 01Ty — Y + Ty Ty + T
+F%1F?3 - F(1)11—‘10 - 1—%01—‘(1)1 +

—I'ly — Tl — DT,

dl ad ] dl di1 kr [1 1}

0=k drr drr 1=kl Ty
2a aa 1 1
a? + ad 1 1 2k 2a° 1 1
k2 R TR T ke Ik 2
ai — a2 + 2k
1—kr2 (4)
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R22

Para Rass:

- aargZ - aQFga + FSQF&I + P%2P?a + F§2Fga + F§2Fga

0 @ 1 « 2 « 3 «
_FQQFQO - F204]'121 - FQaF22 - 112aF237

= 80F82 + 81F§2 - 62F%1 - (32F§3 + FgQF(l)l + I‘(2)2F(2)2 + FgQngJ,

+F%2F81 + F;QF%l + F%QF%Q + F%QF?S - F%QI‘_‘%O - F%lrél
~T3l50 = Tl = T35 Tp — Tl
d

= —(rfaa) + 4 [—r(l — kTQ)} d (1> - i(COt 0)

r) df

Cdo
kr 1]

2a
Lo (2Q\ o 2
—|—aar<a> r(1 kr)x[l_kﬂ—l—?n

) ) ]
—gr2aa — cot?f + gac'n"z + = [r(1 — kr?)],
a a r

dt dr

= r*(ai+ a*) — 1+ 3kr® + cossec*d + 2ar* — kr* — 1

+kr? —a%r? — cot? 0 + a*r? + 1 — kr?,

= 7r*(ad + 2k + 24°). (5)

0algy — 03T, + T, + T3, + T3, + 5,1,

—T3a0% — Do L5 — T3,T5 — T3,

OoL'33 + 01 T35 + 02135 + TgsTg; + T35 + T55IG

+D35T1; 4 D33l 4 D3slis + D315, +

33055 — Dsl50 — Taal3y — T3515, — D5l — T5l's5 — I3,

d . 9p0  d . 2 d .
dr(aasm Or )+dr[ rsin®0(1 — kr )}—i—de( sin 6 cos 0)

26 1

—(—sin 6 cos d cot ) — sin? 97’2aa2 + 71]’ sin® 0(1 — kr?),
r?sin? O(ad + 2a*) — sin? 0(1 — 3kr?) — cos? 6 + sin® 0
+2ar? sin® § — kr?sin® 0 — sin® 0(1 — kr?®) — sin® 0r2a* +
+sin® O(1 — kr?) + cos? 6,

sin® 0r®(ad + 2a%) — sin® @ + 3kr? sin® 6 — cos® 0 + sin® ¢
—kr?sin? 0 + cos? 0,

sin? 0r%(ad + 2a° + 2k). (6)






Apéndice B

Relatividade Geral

Demonstracao:

1
o/—g = 55\/—99W59"”-

Partindo de uma matriz qualquer:

Tr(logM) = log(detM).

Aplicando o principio variacional, teremos:

1 |
5Tr <M5M> = - 5(6M),

Assumindo Tr(M) = M;;, vamos ter:

(M71oM) =" (M 5 M.

1) k

Reescrevendo a equagao (9), obteremos:

TT(M_I(SM)Z‘Z‘ = Z(MJJ(SMM,
k

agora, definimos o seguinte vinculo:

Tr(M~'6M) =3 (M) 0 My,

1k

95

(10)

(11)

(12)

Assumindo que M = ¢, M~ = g,, e det(M) = g, a equacao (12) ficard da

seguinte forma:
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Z Zg#,ﬁg‘“’ =g '4g,
uov

69 = g;w(sglw' (13)

Permitindo que a variacao de /—g serd escrita da seguinte maneira:

N ‘;jf_g (14)

podemos entdao obter uma expressao relacionando as equagoes (13) e (14) de modo a ficar:

—1
5V = 5G9 (15)
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Apéndice C

Tensor Energia-Momento

Utilizando a equagao (3.8), temos que a componente temporal pur = 00 é dada por:

1
Roo—igooR = 2Tpo,
a 1 ai + a® + k
—3—-——-1|—6 = 2
3o ()] -
. ;
324380132 43° = 9,
a a a
i da @@ 2k
a a2 a2 3p a?’

E assim, chegamos a equagao (3.23):

(éL)Q _ 2k
a 3 a?’

Analisando, agora, as Equagoes (3.19) e (3.25), temos que:

i a? 2k ai+ a® + k
|-+ Ft25)0ut3|——— 9% = —2pgu,
a a a a
—ai — 2a2 — 2k + 3ad + 3a2 + 3k
2 = _2p7
a
i /aN:  k
2+<> +72 = —2p,
a \a a
a 2 k k
2y 2, B
a+3p pEIR P
a _ 3 _1
o« = 3 3"

Dessa forma, chegamos a Equacao (3.26):

a 1
]

Derivando a Equagao (3.24), teremos:
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2 k
H* = Zp——
3p a?’
. 2
2HH = g,o'+2ka*3d,
. 5k
HH = -+ —H
3+a2 ’
. bk
iH= L5 1
3H+a2 (16)

pod
a
.. .2
. i a
go- 4%
a a?’
a . 9
- = H+ H? (17)
a

1 oy ko2 k
—2(3 S e Bk
3(p+p) sg T2 T3P 2

p, P 2

L O = 0

ij3f3H 3’ ’
P
L = 0

p+3H(p+p) = 0.

E assim mostramos como chegar a equacao (3.27).
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